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A computagao simbolica ou algebra computacional é um ramo da Ciéncia da

Computacao e da Matematica que trata de calculos simbdlicos que envolvem fa-
toracao de polindmios, resolucao de equagoes algébricas e equagdes diferenciais,
operacoes e calculos com matrizes, grupos, tensores, entre outros.

Os calculos realizados no tratamento simbolico sao exatos (isto é, tém precisao
infinita) em contraste ao correspondente tratamento numérico. Embora, em deter-
minados problemas, pode-se combinar os dois métodos para gerar férmulas simbo-
licas que posteriormente serao tomadas com input em programas numeéricos, como
é, por exemplo, o caso da resolucao de equacdes algébricas.

Nas ultimas décadas muitos sistemas de computagao simbdlica foram desenvolvi-
dos. Os aplicativos mais conhecidos sao o Axiom, Derive, Macsyma, Maple, Matlab,
Mathematica, Reduce e Maxima.

Estes aplicativos sao de grande utilidade no processo de ensino e na resolugao
de problemas. Sao ferramentas que podem ser usadas para tornar o ensino da Ma-
tematica mais experimental, além da abordagem de problemas mais complicados
com visualizacao grafica, o que, consequentemente, permite ao estudante aprender
experimentando.

Este livro € um guia especial do aplicativo Maxima. Nossa escolha essencialmente
considerou o fato do Maxima ser um software livre, de acesso gratuito na Internet,
analogo ao Mathematica e ao Maple e compativel com o UNIX, LINUX, MAC e Win-
dows. Por ser um software livre possui as seguintes vantagens: acesso ao cédigo
fonte, incentivo ao desenvolvimento de um espirito de comunidade, maior segu-
ranga, incentivo ao trabalho colaborativo, criagao de patrimonio cultural da huma-
nidade, entre muitas outras.

Para mais detalhes consulte o sitio http://maxima.sourceforge.net.

O objetivo principal deste livro é apresentar, e disponibilzar para um publico
mais amplo, as princinpais ferramentas do aplicativo que a autora usou, e ainda
usa, em sua pratica docente, na Universidade Federal do Para. Portanto, trata-se de

uma coletanea de topicos de Matematica que serdo apresentados de forma elemen-



tar dando-se énfase ao uso do aplicativo. A maioria destes topicos foram tratados
pela autora e seus alunos em disciplinas da graduacgao e orientacao de trabalhos de
conclusao de curso.

A autora foi inspirada por varios livros, textos e manuais encontrados livremente

na internet, os quais, em sua maioria, estao listados na bibliografia do livro.

O livro foi organizado do seguinte modo: no Capitulo[I]apresentaremos os princi-
pais comandos basicos do aplicativo Maxima: comandos de manipulagao algébricas,
biblioteca e geragao de fungoes, geracao de listas, montagem de graficos e os prin-
cipais comandos de programacao. No Capitulo 2| usaremos o aplicativo Maxima
para resolver problemas do Calculo Diferencial e Integral e no Capitulo [3Jusaremos
o software na geracao e programacao de Fractais. No final do texto, anexamos a

bibliografica consultada.

Belém, 15 de marco de 2016.

Cristina Vaz



1.1 Informacoes preliminares

Um pouco de historia

Maxima é um dos sistemas CAS mais antigos. Foi criado pelo grupo MAC no MIT,
na década de 1960, e inicialmente chamava-se Macsyma (project MAC’s SYmbolic
MAnipulator). Macsyma foi desenvolvido inicialmente para os computadores de
grande escala DEC-PDP-10 que eram usados em varias instituicoes académicas.

Na década de 1980 foi desenvolvido para varias plataformas, e uma das novas
versoes foi chamada de Maxima. Em 1982, o MIT decidiu comercializar Macsyma e,
paralelamente, o professor William Schelter da Universidade de Texas continuou a
desenvolver o Maxima. Na segunda metade da década de 1980 apareceram outros
sistemas CAS proprietarios, por exemplo, Maple e Mathematica. Em 1999, a versao
proprietaria do Macsyma foi vendida e retirada do mercado, incapaz de concorrer
com os outros sistemas CAS. Em 1998, o professor Schelter obteve autorizagao do
DOE (Department of Energy), que tinha os direitos de autor sobre a versao original
do Macsyma, para distribuir o cédigo fonte do Maxima.

Apobs a morte do professor Schelter, em 2001, formou-se um grupo de voluntarios

que continuaram a desenvolver e distribuir o Maxima como software livre.
Instruncgoes iniciais

O Maxima trabalha de modo interativo, isto €, ele exibe uma area de trabalho (cha-
mada wxMaxima), na qual vocé devera digitar os comandos e visualizar as respos-

tas, como mostra a seguinte figura:
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Pronto para entrada do usudrio

Algumas instrugoes preliminares sao necessarias antes de vocé comegar a usar o

aplicativo.

* Cada linha de entrada (input) é designada por (% in), com n o namero da
linha de entrada e cada linha de saida (output) é designada por (% on), com n

o numero da linha de saida;
* Cada linha de comando ¢ finalizada com terminador ponto e virgula (;)

* Sempre que terminar de digitar uma linha de comando acione a tecla

shift+ < enter > ou < enter > para que o Maxima efetue as operacoes;

* Todos os comandos do Maxima sao escritos com letras mintsculas. O apli-
cativo faz diferenca entre maitsculas e minusculas. Por exemplo, sin(x) é

diferente de Sin(x) ou sin(X);

* Os comandos do Maxima podem ser usados “clicando-se" diretamente nos res-

pectivos icones, no menu da area de trabalho.



1.2 Operagoes basicas

1.2.1 Operadores Aritméticos

Podemos usar o Maxima como uma calculadora efetuando operacées numéricas

com os seguintes operadores aritméticos:

A - poténcia

- - subtracao

/ - divisao

* - multiplicacao
+ - adicao

Exemplo 1.1 Efetue as seguintes operagoes:

a)5x8x3; b)3,2+6,32; ¢)(8+5)°3-6x(1+4); d)

Solugao:




1.2.2 Resultados aproximados e exatos

Como o Maxima é um aplicativo simbdlico, frequentemente vai gerar resultados

exatos. Para obtermos resultados aproximados usamos um dos seguintes comandos:

float(M): - resultado decimal do namero M.

M, numer: - resultado decimal do nimero M.

1
Exemplo 1.2 Calcule o valor exato e o valor aproximado de stz

Solugao:

O aplicativo Maxima pode efetuar calculos com precisao muito alta. Por exemplo,
calcular o valor de 7= com precisao de 40 digitos:




O modificador bfloat foi usado para obter uma representagao no formato “big
float”. A constante fpprec controla o nimero de algarismos significativos usados
no formato “big float”. O valor de 40 para a variavel fpprec sé tem efeito dentro
do bloco “bfloat” onde foi usado; fora do bloco, fpprec continua com o seu valor
habitual de 16. A letra b no fim do resultado representa a ordem de grandeza do

nimero; neste caso b0 representa um fator de 10° = 1.

Constantes e fungoes

O Maxima possui uma biblioteca de constantes e fun¢oes que podem ser usadas

diretamente.

Constantes usuais

%pi - m=3.1415926...
%e - e=2.7182818..

%i - 1=vV-1

Destacamos os simbolos inf e minf que significam os simbolos matematicos +oo

e —oo, respectivamente.

Funcgoes usuais

abs(x), sqrt(x) -l VR

exp(x), log(x) - e, In(x)

sin(x), cos(x), tan(x) - sen(x), cos(x), tg(x)
sec(x), csc(x), cot(x) - sec(x), cossec(x), cotg(x).

Destacamos os comandos n! e randon(x) que geram o fatorial de # e um nimero

aleatorio entre [0, x — 1], respectivamente.



Exemplo 1.3 a) Calcule o valor aproximado de log(11) e e??;
b) Calcule o valor exato de sen(g);

c¢) Calcule o fatorial de 30.

Maxima
(%i10) float(log(11));

(%010) 2.397895272798371
(%i11) exp(22), numer;

(%011) 3.5849128461315918+* 10°
(%i12) sin(%pi/5);

o s
(%012) sin( /OSPI

(%i13) 30!;

(%013) 265252859812191058636308480000000

Operadores logicos e relacionais

Podemos usar o Maxima para efetuar operagdes logicas ou relacionais com os se-

guintes comandos:

is(expr) - verifica se a expressao expr é falsa ou verdadeira
assume(expr) - assume que a expressao expr é verdadeira
forget(expr) - apaga o valor logico da expressao expr

and - operador logico e

or - operador logico ou

=, notequal - igual, diferente

>, >= - maior , maior ou igual

<, <= - menor, menor ou igual.



Nao podemos considerar varias expressoes condicionais simultaneamente, como
por exemplo, 6 <7 < 8. As desigualdades somente se aplicam aos pares de expres-
soes. Para a resposta verdadeira, o Maxima usa true e para falsa, false. Quando

acontece uma indefini¢ao, usara a palavra unknown.

Exemplo 1.4 Efetuando operacgoes logicas

Maxima
(%114)is(9<3);

(%014) false
(%115)is(6<50 or 6 <7);

(%015) true
(%i16)is(x~2 >0);

(%016) unknown
(%i17)is(x~2 >=0);

(%017) true

1.3 Definindo funcoes

Além das fungoes da biblioteca do Maxima, podemos também definir (criar) novas

fung¢oes usando o comando atribuidor :=.

f(x1,...,x,):=expr(xy,x,..., x,) - defineuma funcao f:R" - R

f(xl’-"fxn)::[fl (9?)’ ’fm(f)]
kill(f)

define uma funcao f : R” —» R"

remove a defini¢ao de f

Os nomes f que usamos para definir as fung¢des sao simbolos que nao devem ser
confundidos pelo programa com nomes ja existentes. Por isso, € bom evitar o mesmo
nome para diferentes funcoes. Ao terminar de usar o simbolo f, apague sua defini-

¢ao usando o comando kill(f).
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Exemplo 1.5 Defina as fung¢oes dadas abaixo e efetue os calculos indicados.

x?2+1
3x4+1

a) f(x)=

; o valor de f(2.3); o valor exato de f(1);

2. o valor exato e aproximado de g(5,3,1);

b) g(x,v,2) =y cos(x) +z
c) h(t) = (t,t?); o valor de h(2).

Funcoes definidas por sentencas

Podemos definir fun¢oes dadas por sentencas do tipo

filx) se x;<x<x;
f(x)=1 falx) se x;<x=<x3

fm(x) se x,_1 <x<x,.
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Para isto, vamos usar a estrutura condicional if cond then expra else exprb que
avaliard a expressao expra se a condi¢ao cond for verdadeira; se for falsa avaliara a

expressao exprb.
Exemplo 1.6 Defina a funcao
x2+1 se x<0

f(xX)=14 cos(x) se 0<x<m

2x+3 se x2>T
e calcule f(0), f(-1), f(m).
Solucoes:

Maxima

(%i25)f(x):=if x<=0 then x~2+1 else if x < %pi then cos(x) else 2%x+3;

(%025)  f(x) := ifx <= 0 then x* + 1 else if x < 7t then cos(x) else 2x + 3;
(%126)[£(0),£(2),f(%pi)];

(%026) [1,co0s(2),27 + 3]

1.4 Manipulando expressoes algébricas

Podemos fatorar, expandir e simplificar uma expressao algébrica com os seguintes

comandos:
expand(expr) - efetua produtos e poténcias da expressao expr
partfrac(expr,var) - simplifica as fracoes na variavel var de expr
factor(expr) - fatora a expressao expr
ratsimp(expr) - simplifica a expressao expr

radcan(expr) - simplifica expressoes expr com radicais.



Exemplo 1.7 Simplificando expressoes.

Podemos também simplificar expressoes trigonométricas com os seguintes co-

mandos:
trigexpand(expr) - efetua produtos e poténcias sem simplicar expr
trigsimp(expr) - usa a relagdo cos?(x) +sen?(x) = 1 para
simplificar a expressao trigonométrica expr

Exemplo 1.8 Simplificando expressoes trigonomeétricas.




1.5 Resolvendo equacoes

Podemos resolver equagoes algébricas usando o seguinte comando:

solve(eq=0,x) - resolve a equagdo eq para a variavel x.

A saida do comando solve é uma lista do tipo [xy,X;,x3,...] com x; (i= 1,2,3...) as
solucdes. Se omitirmos a igualdade, o Maxima assumird o argumento do comando

solve como uma equacao.

Exemplo 1.9 Resolva as seguintes equacoes:

a)x*—x?-1=0 b)x>-4x+2=0 c¢)cos(x)—x=0.
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1.5.1 Resolvendo equa¢coes numericamente

Note que, o comando solve nao resolve as equagoes dadas nos itens (b) e (c). Po-

demos resolvé-las numericamente com os seguintes comandos:

find_root(f(x)=0, x, a, b) - método da bisseccao;
newton(f(x)=0,x, X, imax) - método de Newton;
mnewton([fy,..., f,], [x1,-.., X, L,[x),..., x3]) - método de Newton

para sistema de equagoes.

Para o método da bisseccao a funcao deve mudar de sinal nos extremos do inter-
valo. Se essa condicao nao for satisfeita, o método sera controlado pelo comando
find_root_error. Se o valor deste comando for true ocorreram erros; caso contrario
sera retornado um valor. Para o método de Newton, x; € o chute inicial e o critério
de parada é abs(expr) < imax. Para usarmos o comando newton devemos carregar o

pacote newtonl e para usarmos o comando mnewton devemos carregar o comando
mnewton.

Exemplo 1.10 Resolva numericamente as equacoes dos itens (b) e (c) do exemplo
1.9

Maxima
(%i139)find_root (x~5-4x*x+2=0,x,-1,1);

(%039) 0.50849948465733
(%i40)1load(newton1)$
(%i41)newton(cos(x)-x,x,1,1/100);

(%040) 0.73911289091136
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Exemplo 1.11 Resolva numericamente o seguinte sistema:

Il
e}

x1+31In(x) —x%

2xf—x1x2—5x1+1 =0

Maxima

(%i42)1load(mnewton)$

(%143 )mnewton([x1+3*1log(x1)-x2~2, 2%x1~2-x1*x2-5+x1+1],
[x1, x2], [5, 5]);

(%041) [[x1 =3.756834008012769,x2 = 2.779849592817898]]

1.6 Listas

1.6.1 Gerando listas

Uma lista para o Maxima é uma série de objetos entre colchetes e separados por

virgulas. As listas sao geradas pelos seguintes comandos:

makelist(expr,i,i,i;) - gera uma lista avaliando expr para
i <i<i,.
create_list(expr, iy, Ly,...,1,,L,) - gerauma lista avaliando expr com i;

associado a cada elemento da lista L,
e para cada associacao indexa i, a cada
elemento da lista L,,...

Exemplo 1.12 (a) Gere uma lista com os 30 primeiros inteiros.
(b) Gere uma lista formada pelos elementos x,x2,x3, x4,

(c) Obtenha o 15° elemento da lista do item (a) e o 3° elemento da lista do item
(b).
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Solugoes:

Exemplo 1.13 (a) Gere uma lista formada pelos elementos (f(1),g(a)), (f(1),g(b)),
(f(2),8(a), (f(2),g(b)).

(b) Gere uma lista cujos elementos sao os graficos das fungdes sen(x),
sen(x + 1), sen(x + 2), sen(x + 2), sen(x + 4) e desenhe esses graficos com x € [0,2 7],

no mesmo sistema de coordenadas.

Solugoes:
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1.6.2 Manipulando listas

Para manipularmos listas usaremos os seguintes comandos:

L [i] - i-ésimo elemento da lista L
apply(opr,L) - aplica o operador opr na lista L
append(L{,L,,...,L,) - juntaaslistaly,L,,...,L,

map(opr, L) - aplica o operador opr na lista L.

As operagoes aritméticas do Maxima sao operadores que podem ser usados em lista

com o comando apply. Por exemplo, apply(“+”,L) aplica o operador soma na lista
((LI}.
Exemplo 1.14 (a) Calcule 13 +23+3%+43+5%+63+73+8%+9%3+10°

2

(b) Gere uma lista com os elementos a, x*, sen(x) e g(x) e calcule o valor de f nessa

lista.

(c) Junte as listas [a,b,c,d,e, f,g,h], [1,2,3], [x*, 9,32, w].

Soluc¢oes:

Maxima
(%i49)apply("+", makelist(i~3,i,1,10));

(%047) 3025
(%i50)map(f,[a,x~2, sin(x),g(x)]);

(%048)  [f(a),f(x?), f(sin(x)), f(g(x))]
(%i51)append([a,b,c,d,e,f,g,h],[1,2,3],[x~2,y,3*z,w]);

(%049) [a,b,c,d,e,f,g,h,1,2,3,x2,y,3z,w]
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1.6.3 Vetores & Matrizes

Observe que listas podem ser consideradas “vetores” e podemos efetuar as opera-
¢Oes usuais dos vetores com os operadores aritméticos do Maxima. Nesse contexto, o

produto escalar entre vetores é efetuado com o ponto .

Exemplo 1.15 Considere os vetores u = (x,9,z) e v = (a,b,c). Efetue u +v, u —v,2u,

u.v.

Solugoes:

Matrizes

Podemos gerar uma matriz com o Maxima usando o seguinte comando:

matrix([a11,412,-- - 31m)r [421,922, - 82 )0 - > [An1 802, - 00m])
gera uma matriz n x m.

Podemos usar os operadores aritméticos do Maxima para operar com as matrizes.

O produto entre matrizes sera efetuado com o ponto .



Exemplo 1.16 Considere as matrizes

A= ;
-2 0 2

Efetue A+ C,A-C, 5B, A.B.

Solugoes:

19
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(%162)5+B

(%060) 5 15

20 5
(%i63)A.B

15 19
(%061)

4 0

10 5

1.7 Progressoes

Para usarmos os comandos referentes as progressoes carregamos o pacote functs.

arithmetic(a, d,n) - retorna o n-ésimo termo da progressao aritmética
a,a+d,a+2d,..,a+(n-1)d

geometric(a, r,n) - retorna o n-ésimo termo da progressao geométrica
a,ar,ar? arn=1)
) ) ) e

geosum(a, r, n) - retorna a soma dos elementos da progressao geométrica

arithsum(a, d, n) - retorna a soma dos elementos da progressao aritmética
de 1 a n. Se n for infinito (inf) entdo a soma sera finita

se e somente se o valor absoluto de r for menor que 1.

Exemplo 1.17 (a) Determine o décimo termo da PA (2,8,14,...).

(
(
(
(
(

b) Qual a soma dos dez primeiros termos da PA (2,8,14,...).

c¢) Calcule a soma dos n primeiros nameros impares (1,3,5,7,...,2n—1,...).
d) Calcule o décimo quinto termo da PG (1,3,9,27,...).

e) Calcule a soma dos dez primeiros termos da PG (1,3,9,27,...).

f) Calcule a soma de todos os termos da PG (1/2,1/4,1/8,...).
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Solugoes:

1.8 Graficos

1.8.1 Graficos 2D

Para desenharmos o grafico de uma fungao f(x) (ou mais fun¢des) ou uma curva
plana definida(s) no intervalo [4,b], em coordenadas cartesianas, usamos os seguin-

tes comandos:

plot2d(f(x),[x,a,b], [op¢oes]) - desenha o grafico da fungao
f:lab]—>R

plot2d([discrete,Lx,Ly],[op¢Oes]) - desenha retas ligando os
pontos das listas Lx e Ly
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plot2d([L,],[x,a,b], [opcOes]) - desenha o grafico de uma

lista L; de funcoes

plot2d ([parametric,x(t),y(t), [t,a,b]],[opcOes]) - desenha o trago da curva
(x(t),y(t)) com t € [a,b]

Podemos usar diretamente o comando grafico plot2d do Maxima acionando a ja-
nela Grafico 2D localizada na parte superior da area de trabalho. A opg¢ao padrao,
desenha o grafico numa janela auxiliar e a op¢ao embutido, desenha o grafico na
area de trabalho do Maxima. Também podemos obter o grafico diretamente na area
de trabalho do Maxima digitando wx seguida do comando plot2d.

Todas as op¢oes do comando plot2d sao listas, sendo a primeira entrada o nome
da opgao. Por exemplo, [nticks, 20] usa 20 pontos para desenhar o grafico ou o trago
da curva. O Maxima representa os desenhos do comando plot2d numa proporcao de
4 para 3 entre os eixos horizontal e vertical, portanto para obter a mesma escala nos
dois eixos usa-se a opgao “set size square" .

O Maxima usa os programas auxiliares Gnuplot, Openmath e XMaxima para de-
senhar os graficos. No caso do Gnuplot, usa-se o comando gnuplot_preamble para

implementar as opg¢oes do plot2d.

Exemplo 1.18 Desenhe o grafico das seguintes fungoes:

(a) f(x) =sen(2x) e g(x) = sen(3x) no intervalo [0,277] e no mesmo sistema de coor-
denadas.

1
(b) f(x) = — no intervalo [-1, 1], com a variagao da imagem de f de —100 a 100.
X

(c) Desenhe o circulo de centro (0,0) e raio 1.

Maxima
(%i71)plot2d([sin(2x%x),sin(3x*x)],[x,0,2+%pi]);

1

0

=

o

(%068)
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Exemplo 1.19 Desenhe a curva (2t —mtsen(t), 2 — 1t cos(t)) com t € [-7/2,7/2].

Solugao:
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2t-%pi*sin(t)

Exemplo 1.20 Desenhe o diagrama que liga os pontos L; = {3,5,3,3,5,3,3,3,1} e
L,={3,3,1,3,3,3,5,3,3} e os pontos {(3,1),(5,3),(3,5),(1,3),(3,1)} no mesmo sistema
cartesiano.

Solugao:

discrete
discrete2
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Exemplo 1.21 Desenhe o diagrama que liga os pontos {(0,0), (4,0), (4, 4)}, destacando

as retas e os pontos.

Solugao:

discrete] s
discrete2 ]

1.8.2 Graficos 3D

Para desenharmos o grafico de uma fungao f(x,y) ou uma superficie definida no

retangulo [a,b] x [¢,d], em coordenadas cartesianas, usamos os seguintes comandos:

plot3d(f(x,y),[x,a,b], [y,c,d],[op¢des]) - desenha o grafico da fungao
f:lab]lx[c,d] >R

contour_plot(f(x,y),[x,a,b],[y,c,d],JopcOes]) - desenha as curvas de niveis de

f(x,y) comxe[ableyelcd]
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plot3d([x(u,v),y(u,v), z(u,v)],x,a,b,y,c,d,[opcoes]) -

desenha uma superficie parame trizada por u e v com u € [a,b] e v € [¢,d]

Exemplo 1.22 Desenhe o grafico da funcdo f(x,y) = e!=¥" no dominio

(x,v) €[-3,3]x[-3,3].

Solugao:

Maxima
(%i80)plot3d(exp(1-x~2-y~2),[x,-3,3],[y,-3,3]);

Yo M-y 2-x"2+1)

(%077)

Exemplo 1.23 Desenhe as curvas de niveis da fungao f(x,y) = ¢!=*=%” no dominio

(x,v)€[-2,2]x[-2,2].

Solugao:

Maxima
(%i81)contour_plot(exp(1-x~2-y~2),[x,-2,2],[y,-2,2]);
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(%078)

1.8.3 Coordenadas polares

A localiza¢ao de um ponto P do plano no sistema de coordenadas polares é deter-
minada pela distancia r de P ao p6lo O e um angulo 6 orientado, no sentido anti-
horario, formado entre r e a semi-reta horizontal de origem em O, chamada eixo
polar. Podemos desenhar graficos em coordenadas polares com o comando plot2d e

a opcao set polar do seguinte modo:

plot2d([r(6)],[6,6,,6,], [gnuplot_preamble,“set polar; opgdes;”]) -

desenha o grafico em coordenadas polares.

Atencgao: para obter a melhor visualizacao do grafico, use a opgao [y,y;,v,] para

ajustar a janela de visualizagao.

Exemplo 1.24 Desenhe o grafico em coordenada polares das seguintes fungoes:
a) Circulo: r=1; b) Cardidide: r =1 —cos(0)
c) Rosacea: r = cos(26); d) Concoide: r =2 —sec(0)

e) Espiral de Arquimedes: r =6
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Solugao:

Observe que o circulo foi desenhado como uma elipse!! Para ajustar a janela de

visulaizacao usaremos a opgao set size square.
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Nos seguintes graficos, vamos usar as opgoes unset border e unset tic remover a

numeragao e a borda a implementacao grafica do Maxima.

=
s
&
s
8
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Opg¢oes do comando plot

No que segue, destacamos algumas opg¢oes do comando plot2d e plot3d. “Op-
¢Oes” sdo listas contendo dois ou trés elementos, sendo o primeiro elemento o nome

da opcao e os outros os valores associados a esta opgao.

[x,ax,bx] - amplitude de x

[y,ay,by] - amplitudedey
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[nticks,n] - “n” pontos usados para montagem do grafico, tem
padraon=10
[grid,n,n] - malha da montagem de grafico 3D

gnuplot_preamble insere comandos de montagem; os comandos devem

estar entre aspas e separados por ponto e virgula

gnuplot_pm3d - controla o modo avangado PM3D de montagem
de grafico
unset key - omite a férmula da fungao.

Exemplo 1.25 Desenhe o grafico e as curvas de niveis da fun¢io z = x? + y? no

mesmo sistema cartesiano.

Solugao:

Maxima

(%i88)meupreambulo: "set pm3d at s;unset surface;set contour;
unset key";

(%085) set pm3d at s; unset surface; set contour; unset key

(%189)plot3d(x~2+y~2,[x,-3,3],[y,-3,3],[grid,50,50],
[gnuplot_pm3d, true],

[gnuplot_preamble,meupreambulo]);
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(%086)

1.8.4 Graficos com draw

O pacote draw é um modulo externo a biblioteca basica do Maxima que permite
desenharmos graficos 2D e 3D com relativa comodidade. Este pacote foi exten-
samente desenvolvido por Mario Riotorto [12] e para ser executado precisa ser pri-
meiro carregado na memoria do computador com o comando load. O pacote é muito

versatil e possui varios comandos, destacamos os seguintes:

draw2d(opgoes, objetos) - desenha os graficos 2D

draw3d(opgcoes, objetos) - desenha os graficos 3D

Existem varios comandos que designam as entradas “objetos graficos”, destaca-

mos 0s seguintes:
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Objetos graficos 2D

explicit(f(x),x,a,b) - grafico da fungao f : [a,b0] = R;

parametric(x(t),y(t),t,t1,t5) - grafico da curva (x(t),y(t)) com t € [t,1,]

implicit(eq,x,x1,X2,5,¥1,¥2) - trago da curva (x,y(x)) dada implicitamente
na equacao eq com x € [x1,%2],9 € [v1,¥>]

polar(r(60), 6,6,,0,) - grafico de uma funcao r(6) em coordenadas
polares, com 6 € [0, 0,]

points(Lx,Ly) - pontos das listas Lx e Ly que contém os

valores de x e y, respectivamente
region(eq(x,y) <0,x,a,b,y,c,d,) - desenha regides definidas por desigualdades
polygon(Lx,Ly) - poligno com vértices dados nas listas Lx eLy

rectangle(p,p>) - retangulo com vértices oposto dados em
pi=[px.pyl e p2=[px,py]

ellipse(x(,y9,a,b,01,0,) - elipse com centro em (xg,y) e divisoes
+b

. . a
no eixo de comprimento —
0 angulo inicial e 8, angulo final

vector([xy,v1],[x2,v2]) - vetor com extremidades (xq,y1) e (x2,7>)

Exemplo 1.26 Desenhe os seguintes objetos graficos:
(a) f(x)=2sen?(x)+2cos(x), x € [-7,7];

(b) (x(t),p(t)) = (cos’(t), 2sen(t)), t € [0, 27t];

(c) —x*+p*=1comy=y(x), xe€[-4,4]eyec[-44];
(d)r =cos(4t), t €[0,27];

(e) Desenhe todos os objetos graficos dados acima no mesmo sistema cartesiano;

2 2

(f) A regiao y_x2 + yz <1 com (x,9)€[-1,1]x(0,2].
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Solugoes:

Solucao: (a)

Solugao: (b)

-08 -06 -04 .02 0 02 04 06 08 1
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Solugao: (c)

A bbb o sn oes

Solugao: (d)

-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
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Solucao: (e)

S N T RN

Solugao: (f)
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Objetos graficos 3D

explicit(f(x,y),x,a,b,y,c,d) - grafico da funcao f : [a,b] x[c,d] > R;
parametric(x(t),y(t),z(t),t,t1,to) - grafico da curva (x(t),y(t), z(t)) com
t €[ty 1]
implicit(eq,x,x1,X2,Y,¥1,¥2,2,21,2) - tragoda curva (x,y,z(x,y)) dada implici-
tamente na equacao eq com x € [xy,x;]
eV € [y1,92]
points(Lx,Ly, Lz) - pontos das listas Lx, Ly e Lz que contém

os valores de x, y e z, respectivamente

cylindrical(r(z,0),z,z1,2,,0,0,,60,) - superficie em coordenadas cilindricas
com z € [z1,2,]; 6 €[61,6,]

spherical(r(0,9),0,0,,0,,¢,¢1,¢,) - superficie em coordenadas espéricas
com 0 € [01,0,], ¢ € [Py, P2]

vector([x,v1,21],[%2,v2,22]) - vetor com extremidades (xq,v1,21)
e (x2,92,22)

parametric_surface(x(u,v),y(u,v),z(u,v),u,u;,u,,v,vq,v,) - grafico da superficie
parametrizada (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) com u € [uy, us|; v € [vy,v;]

Exemplo 1.27 Desenhe os seguintes objetos graficos:
(a) f(x,9) = 2sen(xy), x € [-2,2];

(b) p =4 cos(¢), ¢ € [0,27c];

(c) x?+y?=z>comxe[-1,1],ye[-1,1]ez€[0,1];

(d) Desenhe os objetos graficos dos itens (a) e (b) no mesmo sistema cartesiano.
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Solugoes:

Solugao: (a)

Solugao: (b)
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Solugao: (c)

Solugao: (d)




Opcoes dos comandos draw2d e draw3d
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No que segue, destacamos algumas op¢oes do comando draw2d e draw3d. Em ge-

ral, “op¢oes” sao listas contendo dois ou trés elementos, sendo o primeiro elemento

o nome da opg¢ao e os outros os valores associados a esta opgao.

color=nome

fill_color=nome

x(yz)range=[min,max]|

grid=true/false
title=nome

x(yz)label=nome

filled_func=true/false

filled_func=f

borde=true/false

line_width=valor

Opgoes gerais

cor das linhas

- cor de retangulos, polignos e circulos

amplitude da coordenada x(yz)
- desenha uma grade,se for “true”
- titulo principal

- titulo do eixo x(yz)

Opgoes para objetos 2D

se for “true”, preenche a area entre o grafico da

funcao e o eixo x

se for “true”, preenche a area entre o grafico da

funcao e o grafico de f
se for “true”, desenha a fronteira de poligonos

espessura de linhas
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Opgoes para objetos 3D

surface_hide=true/false - controla a visibilidade de partes ocultas
enhanced3d=true/false - se for “true'desenha colorido
contour=valor - desenha as curvas de niveis;

valor = none, base, surface, both, map
contour_levels=n - n curvas de niveis defindas por contour

contour_levels=[x{,h,x;] - desenha curvas de niveis, defindas por

contour, entre x; e X, com passo h

contour_levels={x;,x,,...}] - desenha curvas de niveis,defindas por

contour, em xy, xp, ...

X

Exemplo 1.28 Desenhe em vermelho a area limitada pelo eixo x e a funcao e~ ’ para

x €[0,2].

Solucao:

Maxima
(%i109)1oad(draw)$
(%i110)draw2d(color=red,filled_func=true,explicit(exp(-x~2),x,0,2));

1
09
08
07
06
05
04
03
02
0.1

(%0104)
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Exemplo 1.29 (a) Desenhe o grafico e as curvas de niveis da funcio z = x> + y? no
mesmo sistema cartesiano;
(b) Desenhe as curvas de niveis da fungao z = 3sen(|x|) + [y|
(c) Desenhe uma piramide.

(d) Desenhe um cilidro de raio 1 e altura 6.

Solugoes:

Solugao: (a)

Solucao: (b)
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<

(c)

Solugao
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Solugao (d)

Maxima
(%i119)wxdraw3d(surface_hide=false,color=gold, title="cilindro",

cylindrical(1,z,0,6,t,0,2%%pi));

cilindro

(%0111)

1.9 Comandos de programacao

E sempre util fazermos nossos proprios programas, pois otimiza varios processos
principalmente processos iterativos. Podemos usar a linguagem de programacao do
aplicativo Maxima para implementar algoritmos e resolver varios problemas. No que

segue, faremos uma breve introdugao aos principais comandos de programagao.

if cond then exprl else expr2 - avalia a expressao exprl1 se a condi-
cao cond for verdadeira; caso contra-

rio avalia expr2

block ([vy,...,v,,], expry, ... expr,) - avalia expry, ... expr, e retorna o

valor de expr,
return(valor) - comando que antecipa uma saida

/* comentarios */ - comentarios
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var:iy, while cond do (expr(var(i))) - avalia a expressao expr para var(i)
com i iniciando em i, e finaliza quando

a condicao cond for falsa

var:iy, unless cond do (expr(var(i))) - avalia a expressao expr para var(i)
com i iniciando em i; e finaliza quando

a condicao cond for verdadeira

for var(i) in L1 do expr(var(i)) - avalia a expressao expr para

var(i) nos elementos da lista L1

for var(i): iy thru i, step m do (expr(var(i))) -
avalia a expressao expr para var(i) com i variando de ij a i,, com passo m,

finaliza quando i atinge o valor i,

for var(i): iy while cond step m do (expr(var(i))) -
avalia a expressao expr para var(i) com i iniciando iy, com passo m,

finaliza quando a condic¢ao cond for falsa

for var(i): iy unless cond step m do (expr(var(i))) -
avalia a expressao expr para var(i) com i iniciando iy, com passo m,

finaliza quando a condicao cond for verdadeira

As declaragoes do e for sao usadas em processo iterativos. As declaragoes thru,
while e unless sao critérios de parada para os comandos do e for. O processo ite-
rativo é executado em ciclos: comega com o valor i para variavel var(i) e avalia a
expressao expr(var(i)); depois um incremento é adicionado ao parametro de itera-
¢ao, conforme o passo m (se for o caso). Para m=1, o comando step pode ser omitido.
Em seguida, avalia novamente a expressao expr(var(i)) até que um critério de pa-
rada seja satisfeito. Para a declaragao for, a saida de finalizacao do Maxima para um
processo iterativo é done. Em geral, a “programacao” com o Maxima gera uma nova

funcao.



Exemplo 1.30 Faga um programa para calcular n! e calcule 6!

Solugao:

Agora, faremos um programa usando os comandos block e do:

Exemplo 1.31 (a) Some os dez primeiros nimeros naturais;

(b) Faga um programa para obter o polinomio 4x*+7x3 +9x%+ 10x.

Solugao (a):

Solugao (b):
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Exemplo 1.32 Faca um programa para calcular os polindnios de Legendre py(x) =1,

pi(x)=x,np,(x)=(2n-1)xp,_1(x) = (n—1)p,_»(x). Calcule p3(x).

Solugao:

Maxima
(%i126)Legendre(n,x):=block([],if n=0 then 1 else if n=1 then x else

((2%*n-1)*x*xLegendre(n-1,x)-(n-1)xLegendre(n-2,x))/n)$
(%i127)ratsimp(Legendre(3,x));

5x3-3
(%0116) 22 >%

1.9.1 Aplicac¢oes no Calculo Numérico

Nesta se¢ao apresentaremos implementagoes de certos topicos do Calculo Numé-

rico.

Exemplo 1.33 (aproximacgao do 7t) Faca um programa para calcular o valor de 7,

com precisao dada, usando a série

n—4(1 1+1 1+1 )
B 3 5 7 9

Maxima

(%i128)aproxPI(n):=block([valor],
valor:4xsum((-1)~(k+1)/(2*k-1),k,1,n),float(valor))$

(%1129)aproxPI(10000);

(%0117) 3.141492653590044

Exemplo 1.34 (norma) Faga um programa para calcular a norma euclidiana do ve-

tor ¥ = (x1,x,,-++,x,), dada por



Exemplo 1.35 (Método da Bissec¢ao) Faga um programa para calcular uma raiz da
equacao f(x)=x—cos(x), usando o método da Bissecgao.

Solugao:




Exemplo 1.36 (Método de Newton) Faca um programa para calcular uma raiz da
equacao f(x)=x—cos(x), usando o método de Newton.

Solugao:

Exemplo 1.37 (Eliminagao Gaussiana) Faca um programa para resolver o sistema

abaixo, usando o método de Eliminagao gaussiana.

Xp 4+ 2x, + 3x3 + 4x4 = 10
2x1 + xp + 2x3 4+ 3x4 = 7
3x1 + 2xp + x3 + 2x4 = 6
4x; + 3x, + 2x3 + x4 = 5
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Solugao:




2.1 Somatorio e limite

Podemos efetuar o calculo de somatorios e limites com os seguintes comandos:

sum(f(i), i, 1, n)

sum(sum(f(i,j), i, 1, n),j,1,m)
limit(f(x),x,a,plus)
limit(f(x),x,a,minus)
limit(f(x),x,a,inf)

limit(f(x),x,a,minf)

lim f(x).

X—>—00

Destacamos os seguintes comandos de saida und e ind para limite indefinido e

indefinido, mas limitado.

Exemplo 2.1 Calcule os seguintes limites:

a) lim

n—+oo 11 +

)

b) lim S0

x—0 X X—+00

51

¢) lim cos(x).




Exemplo 2.2 Calcule os seguintes somatorios:

10 n m n
a) Z(ﬁ +1); b) Ziz; <) ZZ(:‘ +7).
i=1 i=1 j=1 i=1

Para obtermos o valor simbdlico dos somatério (quando houver) com indice

maximo nao numerico, usamos o comando simpsum para simplificar o resultado.
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2.2 Derivacao e integracao

Para calcularmos a derivada e a integral de uma fung¢ao f usamos os seguintes
comandos:

diff(f(x),x) - fix)
diff(f(x),x,n) - £ (x)
a" (J™
diff(f(x,y),x,n,ym) - o (Wi)
b
integrate(f(x),x,a,b) - Jf(x)dx

b rd
integrate(integrate(f(x),x,a,b),y,c,d) - ij(x,y)dxdy
a c

Exemplo 2.3 (Calculo direto de derivadas) Calcule as seguintes derivadas:

32
2) f)=VXFT; [/ b) f(x,p) =sen(xp2); aygx.

Maxima
(%i151)assume(x+1>0)

(%0132) [x>-1]
(%i152)diff(sqrt(x+1),x);
1
2Vx+1

(%1153)diff(sin(x*y~2),y,1,x,1);

(%0133)

(%0134) 2ycos(xp?) - 2xy>sin(xy?)
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Podemos definir a funcao derivada usando o comando define ou a dupla aspas,

como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4 (Funcio derivada) Calcule a derivada da fungio f(x) = cos(x?) + e

e o valor desta derivadaem x = 1.

Solugao:

Podemos calcular o valor da derivada sem precisarmos definir a fun¢ao derivada:

Operadores apostrofo e duplo apostrofo

Vamos destacar o uso dos operadores apostrofo ’ e duplo apostrofo ”. O ope-
rador apodstrofo aplicado a um simbolo nao efetua as operagdes, o operador duplo

apostrofo efetua as operagoes. Veja os seguintes exemplos:
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Exemplo 2.5 (Calculo direto de integrais) Calcule as seguintes integrais:
/3 x
1
) ], sentweostian b [ o f o

Solugao:
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2.2.1 Calculo de uma variavel com o Maxima

Exemplo 2.6 (Reta tangente e reta normal) Calcule a reta tangente e a reta normal
a funcdo f(x) = x?> no ponto (1,1). Desenhe a funcao, as retas e o ponto no mesmo

sistema cartesiano.

Solugao: Para calcularmos a reta tangente vamos derivar a funcao e obter o coefi-

ciente angular “m” da tangente; o da normal sabendo que é dado por m; = —1/m.

Portanto, com o Maxima tem-se:

Desenhando no mesmo sistema cartesiano:




57

retas tangente e normal

Exemplo 2.7 (Integral definida) Usando a definicao, calcule as seguintes integrais:

a) Ll x?dx; b) —[O(xz —-x3)dx; c) J;l Vxdx.

Solugao: (a) Devemos calcular o limite:

n
lim éiz (x; —xi_1)-
n—-oo

i=1

2

Como a fung¢do f(x) = x* é continua em [0,1], podemos considerar a parti¢ao

. 1 1 . .. .
uniforme x; — x;_; = — e os pontos &; = x; = —. Assim, o limite acima torna-se
n n

n n

£\ 2
. 1\ 1 .1 2
i ) () 5= im s 27

n
Agora, vamos calcular soma dos quadrados dos n primeiros naturais E i%.
i=1
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Maxima
(%1184)sum(i~2,i,1,n), simpsum;
2n3+3n+n

%0160
(%0160) G

Calculando o limite:

i 1 (2n3+3n?+n lim(l+ 1 . 1 )
m-—|——| = -+ —+—=]=—.
n—o00 3 2n 6712 3

Podemos calcular mais diretamente combinando todos os comandos do seguinte
modo:

Maxima

(%1185)1imit(sum(i~2/n~3,i,1,n),n,inf), simpsum;

1
%0161) =
leolsll - =

Solu¢ao: (b) Devemos calcular o limite:

n

lim (&7 —&)) (x; —x;1).

=1

Como a fungao f(x) = x?>—x3 é continua em [~1,0], podemos considerar a particao

i
uniforme x; —x;_1 = o eos pontos &; =x; =-1+ " Assim, o limite acima torna-se
n ) .. 3 -2
1
lim Z[(—Hi) —(—1+1) 2= lim - (—1+1) [1—(—1+1)]
n—oo = n n n n—>ooni: n n
Cim 157, 5i 4i% i -
oo n n2 nd (2.1)
(2w, 5%, 4w 1y
‘JEE‘O[E_Zl‘E_Z”F_ Pl
i=1 i=1 i=1 =1
Sabemos que
n n
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n
Resta calcularmos soma dos n primeiros naturais E i e a soma dos cubos dos n
i=1

n
-3

primeiros naturais > 17
i=1
Maxima

(%1186)sum(i,i,1,n), simpsum;

2
(%0162) T
(%1187 )sum(i~3,i,1,n), simpsum;
(%0163) n*+2n3 +n?
%0 T E—

4

Portanto, o limite (2.1) torna-se

n
5 1 2 3 1 1 2 1
= li [2—— 1+—)+—(2+—+—)——(1+_+_)]
e 2 n/ 3 n n?] 4 n n2
1i [25+2 1+5+6+2 2+1]
= 11m _— —_—— —_— JR— —_— R
n—00 2 3 4 2n 3n 3n? 4n 4n?
5 2 1 7
:(2——4————):—.
2 3 4 12

Podemos calcular mais diretamente combinando todos os comandos do seguinte
modo:

Maxima
(%1188)1limit(sum(((-1+i/n)~2-(-1+i/n)~3)*1/n,i,1,n),n,inf),
simpsum;

7
(%0164) —
12

Solu¢ao: (c) Devemos calcular o limite:

n—o0

lim Z\/é_i(xi —Xj_1)-
io1

Como a fun¢do f(x) = Vx é continua em [0,1] podemos considerar a partigao

. 1 1 , - .
uniforme x; —x;_1 = — e os pontos &; = x; = —. Porém, esta escolha nao é a mais
n n
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adequada, pois nao temos uma féormula para a série
n .
Yy
Lo

Para evitar este problema, vamos escolher a parti¢ao nao uni-

¢ i2 (i-1)? 2i-1 os & i’

orme X; —X;_1 = — = e 0s pontos &; = x; = —.

. 1 z. ' 112 . n2 n2 p 1 1 n2
Assim, o limite acima torna-se

tim 3L () pm (2

1=

2
_ - .2_ —1; i _ il
- Jim ) Uﬁ%i&&%ﬁzl

o ’)

em termos de

Sabemos que

& i 2n°+3n“+n
1=mn, i?
1:1 1:1 6
Logo,
1 n\/— 1 2 (2nd+3n+n 1
Jim ) Ve =i = fim 5 (T ) fim
1=
1 (2+1+ 1) 2
=lim|=-+—+—|=—-.
n—co\3 n 3n2 3

Podemos calcular mais diretamente combinando todos os comandos do seguinte
modo:

Maxima
(%1189)1imit(sum(sqrt(i~2/n~2)*((2*i-1)/n~2),i,1,n),n,inf),
simpsum;

2
%0165) =
VETLERY S

Exemplo 2.8 Mostre que

b 2 2
bc—a

dx = .
J;xx )

Solucao: Usando a definicao, devemos calcular o limite:

n

lim ) & (x; —xi_1).

n—-oo

i=1
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Como a fung¢ao f(x) = x é continua em [a, b] podemos considerar a parti¢ao uniforme

b-a (b—a)i . . .
Xj = Xj-1 = — —eos pontos &; =x; =a+ . Assim, o limite acima torna-se
n n .
. . b-a)i\[b—a
lim &i(xj—x;_1) = lim (a + ( ) .
n—-00 - 1 n—00 - n n n
1= 1=

Calculando com o Maxima obtemos

Outra solugao para este exemplo é usar diretamente o comando integrate:

Exemplo 2.9 (Integral indefinida) Desenhe o grafico da fungao

Voceé reconhece este grafico? Explique.

Solugao:
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O grafico é uma sendide, ou seja, é o grafico da funcao f(x) = sen(x).

Exemplo 2.10 (Integral indefinida) Usando o Teorema Fundamental do Célculo,

calcule a derivada das seguintes integrais indefinidas:
3

a) P(x):J;x Vi2 +1dt; b) P(x):jx cos(t)dt.

/2

Solugao: (a)

Solugao: (b)
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Exemplo 2.11 (Calculo de area) Calcule a area limitada pelo grafico das fungoes
f(x)=2-x?e g(x) = x. Desenhe a regiao.

Solugao: Primeiro calcularemos os pontos de intersec¢ao entre as fungoes:

Agora, desenharemos a regiao de integracao:

regifo

1
Como g(x) < f(x) em [-2,1] temos que a area é J f(x)—g(x)dx. Calculando com
-2
o Maxima obtemos
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Exemplo 2.12 (Calculo de area) Calcule a area limitada pelo grafico das fungdes

f(x) =sen(x) e g(x) = cos(x). Desenhe a regiao.

Solugao: O comando solve do aplicativo Maxima nao resolve equag¢des do tipo sen(x) =

- . . T 57
cos(x). Para x € [0,2 7] temos que 0 seno e o0 cosseno sao iguais para x = 1 ex= o

Deste modo, a regiao de integracao é dada por

regido

5m/4
Como sen(x) > cos(x) para x € [1t/4,57/4] temos que a area é j (sen(x) —
/4
cos(x))dx. Calculando com o Maxima tem-se
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Exemplo 2.13 (Calculo de area) Calcule a area limitada pelo grafico das fungdes
f(x)=3x3-x?>-10x e g(x) = —x%> + 2x. Desenhe a regiio.

Solugao: Primeiro calcularemos os pontos de intersec¢ao entre as fungoes:

Agora, desenharemos a regidao de integracao:

regido




Como g(x) < f(x) em [-2,0] e f(x) < g(x) em [0, 2] temos que a area é

0 2
[ ro-gmax+ [ g~ s
2 0

Calculando com o Maxima temos

Observacao 2.1 Observe que no exemplo a integracao de —2 a 2 daria um re-
sultado incorreto. De fato,

Exemplo 2.14 (Calculo de area) Sejam a > 0 e b > 0. Mostre que a area limitada

pela elipse

2 2

.Y

277!

érmab.

Solugao: Calculando com o Maxima obtemos:
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Exemplo 2.15 (Calculo de area) Calcule a area limitada pela da curva abaixo e de-
senhe a regiao.
v? = x2(1-x?).

Solugao: Primeiro calcularemos os pontos de interseccao entre as fungoes

y1=xVl-x? ey, =—xV1-x?

Agora, desenharemos a regiao de integragao:

regido




Como y, <y; em [-1,0] e y; —y, < g(x) em [0, 1] temos que a area é

0
lez—?1dx+

Calculando com o Maxima temos

Maxima

(%i212)integrate(f2-f1,x,-1,0)+integrate(£f1-f2,x,0,1);

4
%0187) =
(%0187) 2

1
J Y1 —y2dx.
0
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Nos seguintes exemplos usaremos o comando integrate para resolver integrais

indicando qual a técnica de integracao usada.

Exemplo 2.16 (Integracao por partes) Calcule as seguintes integrais:

1
(a) J‘xz In(x)dx; (b)J‘ arcsen(x)dx (C)J‘
0

Soluc¢ao: Usando o comando integrate obtemos

Maxima

(%i213)integrate(x~2*1log(x),x);
31 3

(%0188) %g()() _x

9
(%i214)integrate(asin(x),x,0,1);
(%0189) %—1
(%i215)integrate(x~2*sin(x),x);

(%0190)  2xsin(x) + (2 —x2) cos(x)

Exemplo 2.17 (Integrais trigonométricas) Calcule as seguintes integrais:

/3

(a) Jsen(x)3 cos(x)*dx;  (b) J

/6

Solugao: Usando o comando integrate obtemos

dx (c) J‘cos(x)4 dx.



Exemplo 2.18 (Substitui¢ao trigonométrica) Calcule as seguintes integrais:

dx 2 +x2-3 dx
Sl e

Solugao: Usando o comando integrate obtemos

Exemplo 2.19 (Fragoes parciais) Calcule as seguintes integrais:
dx 5x%+20x+6 8x> +13x

— b)) | =————dx (o) | —/——
(a)jx2—5x+6 ( )jx3+2x2+x ()J(x2+2)2

Solugao: Usando o comando integrate obtemos




2.2.2 Curvas com o Maxima

Exemplo 2.20 (Curvas) Seja 7(t) = 4cos(t)i i+ 4sen(t)j 7'+ tk. Calcule:

a) limAey (b) 47 @ [Anas f*(t )dt.

Desenhe o traco da curva.

Solugoes:

Desenhando a curva:
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Exemplo 2.21 Considere a hélice r{t) = 2cos(t)z?+ Zsen(t)]T)+ tk. Calcule o vetor T

. 7 . . 2/ . =
tangente unitario e o vetor normal unitario N a 7{t). Desenhe a curva e os vetores.

L e r'(t
Solugao: O vetor T tangente unitario é definido como T = T (t;ll e vetor normal
N P T'(t
unitario N é definido como T = ||T’§t;||'

Calculando o vetor tangente unitario:




Calculando o vetor normal unitario:

Desenhando a curva e os vetores:
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Exemplo 2.22 Calcule o comprimento de arco da hélice

Alt) = beos(t) i+ bsen(t)j+ V1 — b2tk

21

Solugao: Sabemos que o comprimento de arco é dado por s = J lr"(t)||dt.
0
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2.2.3 Calculo de varias variaveis com o Maxima

Exemplo 2.23 (Regra da cadeia) Seja f(x,v) = x>y —y? com x =sen(t) e v = e’.

af
Calcule E(O)

Solugao:

d
Exemplo 2.24 (Derivagao implicita) Calcule d_i}c para y(x) dada implicitamente em

3 +92-59-x2+4=0.

Solucao:
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Exemplo 2.25 (Derivada direcional) Calcule a derivada direcional da fungao f(x,v) =
35 »

3
3x2-2y%em (_Z’O) na dire¢ao do vetor v'= 7l

Solugdo: Sabemos que D, f(x,y) = Vf(x,y).u. Usaremos o produto escalar, repre-

sentado pelo ponto .

Maxima
(%i265)v:[3/4,1];

(%0235) [Z,l]

(%1266)f(x,y) :=3*x~2-2xy~2;

(%0236) f(x,y):=3x>—2y>
(%1267)df: [diff(f(x,y),x),diff(f(x,y),y)];

(%0237) [6%,—4Y]
(%i268)define(gradf(x,y),%);

(%0238) gradf(x,y) :=[6x,—4Y]
(%1269) (gradf(-3/4,0).v)/sqrt(v.v);
27

(%0239) ——
10

Exemplo 2.26 (Integral dupla) Usando a definigao, calcule as seguinte integrais

duplas:

(a) J:J: xydxdy;  (b) J:le(?)x—y)dxdy; (c) J:lljol x3y2 dxdy.

Solu¢ao: (a) Devemos calcular o limite:

;}E&[ZZ)CI Vi (xi —x;_1) (y; —?jl)]-

i=1 j=1

Como a func¢ao f(x,y) = xy é continua no retangulo [0,1] x [0, 1], podemos consi-
derar a seguinte particao: '
! J
X = ;, y] = E



Assim, o limite acima torna-se

,}E&[ZZn4J = ,}L%m(iij[if]

i=1j i=1 j=1

Agora, vamos calcular soma dos n primeiros naturais:

Assim, devemos calcular o limite:

1 (n2+n)2
lim — .

n—00 n4 2

Também podemos calcular diretamente:

Solugao: (b) Devemos calcular o limite:

Him ZZ 3xi = 9j)(xi = Xi1) (¥ = 9j-1) |-

i=1 j=1

Como a funcao f(x,y) = 3x —y é continua no retangulo [1,2] x [-1,1], podemos
considerar a seguinte particao:
2i j
xi:—1+;, })]'=1+Z.
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Assim, devemos calcular o seguinte limite:
) AYPAYZRY T 8 12i 2])
JE&[;X( (- “—)‘“;)(;)(;)]3%(7*?*%

Calculando diretamente com o Maxima tem-se:

Maxima

(%i273)1imit (sum(sum(-8/n~2+12%i/n~3-2%j/n~3,i,1,n),j,1,n),
n,inf), simpsum;

(%0243) -3

Solu¢ao: (c) Devemos calcular o limite:

T}L}r{}o[zzx V] —xil)(lfj_}’jl)]-

i=1 j=1

Como a fungdo f(x,y) = x>y? é continua no retangulo [-1,1] x [0,1], podemos

considerar a seguinte particao:

Assim,
n n .3 .2
55 (2) 20
n—oo| 4 . n n n n
3 n 24 2
n (L) S0
[ n
7j=1
21 v s A= 4o
= lim 5o 11]”‘;&7;]
]= 1=

Agora, vamos calcular soma dos quadrados e dos cubos dos #n primeiros naturais

Maxima
(%i274)somaA:sum(i~2,i,1,n), simpsum;

2n3 +3n? +
(%0244) L

(%i275)somaB:sum(i~3,i,1,n), simpsum;



Assim, devemos calcular o seguinte limite:

1
~ lim 2 (1 (n*+2n3+n? lens+ 4 (203 +3n+n
" nScon2 \n3 4 n2 6

Calculando diretamente com o Maxima tem-se:

Exemplo 2.27 (Calculo de volume) Calcule o volume do s6lido W limitado abaixo
pelo retangulo [0,1] x [0,1] e acima pelo plano x +y + z = 2 (veja figura|2.1).

Solugao: O volume de W é dado pela integral dupla

11
Vz.[f 2—x-ydxdy.
0Jo

Aplicando o Teorema de Fubini obtemos
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Sélido

Figura 2.1

Calculando diretamente com o Maxima tem-se
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Exemplo 2.28 (Calculo de volume) Calcule o volume do sélido limitado pelo para-
boléide z = 4 — x> - 22 e pelo plano xy.

Solugio: Fazendo z = 0 temos que a regido no plano xy ¢ a elipse x*> +2y% = 4, como
mostra a figura (2.2).

Neste caso, -2 <x <2 e @(x) = —/(4—x2)/2 e y(x) = /(4—x2)/2, ou seja,

[4_ 2 [4_ 2
D:{(x,y)eR2;—2§xs2;— 42x <y< 42x }

Paraboléide Elipse

Figura 2.2: Paraboldide eliptico

Portanto, volume é dado por

Maxima

(%1285)assume (-2<=x and x<=2);

(%0252) [x>=-2,x<=2]
(%i286)integrate(integrate(4-x~2-2xy~2,y,

-sqrt((4-x~2)/2),sqrt((4-x~2)/2)),x,-2,2);
(%0253) 252x
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Exemplo 2.29 (Integral dupla) Desenhe a regiao de integracao D e calcule a inte-

Jolf:,%f (x,y)dxdy.

Solugao: Para desenharmos vamos usar o pacote draw.

gral

regido
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Exemplo 2.30 (Invertendo a ordem de integragao) Desenhe a regiao de integracao

10V
D e troque a ordem de integracao da integral JJ f(x,y)dydx.
0Jx3

Solugao: Para desenharmos vamos usar o pacote draw.

regiao

1 ry?
Trocando a ordem de integracao: j j f(x,v)dxdy.
0Jy

1/3
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Exemplo 2.31 (Invertendo a ordem de integragao) Inverta a ordem de integracao

e depois calcule as seguintes integrais:
11 1r1
(a) ff 1+y3dydx; (b) JJ V1-x2dxdy
0J+/x 0Jy

2

Lry
Solugao: (a) Invertendo a ordem tem-se 1+y3dxdy.

0Jo
Vamos calcular a integral dupla aplicando o Teorema de Fubini:

Desenhando a regiado de integracao:
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regiao

1 rx
Solugao: (b) Invertendo a ordem tem-se j j V1-x2dydx.
0Jo

Vamos calcular a integral dupla aplicando o Teorema de Fubini:
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Desenhando a regiao de integracao:

regiao

Exemplo 2.32 (Calculo de volume) Calcule o volume do sélido no primeiro octante
limitado pelas superficies z = 1-y2, x = p2+1 e x = —y?+9. Faca um esbogo do sélido.

Solugio: O volume ¢é dado pela integral da funcdo z = 1 — y? na regidao D a ser

determinada. Primeiro, vamos desenhar a regiao D.
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regido D




87

A regido de integracao D é composta de 3 regides. Portanto, a integral sera dada

por 3 integrais: I} + I, + I3;

12 1,8 1 —y2+9
Ilsz 1-y?dxdy; IzzJ-J- 1-y?dxdy; I3=JJ 1-y?dxdy.
0 Jy2+1 0J2 0J8

76
Portanto, o volume é V = I

O solido ¢ a interseccao de dois cilindros, o que nao ¢é trivial desenharmos com o
Maxima. Para desenharmos este solido faremos uma reparametrizacao das superfi-

cies.




88

R
LT

(%0272)

Exemplo 2.33 (Integral em coordenadas polares) Use integral dupla para calcular

a area limitada pela rosacea r = 4 cos(4t). Desenhe a regiao de integragao.

B s2(t)
Solugao: Sabemos que area = JI dxdy = J- J rdrdt.
R a Jsi(t)

Seja A a area de uma pétala da rosacea (veja figura |2.3). Entao, a regiao de inte-

gracao ¢ dada por 0 <r <2cos(2,t) e —/4 <t <m/4 e aarea da pétala é

A /4 2 cos(2t)
—:JI dxdy:f f rdrdt.
4 R -1/4J0

Figura 2.3: Rosacea
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Calculado com o Maxima obtemos

Exemplo 2.34 (Integral em coordenadas polares) Seja R a regido anular limitada
pelos circulos x? +p% = 1 e x? + p? = 4. Calcule a integral || (x*+p)dxdy. Desenhe
R

a regiao de integragao.

Solugao: Os extremos polares sao 1 <r <2 e 0 <t < 2mw. Faremos a substituicao

x =rcos(t) e y = rsen(t). Assim, integral é dada por:

Desenhando a regiao de integracao:

-2-15-1-050051152
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Exemplo 2.35 (Integral tripla) Calcule a integral tripla

f J J e (y+2z)dzdydx

Solugao:

Maxima
(%i317)integrate(integrate(integrate(exp(x)*(y+2*z),z,0,x+y),y,0,x),
x,0,2);

19(2%e? + 6)

%0278
(%0278) 3

Exemplo 2.36 (Coordenadas cilindricas) Calcule o volume do elipsbide
4x? +4y? + 22 = 16

Solugao: Sabemos que o volume é dado por

2 Vix2 ~24/4-x2-y2
|fJ.av=s[ [ | dzdyadx.
S 0 Jo 0

Em coordenadas cilindricas tem-se
w 2 ~2V4-r2
V:SJ J j rdzdrdt.
o Jo Jo
Maxima

(%i318)assume(r>=0 and r<=2)$
(%i319)8+integrate(integrate(integrate(r,z,0,sqrt(4-r~2)),r,0,2),

t,0,%pi);
64
(%0279) T”

Exemplo 2.37 (Coordenadas cilindricas) Considere o sélido S limitado pelo para-

boléide z = x% + y? e pelo plano z = 4. Calcule

Jﬂs(xz + yz)\/m dz dydx
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Solugao: Usando coordendas cilindricas tem-se

4 P2 Az
J]J (x? +9?)\x2 +y2dz dydx:f f J rtdrdtdz.
S 0o Jo Jo

Exemplo 2.38 (Coordenadas esféricas) Calcule em coordanadas esféricas a seguinte

2 Vix? pfi-x2-y2
J f f yzdzdydx
-2Jo 0

Solugao: Usando coordenadas esféricas tem-se

2 ~V4—x2 \/4—x2—y2
J- f J yzdzdydx =
-2J0 0

/2 1t 2
:f J f (psen(¢p)sen(6)p cos())p” sen(p) dp d6 d¢p.
0 0 0

integral:
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Exemplo 2.39 (Coordenadas esféricas) Calcule o volume do sélido S limitado por

2

baixo pelo cone z? = x? +y2, z > 0 e por cima pela esfera x> +y? +2% =9

Soluc¢ao: Usando coordenadas esféricas tem-se
/4 P2 3
x/:\I _f Jﬂgﬁsmﬂ¢)dpd9d¢.
0 o Jo

(%i327)integrate(integrate(integrate(rho~2+*sin(phi),rho,0,3),
theta,0,2+%pi),phi,0,%pi/4);
1

%0282 1811 — —
(10282 ( \/5)

Maxima

Exemplo 2.40 (Jacobiano em coordenadas polares) Calcule ojacobiano da mudanga

de variavel x = rsen(t) e y = r cos(t).

Solugao:

Maxima

(%i328)x(r,t):=r*cos(t)$

(%i329)y(r,t):=r*sin(t)$

(%1330)Jpolar:matrix([diff(x(r,t),r),diff(x(r,t),t)],[diff(y(r,t),r),
diff(y(r,t),t)]);

cos(t) —rsen(t)
(%0283)

sen(t) rcos(t)
(%i1331)JaconianoPolar:trigsimp(determinant(Jpolar));

(%0284) 1

Exemplo 2.41 (Jacobiano) Seja R aregiao limitada por x—2y =0, x-2y =4, x+y =4

e x+y = 1. Calcule a integral 3xydxdy. Desenhe a regiao de integragao.
R

Solugao: Sabemos que

J-J;3x}/ dxdy = J]Qf(g(u,v),h(u,vm”du dv.



Desenhando a regiao de integracao:
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Exemplo 2.42 (Campo vetorial conservativo) Esboce o campo vetorial gerado pelo
2

gradiente da fungao potencial f(x,v) = x>y — %
Solugao: Usaremos o comando ploteq(f(x,y),[x,y],[x,a,b],[y,c,d]). Para obter o campo

clique na grade gerada pelo Maxima.
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Exemplo 2.43 (Integral de linha) Calcule J (x?> =y +3z)ds com C o segmento de
reta de extremidades (0,0,0) e (1,2,1).

Solugdo: Sabemos que a forma parametrizada do segmento de reta é ¥'= (¢, 2t, ) com

0<t<]e
dar
d—:‘dt

| sy s Lbﬂm))

com f(x,9,2) = x2—y+3z.

Exemplo 2.44 (Trabalho) Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas

- X 1
P(-x;ylz) = (_E)_%y Z)

sobre uma particula que se move ao longo de uma hélice dada por #{t) = (cos(t), sen(t), t).

Solugao:
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Exemplo 2.45 (Rotacional) O campo vetorial E (x,9,2) = (2xy,x* +2%,2y2) é irrota-
cional?

Solugao: Mostraremos que rotF = 0. Para isso, usaremos o pacote vect.

Exemplo 2.46 (Divergente) Determine o divergente em (2,1,—1) do campo vetorial

I?(x,y, z)= (x3 y2 z,x%72,x2 ).

Solugao:
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2.3 Desenhando curvas
Exemplo 2.47 Desenhe as seguintes curvas:
(@) (x,v)=(4sen(2t),2cos(2t)); (b) (x,v)=/(cos(t)+tsen(t), sen(t)—t cos(t));

2
(@ (oy) = (=1 t+2) @ (xy)= (%%)

Solugao: (a)

Solugao: (b)
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Solucao: (c)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Solugao: (d)
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Exemplo 2.48 A cicléide é a curva descrita por um ponto P sobre um circulo de raio

«o_)

a” rolando ao longo de uma reta num plano. As equagdes paramétricas da cicloide
sao
(x,v) = a(t —sen(t)),a(1 —cos(t)).
Desenhe a cicléide (x,y) = 2(t —sen(t)), 2(1 — cos(t))

Solugao:

cicloide
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Exemplo 2.49 A epicicldide é a curva descrita por um ponto P sobre um circulo de

raio “b” que rola do lado de fora de um circulo de raio “a” com a > b. As equacdes

paramétricas da epicicldide sao

X = (a+b)cos(t)—bcos(#);
y = (a+b)sen(t)—bsen(¥).

Desenhe a epicicloide

p—
p—

x = 11lcos(t)—3cos

|

1);

(
y = llsen(t)— 3sen(?).

—

Solugao:

epicicloide
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Exemplo 2.50 A hipocicléide é a curva descrita por um ponto P sobre um circulo

«o_)

de raio “b” que rola no interior de um circulo de raio “a” com a > b. As equacdes

)
)

paramétricas da epicicldide sao

oy

AN
Sy

x = (a—Db)cos(t)+b cos(

1N
S

y = (a—Db)sen(t)-b sen(

Desenhe a hipocicléide

=
Il

5cos(t)+3 cos(g);

5sen(t) — 3sen(§).

A
Il

Solugao:

hipocicldide

8
g |
4 1
21
0
21
4 |
6 |
-5

8 -6 -4-20 2 406 8
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Exemplo 2.51 Desenhe as seguintes curvas:
20
(a) rosacea: r = cos (?) com 0 € [0,67];

(b) Espiral hiperbdlica: r =2/6;
(c) Estrofdide: r = 2 cos(20) sec(0).

Solugao: (a)

rosaces

-1-08060402 002040608 1

Solugao: (b)
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espiral hiperbdlica

Solugao: (c)

estrofoide
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2.4 Desenhando superficies

Exemplo 2.52 Desenhe o plano x-5y+2z=0.

Solugao:

2yt 22
Exemplo 2.53 Desenhe o elipsoide Tt3t T 1.

Solugao:
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Vo
nnn

(%0318)

Exemplo 2.54 Desenhe a parte do sélido no 1° octante, limitado pelas superficies

x=p2+1,x=-y?+9ez=1-72%

Solugao: Vamos parametrizar as superficies, considerando 0 <y <1e 0 <z < 1.
Assim,

Si:x=p?+1=>y=tx=t2+1;0<t<1;0<z<1-1t%

Sy x=-p2+9=>y=t,x=-t>+9;0<t<1;0<z<1-t%

Sz:iz=1-y>=yp=tz=1-1

Para obtermos a variacao da variavel “x”, vamos calcular as intersecoes entre as
superficies S; e S; e as superficies S, e S3. Assim,

SiNS3: x+z=2=x=1+t%

$5NS3: x—z=8=x=9-12

Logo, 0<t<1;1+t2<x<9-t2

Para desenharmos este solido usaremos o comando draw3d. Como os extremos
das superficies sao fun¢des do parametro, faremos uma reparematrizagao para ter-
mos extremos fixos.

Primeiro, desenharemos as superficies do tipo grade e depois do tipo cheia. Para
melhor vizualizagao, desenharemos o plano xz e no tipo grade desenharemos cada

superficie de uma cor diferente.
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Exemplo 2.55

(a) Desenhe o cilindro senoidal y = 2sen(x);

2 2

(b) Desenhe o Hiperbolédide z = x* -y, (x,y) € [-2,2] x[-2,2] e suas curvas de niveis.

Solucao: (a)
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Solugao: (b)
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Exemplo 2.56 Paraboldide hiperbodlico é uma superficie de revolucao obtida girando

a hiperbdle (t,1/t) em torno do eixo x. Uma parametrizagao desta superficie é

. cos(v)’ sen(v))

t t

coml1<t<2e0<v<2m.
Desenhe o parabol6ide usando esta parametrizagao em torno dos eixos v e z. De-

senhe as curvas de niveis.

Solugao:

e A
o e
e R L L P Ee e oD

e Sro=e=
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Exemplo 2.57 Uma parametrizacao do Elipsoide é
(asen(u)cos(v), bsen(u)sen(v),ccos(u))
com (u,v) €[0,21]x[0,27] e a,b,c € R. Desenhe o elipsdide e as curvas de niveis.

Solugao:
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Exemplo 2.58 Uma parametrizacao do Cone é
(ucos(v), usen(v),u)

com (u,v) € [a,b] x[0,2%pi] e a,b € R. Desenhe o cone no formato grade de no

formado cheio. Desenhe curvas de niveis.

Solugao:
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Exemplo 2.59 O Catenodide é uma superficie de revolucao obtida girando-se a cate-
naria (t,acosh(t/a)) em torno do eixo x, com —b <t <be a,b>0. Uma parametriza-

¢ao do catenodide é
(t,(acosh(t/a))cos(w), (acosh(t/a))sen(w))

com-b<t<be0<w<2mw. Desenhe o catendide em torno dos eixos x e z. Desenhe

curvas de niveis.

Solugao:

e -
P S
l"ﬂ""h = ey
P L T e s e F
(i e T
e s 7277
.h Ly Ll 7

e i

AL T T T

lilfz‘z_"ﬂ”’"

s g
S s

ol
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(%0330)

Exemplo 2.60 O Toro é uma superficie de revolucao obtida girando-se um circulo
de raio r e centro (0,4,0) em torno do eixo z, com a > r > 0. Uma parametrizacao do

Toro €
((a+rcos(v))cos(u),(a+rcos(v))sen(u),rsen(v).

Desenhe o Toro nos formatos grade e cheio. No formato grade, desenhe curvas de

niveis.

Solugao:

Maxima

(%1406 )wxdraw3d(enhanced3d=false,
colorbox=false, surface_hide=true, contour=base,
parametric_surface((1+cos(v))*cos(u),
(1+cos(v))*sin(u),sin(v),u,0,2+%pi,v,0,2+%pi))
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Exemplo 2.61 Uma parametrizacao do Helicoide é
(ucos(v), usen(v),v)

coma<u<be0<v<2n Desenhe o Helicéide nos formatos grade de cheio.

Desenhe curvas de niveis.

Solugao:

Exemplo 2.62 Uma parametrizacao da Faixa de Mobius é
((a+usen(v/2))cos(v),(a+ usen(v/2))sen(v), ucos(v/2))

com-a<u<ae0<v<2mn Desenhe a Faixa de Mobius.
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(%0334)

2.5 Equagoes diferenciais ordinarias

Para resolvermos equagoes diferenciais ordinarias com o Maxima usamos o se-

guinte comando:

ode2(edo, vardep, varindep)

edo - equacao diferencial
vardep - variavel dependente

varindep - variavel independente.

Quando o aplicativo resolve a EDO, retorna uma solucgao (explicita ou implicita)
para a variavel dependente e representa as constantes por “%cl", “%c2", etc. Se nao
pode obter a solugao, retorna a palavra false seguida, as vezes, de uma mensagem

de erro. Para obtermos o valor das constantes usamos o seguinte comando:
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icj(sol, varindep=x, vardep=yy)

j=1 - EDO de primeira ordem.

j=2 - EDO de segunda ordem.

sol - solugao geral da EDO.

Xg - valor inicial da variavel independente.

Yo - valor inicial da variavel dependente.

Para o caso de problemas de fronteira com EDO de segunda ordem, obtemos o

valor das constantes usando o seguinte comando:

bc2(sol, frontx=x;, fronty=y;, frontx=x,, fronty=y,)

sol - solucao geral da EDO
X1, X, - valores de fronteira da variavel independente

V1, Vp - valores fronteira da variavel dependente.

Exemplo 2.63 Encontre a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais lineares:
(a) y'+ay=0;
(b) y'+ay=f(x);

(c) v +alx)y = f(x).

com 4 uma constante nao nula e f(x) uma func¢ao dada.



119

Solucao: (a)

Solugao: (b)

Solugao: (c)
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Exemplo 2.64 Considere a equagao

dy _ x
E—?:y——e .

(a) Ache a solugao geral;

(b) Ache a solucao y(x) que satisfaz a condigao inicial y(0) = 0. Esboce o grafico.

Solugao: (a)

Solugao: (b)
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Exemplo 2.65 Resolva a equagao

dy
%+2x3}—x.

Solugao:

Exemplo 2.66 Considere a seguinte equagao

dy )
E+2xy_xy

chamada equacao de Bernoulli.

(a) Ache a solucao geral;

(b) Ache a solugao que satisfaz y(0) = 1.
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Solucao: (a)

Solugao: (b)

Exemplo 2.67 Encontre a solu¢ao y(x) do seguinte problema de valor inicial

(x-1)p’+@-1)x’y' =0,
y(3)=2

Solucao:
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Exemplo 2.68 Encontre a solucao geral da equagao diferencial de 2a ordem com

coeficientes constantes dada por

v +by’ +cy=0.

Solugao:

Exemplo 2.69 Considere a equacao
v +2y"+2y=0.
(a) Ache a solugao geral;
(b) Esboce o grafico da solucao que satisfaz as condigdes iniciais p(0) = 0 e y’(0) = 1.

Solugao:
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Exemplo 2.70 Ache a solucao geral da equagao

v’ +3y +2y =x.
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Exemplo 2.71 Ache a solucao da equagao
' -29"+2y=0

que satisfaz as condigoes de fronteira y(0) = 0 e y(7/2) = 1. Esboce o grafico da

solucao.

Solugao:
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Exemplo 2.72 Encontre a solucao y(x) do seguinte problema de valor inicial

(x-1)p’+(y-1)x’y' =0;
y(3)=2.

Solugao;

Exemplo 2.73 Encontre a solucao y(x) do seguinte problema de fronteira

Solugao:
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Exemplo 2.74 Calcule p’(x) para y(x) dada implicitamente por y* + x2p? + x* = 3.

Solugao: Como a solugao y(x) é dada implicitamente, derivaremos a equagao usando

o comando diff e depois resolveremos a equacao resultante usando o comando solve.

Maxima
(%1454)F : y~4+x~2xy~2+x~4-3=0;

(%0379) yr+x?+p?+xt-3=0
(%i455)depends(y,x);

(%0380) [y(x)]
(%1456)diff(F,x);

(%0381) 4y3%y+2x2y%y+2xy2+4x3:0
(%1457)solve(%060,diff(y,x));
d xp?+2x3 |

(%0382) [—yp =

dx” ~ 2xp3+x2y

2.5.1 Campo de diregoes

Muita informacao importante sobre a equacgao diferencial de primeira ordem pode
ser obtida por uma simples analise geométrica da funcao f(x,y).

Observe que, em cada ponto do plano (x,y), a inclinagao da tangente da solugao
y(x) é dada por f(x,y). O campo de dire¢oes é o desenho no plano, de vetores
tangentes com a inclinagao descrita por f(x,p).

Para desenharmos campos de dire¢cao com o Maxima usa-se o pacote plotdf(f(x,y)).
Exemplo 2.75 Desenhe o campo de direcdes da equagio y’ =1 +7v + 2.

Solugao:

Maxima
(%i458)1oad(plotdf)$
(%i459)plotdf (1 + y + y~2);
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_x
y

Exemplo 2.76 Desenhe o campo de dire¢oes da equagao y’

Solugao:

- - - - - oo o w om - o s u

x % m w wm w w| w w x a oA

10
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2.5.2 Sistema de equacoes diferenciais

Para resolvermos um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem do tipo

v = filx);
v, = (%)

yr,n = fm(xfy)'

usamos o seguinte comando:

desolve([eqnl,eqn2,..., eqnm],[y;(X), 2(X),- .-, Y (X)])

A forma de declaracao das func¢oes das equacgoes diferenciais para o comando

desolve devem ser explicita.

Exemplo 2.77 Encontre a solugao do seguinte sistema de equagoes
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Exemplo 2.78 Encontre a solucao do seguinte sistema de equagoes
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d2 2
(%0399) [?u(x) =v(x), 77/(36) = u(x)]
(%1477)s01S2:desolve(sist,[u(x),v(x)]);
_cos(x)  7%e*  %e’ _cos(x) 7%e*  %e’

(%0400)  [u(x) = ~——=+— VW= ——+— R

2.6 Integracao Numérica

A Integragao numérica é um conjunto de técnicas numéricas para o calculo apro-
ximado da integral definida da fungao f.

Estas técnicas sao importantes nos casos, por exemplo, que a fungao f tem uma
expressao analitica muito complicada ou é dada por uma tabela. Em geral, uma
regra de integracdo numérica consiste em aproximar a integral definida por uma
soma finita, supondo-se que f é uma fung¢ao “bem comportada”.

Para isto, considere uma particao P:a = xy < x; <... <x; <...<xy = b do intervalo

de integracao [4,b] e a seguinte aproximacao:

be(X)dx = iwif(xi)- (2.2)
“ i=0

Os pontos x; sao chamados pontos de integragcio e w; sao os pesos da férmula de
integracao. Cada escolha de x; e w; define uma regra de integracao.
Nesta secao, descreveremos algumas regras classicas de integracao numérica e

usaremos o Maxima nas implementagoes. Para maiores detalhes consulte [3].

Trapézio repetida

Considere uma parti¢ao P do intervalo [, b]. Aplicando a regra dos trapézios em

cada subintervalo [x;_, x;] obtemos
b n X; h
[Freax=Y " [ pdxs 3o+ 26000+ 21 00) - 2 )+ )
a i=1 v Xi-1

E o erro é dado por
K3

Erx=—15(/" B0+ -+ £(5,))
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com B; € (xj_1,x;). Usando o teorema do valor médio para integrais tem-se

h2
Erg=—~(b-a)55f"(7), y €(aDb).

Exemplo 2.79 Usando a regra dos Trapézios repetida calcule um valor aproximado
1

da integral J- e dx.
0

Solugao:

Estimativa do erro:

A"y 2" Yo w2+ 2" Y 2
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Simpson repetida

Considere uma particdo P do intervalo [4,b]. Para aplicarmos a regra de
Simpson devemos subdivir o intervalo em um numero par de subintervalos, pois

cada parabola requer trés pontos de interpolacao. Assim,
b n2 ~xy;
[Frwax = ) [ s
a i—1 Y %2(i-1)
h
S(Flxo) 4 () + 27 () 27 () + 4 () + £ )
I n/2 (n=2)/2
g{f(xo) +4Zf(X2i—1)+ 2 Z f(XZi)+f(xn)]
i=1 i=1

1N

1

E o erro é dado por

h4
Esg=—-(b-a)7os fO),  ye(ab)

Exemplo 2.80 Usando a regra de Simpson repetida calcule um valor aproximado
1

da integral j e dx.
0

Solugao:

Maxima
(%i485)n:10; a:0; b:1; h:(b-a)/n;$
(%1486)xx:makelist(a+i*h,i,0,n);

1132137 409
%0405) [0,—,=,—,=,=,2,—,~,—,1
(%0405) [0, 75, ]

(%1487)f(x):=exp(x~2)$

(%1488)SR:h/3* (f(xx[1])+4*sum(f(xx[2%i]),i,1,n/2)+
2xsum(f(xx[2*i+1]),i,1,(n-2)/2)+f(xx[n+1])), numer;

(%0406) 1.462681400099797

Estimativa do erro:

Maxima
(%1489)define (dSRf(x) ,abs(diff(f(x),x,2)))$
(%1490)plot2d(dSRf(x),[x,0,1]);
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220

(%0407)
(%1491)ErroSR: (abs(b-a)*h~4%220) /180, numer;

(%0408) 1.2222222222222227107% = |[ErroSR| < 0.0001222222

Formulas gaussianas

Férmulas gaussiana sao regras de integracao cujos pontos nao sao igualmente
{x0,x1,...,x,} ndo sao necessariamente igualmente espacados. Serao consideradas
aqueles exatas para polinomios de grau menor ou igual a 2n+1.

As fémulas gaussinas mais conhecidas sao as chamadas Gauss-Legendre por esta-

rem associadas aos polinomios de Legendre

Po(x) =1, ¥i(x)=x, t,bz(x):xz—%,

Para obtermos a féormulas gaussiana de dois pontos vamos considerar as raizes

1 1 1
de P,(x) = x> - 3’ ou seja, xo = —\/; e x| = \/; Para obtermos os pesos w, e wy

devemos garantir que a férmula
1
|| oo ftao+wn £
-1
seja exata para polindmios de grau <1, ou seja, f(x) =1 e f(x) = x. Assim,
1
J 1dx:w0+w1 = w0+w1:2

1

1
wy w
fxdx:——0+—1 = wy—-w; =0.
- 3
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Logo, wg = w; =1 e a formula Gauss-Legendre para dois pontos é dada por

[[eeer(5) ()

que € exata para polinomios de grau < 3.

Analogamente, formula Gauss-Legendre para trés pontos é dada por

‘[ flx 5f 'V__)+8f«»+5f(v6€».

que € exata para polindomios de grau < 5.

Para usarmos as formula gaussinas no intervalo [, b] fazemos a seguinte mudanca
de variavel:

t:%«b—Mx+W+a»

Assim,

b
| rax -

a
Exemplo 2.81 Usando a regra gaussiana calcule um valor aproximado da integral

1
2
f eX dx.
0

Solugao:

1
b-a b+a
_1f( 2 X+ 2 )dx:

av b-a b+a
Zwif( Xt — )

i=0

Maxima
(%1492)Gauss:0.5%(exp(0.25%(-1/sqrt(3)+1)~2) +
exp(0.25%(1/sqrt(3)+1)~2)),numer;

(%0409) 1.45416788923913
(%1493)quad_qgag(f(x),x,0,1,1);

(%0410) [1.462651745907182,1.619055973138259510713,15,0]
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Programas do Maxima para integracao numerica

Podemos também usar os programas do Maxima para calcularmos numericamente

a integral de uma funcao. Por exemplo, podemos usar o seguinte comando:

quad_qags(f(x),x,a,b, opcoes) - calcula numericamente a integral de
f(x), usando regras do tipo de quadra-

tura Gaussiana

O comando quad_qags retorna uma lista de quatro elementos:
* uma aproximacao para o valor da integral;
* o erro absoluto estimado da aproximacao;
* o numero de avalia¢des do integrando;
* um codigo de erro.
O cédigo de erro sao os seguintes:
* 0 - nenhum problema foi encontrado;

¢ 1 - foram utilizados muitos subintervalos;

2 - foi detectato um erro de arredondamento excessivo;
* 3 - ointegrando se comportar muito mal;
* 6 - aentrada nao é valida.
As “opgoes” do comando quad_qags sao as seguintes:
ordem: é um inteiro m que define a ordem da regra de integracao; variaem {1, 2, 3,4, 5, 6}.
erro: erro relativo desejado; padrao entre -1 a -8;

particao: namero maximo de subintervalos;padrao 200.
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Para ilustrar o comando quad_qags, tentaremos calcular a integral

1
J arctg(x)?dx
0

com o comando integrate:

Maxima
(%1494)integrate(atan(x)~2,x,0,1);

1
(%0411) f atan(x)? dx
0

A resposta do aplicativo (retorno da integral definida) indica que o comando in-
tegrate nao é capaz de calcular uma primitiva da funcio f(x) = arctg?(x). Vamos

obter um valor aproximado usando o comando quad_qags.

Maxima
(%i1495)quad_qgags(atan(x)~2,x,0,1);

(%0412) [0.24528120346677,2.72316839596571991071°,21,0]

Observacao 2.2 Os comandos quad_qapi e romberg também sao programas para cal-
cular numericamente a integral de uma fungao.



3.1 Elementos da Geometria Fractal

Benoit Mandelbrot, matematico polonés, criou este termo em 1975 para designar
conjuntos com caracteristicas muito especiais. O termo vem do latim, do adjetivo
fractus, derivado do verbo frangere que significa quebrar, fracionar.

Muitos matematicos referem-se aos fractais como conjuntos de dimensdao nao in-
teira, conjuntos de medida Hausdorff, conjuntos com estrutura fina ou simplesmente
conjuntos irregulares.

Algumas propriedades caracterizam as figuras que chamaremos de fractais. Sa-
bemos que uma figura é um conjunto de pontos. O circulo € um conjunto de pontos
do plano, a esfera é um conjunto de pontos no espago tridimensional. Estas figuras
sao estudadas na geometria classica. Porém, os fractais sao figuras com proprie-
dades e caracteristicas bem peculiares, que os diferenciam das figuras geométricas
classicas. Tais figuras sao construidas, em geral, por processos iterativos e, seguindo
Kennet Falconer [5], classificaremos uma figura como um fractal quando apresentar
todas ou a maiorias das seguintes propriedades:

Lei de formacao simples e complexidade

O processo de construgao de um fractal é geralmente iterativo ou recorrente, po-
rém relativamente simples. Porém, a simplicidade do processo nao é suficiente para
descre- ver o fractal como um lugar geométrico de pontos que satisfazem uma pro-
priedade simples ou que sao solu¢oes de equagdes simples.

Os fractais podem ser construidos por equacoes simples, mas nao podem ser des-

critos analiticamente por uma equagao, como, por exemplo, a reta e a circunferéncia.

Estrutura fina em qualquer escala

A estrutura fina é a propriedade da “complexiadade em escalas”, ou seja, se su-

cessivas ampliagoes da figura forem feitas, mais detalhes sobre a mesma serao des-
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cobertos.

As figuras geométricas classicas nao possuem esta estrutura. Por exemplo, ao exa-
minarmos o grafico da funcao f(x) = senx no intervalo [0,2 7], observaremos uma
série de detalhes tais como pontos de maximo e minimo, raizes, pontos de inflexao,
curvatura, etc. Agora, se restringirmos o estudo ao intervalo [0, 1], perceberemos
somente uma ligeira curvatuta e nada mais. Se reduzirmos ainda mais o didmetro
do intervalo, digamos a apenas alguns milésimos de radiano, observaremos que o
grafico (da sendide) se assemelha ao grafico de uma reta, e a reta € uma “figura sem
detalhes”. Portanto, a medida em que a regiao de investigacao é reduzida, o deta-
lhamento tende a desaparecer e entdo podemos concluir que a sendide ndo tem a

propriedade de estrutura fina.

Dimensao topologica e dimensao fractal

As figuras geométricas classicas tém dimensao fractal igual a dimensao topolo-
gica, mas os fractais tém, em geral, dimensao fractal estritamente menor que a sua

dimensao topologica.

Autossimilaridade ou auto-afinidade

A autossemelhanca ou autossimilaridade é uma ideia antiga e uma propriedade
geométrica simples. E a “simetria através das escalas”, ou seja, um objeto possui
autossemelhanca se apresenta a mesma forma em qualquer escala em que seja ob-
servado. Naturalmente, nem todos os objetos geométricos tém esta propriedade.
Por exemplo, um circulo numa escala muito grande nao é nada mais do que uma
reta. Por outro lado, um quadrado é um conjunto autossimilar do plano, pois pode
ser formado por quatro copias deles mesmo reduzidas por um fator r.

Matematicamente, a propriedade de autossimilaridade é descrita por transforma-
¢Oes cujas imagens dos objetos sejam “copias reduzidas” do mesmo e “reconsti-
tuam” integralmente o mesmo objeto. Tais transformagoes sao chamadas transfor-
macoes similares.

A auto-afinidade é um tipo de autossimilaridade mais geral. Uma figura é auto-
afim se pode ser decomposta em partes menores que sao nao exatamente iguais,
mas apenas modificadas por transformagoes afins tais como: contragoes, dilatagoes,
translac¢oes, rotacoes, reflexdes ou combinacoes dessas transformacoes. Por exem-
plo, se uma figura é reduzida uniformemente em todas as dire¢oes formarad uma

réplica geometricamente semelhante a figura original. Um circulo que é reduzido



140

deste modo formara um circulo menor. Porém, se a contracao se efetuar uniforme-
mente em uma s6 direcdo, resultara em uma elipse. Um retangulo s sera similar a
outro retangulo que possua mesma razao entre o comprimento da base e sua altura,

enquanto sera afim a qualquer paralelogramo.

3.2 Sistema de funcoes iteradas

Nesta secao descreveremos as principais propriedades matematicas dos fractais.

Para mais detalhes consulte [4],[5].

Definicao 3.1 Seja r > 0 um niimero real, dizemos que a transformagio f : X — X é

uma “transformagao similar” se

If (@) -f@DN=rIX-7, VX 7R
Ser<1, f é chamada uma “contragao”.

Exemplo 3.1 Considere um tridngulo equilatero A de lado igual a 1 e a transfor-

macao que reduz A de tal modo que cada lado seja a metade do anterior. Entao,
f: A — R?édada por
1
Fy) = 5(0).
Observe que, se aplicarmos a transformacao f infinitamente temos que os trian-
gulos serao reduzidos de modo que seus lados serao cada vez menores, ou seja, a

sequéncia de triangulos tendera a um tnico ponto.

Figura 3.1: Redugao
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Definicao 3.2 Dizemos que dois conjuntos sao autossimliares se um é a imagem do outro
por transformagoes similares. O conjunto E é autosimilar se é formado pela uniao de m

imagens similares de si mesmo, ou seja,

E=| /) (3.1)

k=1

Um conjunto autosimilar definido por (3.1 é chamado atrator ou conjunto invariante
do sistema de funcoes iteradas-IFS {f,, f,,..., f,,} com fi fungoes similares com raios

1,725 Ve

A teoria das IFS (veja, [5]) garante que se o espago (X, ||-||) é completoe {fi, fo,..., fu}
sdo contracdes entdo existe um Unico compacto nao vazio dado por (3.1). Deste
modo, temos um processo iterativo de construcgao do atrator E: dado qualquer com-

pacto nao vazio inicial K, para ¥, considere

K41 = Ufk(Kn)
k=1

Entao, a sequéncia {K,,} converge para E (num certo sentido). Os seguintes resul-

tados garantem estas afirmacoes:

Teorema 3.1 Considere X um espago métrico completo e K(X) a familia de subconjuntos
compactos de X. Se f. : X — X sdo contragées com fatores de contragdio r; € (0,1),
i=1,2,...,m. Entdo a aplicagdo F : K(X) — K(X) definida por

F(K) = | (k)
k=1

tem um tinico atrator K = F(K).

O atrator dado no Teorema [3.1]pode ser obtido pelo método das sucessivas aproxi-

macoes. De fato.
Corolario 3.1 Dado qualquer Ky € K(X). Se
m
Kuir = F(Ky) = J£(K,) (3.2)
i=1

para n > 0, entdo a sequéncia (K,,) converge, na métrica Hausdorff, para o atrator do IFS

Ui forees fnl-
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O Corolario [3.T]justifica o fato que chamarmos o ponto fixo K de F de atrator.

Agora, também podemos justificar o uso do termo “sistema de funcgdes iteradas”.
A iteragao tratada aqui é, por exemplo, aquela que dado qualquer x, € R” aplicamos
repetidamente as fungoes f; em qualquer ordem. Mais especificamente, sejam x; €

R" e (x,) uma sequéncia definida por

Xn = fkn (Xp-1)

para n > 1. Entao,

(i) todo ponto de acumulacao da sequéncia (x,) pertence ao atrator K de F;

(ii) todo ponto do atrator K é um ponto de acumulagao de cada sequéncia (x,,)
para alguma escolha k € {1,2,...,m};

(iii) existe um ponto x; e uma escolha de k € {1,2,...,m} tais que K é igual ao
conjunto de todos os pontos de acumulacao de (x,,).

Uma versao mais sofisticada do resultado (iii) diz que uma escolha “aleatoria”
de k € {1,2,...,m} (com probabilidade 1) tera como fecho o conjunto K (para mais
detalhes consulte “jogo do caos” em [4][5]).

Podemos construir um objeto autossimilar reduzindo (ou ampliando), rodando
e/ou transladando este objeto. Por exemplo, considere um quadrado Q unitario, se
queremos reduzir este quadrado a metade (fator de reducao 1/2) devemos “trans-
formar” todos os pontos deste quadrado em novos pontos cujas coordenadas serao
a metade das coordenadas dos pontos originais (veja figura[3.2). Se queremos trans-
ladar Q duas unidades a direita da sua posicao inicial devemos “transformar” todos
os pontos de Q em novos pontos cujas coordenadas serao as coordenadas originais
mais duas unidades. No que segue, descreveremos estas transformacaes.

Por exemplo, se P = (x,y) € um ponto de Q, para reduzirmos Q a metade transfor-

maremos P = (x,y) no ponto P, = (x1,y;) tal que x; = g ey = % Podemos represen-

X
tar esta transformacgao do seguinte modo: f;(x,v) = (5’ %)
O mesmo vale para a translagao. Transformaremos o ponto P = (x,y) no ponto P; =

(x1,v1) tal que x; = x+ 2 e y; = y. Esta transformacao tem a seguinte representagao:
h(xy)=(x+2,).
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spmieetio

¥

Y

l-:ll—'p-- —_— —
b =

Figura 3.2:

Agora, se quisermos rodar Q um angulo 6° no sentido anti-horario, cada ponto
P = (x,y) de Q deve ser transformado no ponto P, = (x,y;) tal que x; = x cosO —
ysen6 e y; = xsenf +y cosO (veja figura |3.3). Esta transformacdo tem a seguinte

representacao: f3(x,y) = (x cos6 —ysen6b,xsenf +y cosO).

A

Figura 3.3:

Observe que as transformagoes acima podem ser representadas na seguinte forma

matricial:

a1 412 X by
flxy)= + :
az; 4 Y b,
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De fato,
L 0
— X
fl (x’ y) - 2 1 ’

cos@ —senf X

senf cosO {7

3.3 Fractais com Maxima

Nesta se¢ao descreveremos alguns fractais bem conhecidos, os quais implementa-
remos com o aplicativo Maxima. Estes fractais podem ser implementados usando-se
0s seguintes processos: processo geométrico ou de remogao, processo aleatério ou

jogo do caos e processo de autossimilares.

Jogo do caos Escolhe-se os vértices do conjunto da etapa inicial da constru¢ao do
fracatl, re- presentado por {(p1,41),--.,(Pm qm)}- Desenha-se o ponto inicial (x,7¢) e
escolhe-se aleatoriamente um dos pontos de {(p1,41),..., (P> gm)}- Entao, desenha-se
um novo ponto que estara no segmento entre o ultimo ponto desenhado e o ponto
que foi seleccionar aleatoriamente, a uma distancia do ponto selecionado. Esta dis-
tancia sera f vezes o comprimento do segmento, com f o fator de redugao do fractal.
Repete-se novamente o processo, um nimero grande de iteragoes.

O pacote dynamics do aplicativo Maxima tem o comando chaosgame que imple-

menta o jogo do caos.

Fractais por autossimilaridade Podemos construir fractais usando as transfor-
magcoes autossimilares do fractal. Estas transformacgoes sao do tipo

k k k
ap 4yp x by

Jelx,y) = C )
a1 4 || Y b
parak=1,2,3,...,m.
Assim, cada fractal é definido por m matrizes Ak:[afj] e m vectores bk:[bf]. E
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neste caso, o jogo do caos ¢ como segue: escolhido um ponto inicial (xg, y,) aleatori-
amente, aplica-se, também aleatoriamente, uma transformacoes autossimilares em
(%0, Vo) para gerar o ponto (x;,y;) e repete-se o processo. Deste modo, na n-ésima ite-
ragao teremos gerado (x,,y,) pontos do fractal ou muito préximos dos fractal. Como
o fractal é o conjunto atrator destas transformacdes, independente do ponto inicial e
para um namero muito grande de iteragdes, o resultado final sera uma figura muito
proxima ao fractal.

Para controlar melhor a densidade de pontos em diferentes partes do fractal, con-
vém que algumas das transformagoes autossimilares sejam escolhidas com maior
frequéncia. Para isso usa-se diferentes probabilidades para a escolha de cada trans-
formacao.

O comando ifs, no pacote dynamics do aplicativo Maxima, implementa a constru-
acao de fractais por autossimilaridade. Os parametros de entrada do programa sao
uma lista de probabi- lidades, uma lista de matrizes Ay, uma lista de vetores by, um
ponto inicial (x(,yy) e o nimero de iteragdes que deverao ser realizadas.

O pacote fractals também gera alguns fractais por autossimilaridade como

exemplificaremos nesta secao.

Programando fractais
Podemos usar os recursos de programacao do aplicativo Maxima e implementar

fractais, sem necessidade de usarmos pacotes. Apresentaremos alguns exemplos na

Secao

3.3.1 O conjunto de Cantor ternario

Construcgao por remogao

O conjunto triadico de Cantor é o conjunto formado pela remo¢ao de uma sequén-
cia de intervalos abertos do intervalo [0,1]. Primeiro, dividimos intervalo [0,1] em

trés partes iguais e removemos a parte do meio, isto é, o intervalo (1/3,2/3) para

e -palfe)

Novamente removemos o ter¢co médio de cada intervalo fechado de C; para obter

-l BRI

obter o seguinte conjunto:

o seguinte conjunto:
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Note que C, é a unido de 2% = 4 intervalos fechados, cada um do tipo [j/32,(j +
1)/3%] e que C; D C,.

Novamente removemos o terco médio de cada um destes intervalos para obter
o conjunto C3, que é a unido de 23 = 8 intervalos fechados tal que C; > C, D Cs.
Continuando este processo n-estagios obteremos o conjunto C,,, que é a uniao de 2*
intervalos do tipo [j/3",(j +1)/3"] talque C; 2C,>...0C,D...

O conjunto triadico de Cantor € a intersecao dos conjuntos C,;, n € N, ou seja,

c:ﬂcn.

neN

A figura abaixo ilustra o processo de construgao do conjunto de Cantor.

Construcao por autossimilaridade

Vamos aplicar o Teorema Para isto, considere X = R com a métrica usual e
2
F: K(M) — K(M) dada por F(K) = f{(K) U f,(K) com f;(x) = g e flx) = 2+ e

3 3
KO = [0,1]
x 2

1
Observe que, fi(x) = g efetua uma reducao de [0,1] com fator 3 e fr(x) = 3 + 3

1
efetua uma reducao de [0, 1] com fator 3¢ depois uma translagao de 3 paraa direita.
Fazendo C, ;1 = f1(C,) U f,(C,) temos que

N B e O Bl i B s A

Observe que f; e f, sao transformacoes similaridades e pelo Teorema F tem
um unico ponto fixo. Mostraremos que este ponto fixo é o conjunto ternario de
Cantor.

Para isto, observe que, por inducao, obtemos C,.; = f;(C,) U f,(Cx) para n > 0.
Primeiro, mostraremos que C C f;(C) U f,(C).

Seja x € C. Entao, x € ﬂcn, e logo, x € Cy, ou seja, x € [O, %] ou x € [%, 1]. Vamos

neN

. 2 L .
considerar x € [5,1] (o outro caso é analogo). Assim, para todo n sabemos que
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x €Cpy1 = f1(Cy) U f2(Cy). Mas

fic) < fido.1)=[o5]

Logo, x € £,(C,,), ou seja, 3x —2 € C, para todo n, entdo 3x -2 € ﬂcn =C, ou seja,

neN
x € f1(C). No outro caso, temos que x € f,(C). Portanto, x € f;(C)U f,(C).

Agora, mostraremos que C 2 f1(C)U f,(C). Seja x € f1(C)U f,(C). Entao, x € f1(C) ou

x € f,(C). Considere x € f,(C) (o outro caso é analogo) entao 3x —2 € C. Assim, para

qualquer n tem-se 3x -2 €C,, ou seja, x € f,(C,,) CC,. Logo, x € m C,=C. [ |
neN

Exemplo 3.2 Desenhe o Conjunto de Cantor usando o jogo do caos

Solucao:

Maxima

(%i496)1load(dynamics)$

(%1497)chaosgame([[0, O], [1, O]],
[0.1, 0.1], 1/3, 20000, [gnuplot_preamble,
"pointsize=0.5"], [gnuplot_out_file,
"Cantor.eps"]);

(%0413) Cantor.eps

O aplicativo salvou um arquivo com o nome “Cantor.eps”, no formato EPS, na

pasta de trabalho.

0.1 -

centraction factor: 0.33333333333333
El

The chaos game wath 2 points

Observagao 3.1 Note que existem pontos fora do conjunto. Isto acontece por que o jogo

do caos é probalilistico.
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3.3.2 O Triangulo de Sierpiniski

Construgao por remocao

O processo de construgao do Triangulo de Sierpinski é similar ao da construgao
do conjunto triadico de Cantor: a partir de um objeto inicial, retiramos uma parte
central sua, e ainda obtendo copias similares ao objeto inicial. Procedemos entao de
forma similar com cada copia e assim indefinidamente. Mais precisamente, inicia-
se com uma regiao triangular equilatera Sy, de lado 1 e vértices v{ = (0,0), v, = (1,0)
e v3 = (1/2,V3/2), subdividindo-a em quatro regides triangulares menores, usando
para isto os segmentos de reta que unem os pontos médios de cada lado. Remove-se
entdo o interior da regido triangular central (a regido central, sem sua fronteira).
Note que assim € gerado um conjunto S; formado por trés regides triangulares me-
nores e congruentes, cujos lados medem a metade da medida dos lados do trian-
gulo original. Repete-se entao esse mesmo procedimento em cada uma das trés
regioes triangulares e assim sucessivamente, gerando-se uma seqiiéncia de conjun-
tos So D51 DS, O --- com cada S, formado por 3" regides triangulares, similares a
regiao inicial, cujos lados medem 27" da medida do lado do triangulo inicial.

O Triangulo de Sierpinski S é o conjunto limite desta sequéncia de pontos, isto &,

szﬂsn.

neN

A figura abaixo ilustra o processo de construgao do Triangulo de Sierpinski:

A
A A L
AAAA AALALA

Construcao por autossimilaridade

Para construirmos o tridangulo de Sierpinski por similaridade, considere X = R?
com a métrica usual e F : K(X) — K(X) dada por F(K) = f;(K)U f,(K) U f3(K) com

fiey) = (3.5);
oo - (232
pen - (344
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e Ky uma regiao triangular equilatera de lado 1 e vértices v; = (0,0), v, = (1,0) e
vs = (1/2,V3/2).

1
Observe que, fi(x,v) reduza K, a metade, f,(x,y) reduza K, a metade e transla —
1 1
para a direita e f3(x,y) reduza K, a metade, transla 7 paraa direita e > para cima.

Fazendo S,,1 = fi(S,) U f2(S,) U f3(S,,) temos que o conjunto S; é formado por
trés regioes triangulares menores e congruentes, cujos lados medem a metade da
medida dos lados do tridngulo inicial. Deste modo, gera-se a sequiéncia de conjuntos
5o D8 D8, D+ Do mesmo modo, como procedemos para o Conjunto de Cantor

ternario, podemos provar que o ponto fixo de F é o triangulo de Sierpinski.
Exemplo 3.3 Desenhe o Triangulo de Sierpisnki usando o jogo do caos.

Solugao:

Maxima

(%1498)1oad(dynamics)$

(%i499)chaosgame([[0, O], [1, O], [0.5, sqrt(3)/2]],
[0.1, 0.1], 1/2, 2000, [gnuplot_preamble,
"pointsize=0.5"],[gnuplot_out_file,
"triangSierpinski.eps"]);

(%0414) triangSierpinski.eps

O aplicativo salvou um arquivo com o nome “triangSierpinski”, no formato EPS,

na pasta de trabalho.

0.9
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Exemplo 3.4 Desenhe o triangulo de Sienpinski pelo método de IFS, sabendo que

as IFS deste fractal sao dadas por: m = m; = m, = mg;

0.5 0 0.0 0.5 0.0
m = ; pl = ; p2 = ; p3 =
0.5 0.0 0.0

0 0.5

Solugao:
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~
0 04 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 07 0.8 0.9 1
lterated Funclion System of 3 transformations

3.3.3 A curva de Koch

Construcgao por remogao

A construcao da curva de Koch inicia-se com um segmento de reta Ky, tomemos
por exemplo o segmento [0, 1], dividindo-o em trés partes iguais e substituindo-se o
o terco médio por dois segmentos adjacentes (tais que estes formem um “triangulo”
equilatero sem a base), formando entao uma linha poligonal K; de quatro segmentos
consecutivos, em uma espécie de “ponta de estrela”. Repete-se entao o processo em
cada um dos segmentos de K, obtendo-se assim K, e continua-se indefinidamente

gerando uma sequiéncia de conjuntos {Ky, K, K5,...}, cujo limite é a curva de Koch.
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Construcao por autossimilaridade

A curva de Koch é o atrator do sistema de fungdes iteradas dado pelas similarida-

des
s - (52
e - (B2 1 5
fixy) = (_\/5(9;+y)+§,\/§(—6x+y))
e - (5+23)

Exemplo 3.5 Desenhe a curva de Kock pelo método de IFS, sabendo que as IFS deste
fractal sao dadas por:

0.3333 0 0.0
my = o P1= ;
0 0.333 0.0
0.2357 -0.2357 0.3333
my = y P2= ;
0.2357 0.2357 0.0
-0.2357 -0.2357 0.6666
mz = y P3= ;
-0.2357 0.2357 0.0
0.3333 0 0.6666
my = y Pa=
0 0.333 0.0
Solugao:
Maxima

(%i505)10ad(dynamics)$
(%1506)m1: matrix([0.3333, 0.0], [0.3333, 0.0]);

pl: matrix([0.0], [0.0])$
(%1507 )m2: matrix([0.2357, -0.2357], [0.2357, 0.2357]);

p2: matrix([0.3333], [0.0])$%
(%1508)m3: matrix([-0.2357, -0.2357], [-0.2357, 0.2357]);

p3: matrix([0.6666],[0.0])$
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(%1509)m4: matrix([0.3333, 0.0], [0.3333, 0.0]);

p4: matrix([0.6666], [0.0])$
(%i510)ifs([1,2,3,4],[m1,m2,m3.m4],[p1,p2,p3,p4],[0.3333,0.3333],30000,

[gnuplot_preamble, "pointsize=0.5"],[gnuplot_term,ps],
[gnuplot_out_file, "KockMaxima.eps"]);
(%0420) KockMaxima.eps

09

0.8

07

06

0 0.5 1 1.5 2 25 3
lterated Function System of 4 transformations

3.3.4 Curvas de Peano

Em 1878, George Cantor mostrou a existéncia de uma funcao bijetora definida no
intervalo [0, 1] e assumindo valores no quadrado [0,1] x[0,1] e a Matematica nunca
mais foi a mesma. Em outras palavras, Cantor mostrou que existem tantos pontos
num quadradro quanto num intervalo. Pela primeira vez postulou-se o problema
da “invariancia da dimensao”. Imediatamente os matematicos da época se pergun-
taram se tal funcao poderia ser continua. A pergunta é relevante, pois se existisse
tal funcao continua teriamos que o intervalo [0,1] e o quadrado [0,1] x [0,1] seriam
similares, o que foge totalmente da nossa intuigao!

Em 1879, E. Netto mostrou que tal funcao é necessariamente descontinua e os ma-
tematicos passaram a buscar uma funcao continuas e sobrejetora. Como uma fungao
continua definida em qualquer intervalo assumindo valores no plano é chamada de

“curva', a pergunta na mente dos matematicos da época era:

Existe uma curva que “passa” por todos os pontos de um quadrado (e o seu

interior) com drea positiva?

Em 1890, G. Peano respondeu esta pergunta construindo a primeira curva que
passa por todos os pontos de uma regiao quadrada. Tais curvas sao chamadas curvas

que preenchem o espago ou curvas de Peano.
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Apesar de Peano ter apresentado a primeira curva que preenche o espago, foi o
matematico francés D. Hilber quem, em 1891, construiu, pela primeira vez, tais
curvas por um processo geomeétrico e recursivo.

Nesta secao construiremos algums curvas que preenchem o espaco, e apesar de
tais curvas nao serem fractais (o quadrado nao é um fractal!) o seu processo de
construc¢ao usa autossimiliaridade.

Curva de Peano Vamos construir a curva de Peano usando transformagoes simi-
lares. Considere um quadrado unitario (e o seu interior) e a sua diagonal, a qual
chamaremos de gerador. A curva de Peano é construida fazendo-se nove copias do

gerador com as seguintes transformagoes similaridade:

s = 33

o = (ZYe(b)=( 533

o = (33r(03)-(53+3)

fiwn) = (55)+(51)=(5+5-5+1)

e = (55330353

s = (53-8

s - (5323933

Aoy = (-32)+(15)=(F+1E43)

o = (53620354
Curva de Hilbert

Agora vamos construir a curva de Hilbert. Para isto, vamos tomar como gerador
um segmento de reta que une os pontos (0,0) e (1,0). A curva de Hilbert é construida

fazendo-se quatro copias do gerador com as seguintes transformagoes similares:



filxy) =
f2(x,9)
fxy) =
falxy) =
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(2, X, L
’_2)+(1’5)_( 2t 2+2)

Exemplo 3.6 Desenhe cinco estagios da curva de Hilbert com o pacote fractals

Solucao:

08
06
04
0.2

0k

-02
-04
-06
-08

-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X

08 -06 -04 -02 0 02 04 08 08
X
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-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X

-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X

-05 -06 -04 02 0 02 04 068 08 1
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3.3.5 O conjunto de Julia e Mandelbrot

O conjunto de Julia é a ilustracao muito interessante de como processos aparen-
temente simples geram conjunto altamente complexos. Fun¢oes definidas no plano
complexo C tal como f(z) = x2 4+ ¢, com ¢ uma constante, produzem fractais de apa-
réncia bastante “éxotica".

Por simplicidade, vamos considerar f : C — C um polinomio de grau n > 2 com
coeficientes complexos, f(z) = a,z" +a,_; 2" ' +--- +ay.

Seja f* a composta de f com ela mesma k vezes, ou seja, fo...o f, e fk(z) é a
k-ésima iterada f(f(...(f(z)...)) de z. Os conjuntos de Julia sdo definidos em termos

do comportamento das iteradas f¥(z) para k grande.

Defini¢ao 3.3 (Conjunto de Julia) Definimos o conjunto de Julia de f como a fron-
teira do conjunto K(f) = {z € C; f¥(z) » oo}. Portanto, J(f) = IK(f).

O complementar do conjunto de Julia é chamado conjunto de Fatou.

Observagao 3.2 O simbolo - significa que a sequéncia f*(z) ndo tende para co quando

k — oo.

Aqui estamos interessados nos conjuntos de Julia de polindmios que sao fractais.
O estudo da seqiiéncia f¥(z) para vérios valores iniciais z é conhecido como dindmica

complexa. Para mais detalhes consulte [5]].

Exemplo 3.7 Seja f(z) = z? entdo fX(z) = 22°. Nao ¢ dificil verificar que

lim ff(z)=0 para |z|<1;

k—o0
kli_)rilofk(z) =oo para [z]>1.
Além disso, para |z| = 1 temos que f*(z) pertence ao circulo |z| = 1, para todo k.
Portanto, K(f) é o disco unitario |z| <1 e o conjunto de Julia é a sua fronteita, ou
seja, o circulo unitario |z| = 1. Naturalmente, neste caso especial, o conjunto de Julia

nao é um fractal. [ |

Vamos considerar conjuntos de Julia de polindmios do tipo f.(z) = z? + ¢, com ¢
uma constante complexa.

Para definirmos o conjunto de Mandelbrot precisamos da nogao de conjunto co-
nexo. Dizemos que um conjunto A C R” é conexo se ndo existem conjuntos abertos
taisque UU V contém Ae ANU e ANV sao nao vazios e disjuntos. Intuitivamente,

ser conexo significa ser uma tnica “peca”.
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Defini¢ao 3.4 (Conjunto de Mandelbrot) Definimos o conjunto de Mandelbrot M como

o conjunto dos pardmetros ¢ para os quais o conjunto de Julia de f. é conexo. Entdo,
M ={ceC;]J(f,) é conexo.}.

O conjunto de Mandelbrot contém muita informacao sobre a estrutura dos con-

juntos de Julia. Por exemplo, podemos mostrar que ¢ € M se, e somente se, fX(0) -
oo (para mais detalhes consulte [5, p. 223]).

O conjunto de Julia com o Maxima

O seguinte comando do Maxima gera a imagem de um conjunto de Julia para
C=Xx+1y com x e Y reais:

julia(x,y,opgoes)

Ao final da tarefa, o aplicativo exibe a mensagem File julia.xpm was created e cria
um arquivo grafico no diretdrio de trabalho, no formato grafico XPM. Esse arquivo

grafico pode ser aberto com qualquer programa grafico.

O seguinte exemplo ilustra o uso do comando julia:

Exemplo 3.8 Vamos gerar o conjunto de Julia de f.(z) = z% + ¢ com ¢ = —0.55 + 0.6i.

Solugao:

Maxima
(%i518)1oad(dynamics)$
(%i519) julia(-0.55,0.6);

File julia.xpm was created

(%0426) false
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Os pontos pretos na figura acima sao o conjunto de Julia do Exemplo[3.8] A origem
encontra-se no centro do quadrado. A regiao apresentada corresponde a valores re-
ais e imaginarios menores que 1, 3 em valor absoluto. Os pontos que nao pertencem
ao conjunto de Julia foram representados com uma cor, que corresponde ao namero
de iteragoes antes de a sequéncia se afastar da origem mais do que duas unidades
(se depois de 40 iteragoes isso nao tivesse acontecido, o ponto continua pintado de
negro).

Para aumentarmos o nimero de iteragoes, usa-se a opgao levels no comando julia.

Por exemplo,

Exemplo 3.9 Vamos gerar o conjunto de Julia de f,(z) = z> + ¢ com ¢ = —0.75 + 0.1i

com 36 iteracoes.

Maxima
(%i520) julia(-0.75,0.1, [levels, 36]);

File julia.xpm was created

(%0427) false
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Podemos usar a opccao radius para reduzir o tamanho da regido mostrada no
grafico:

Exemplo 3.10 Vamos gerar o conjunto de Julia de f.(z) = z> + ¢ com ¢ = —0.75+ 0.1i
com 48 iteracoes e raio 1.

Maxima
(%i521) julia(-0.75,0.1, [levels, 48], [radius, 1]);

File julia.xpm was created

(%0428) false

Como 160 iteragoes (veja figura abaixo), eliminamos ainda mais pontos que nao
pertencem ao conjunto de Julia:
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Podemos gerar conjuntos de Julia com o pacote fractals do seguinte modo:

Maxima

(%i522)1oad(fractals)$

(%i523)n:10000%

(%i524)plot3d (julia_set, [x, -2, 1], [y, -1.5, 1.5],
[gnuplot_preamble, "set view map"],
[gnuplot_pm3d, true],[grid, 150, 150])

=

(%0429)

O conjunto de Mandelbrot com o Maxima

O seguinte comando do aplicativo Maxima gera a imagem de um conjunto de Man-
delbrot:

mandelbrot(opgoes)
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Ao final da tarefa, o aplicativo exibe a mensagem File mandelbrot.xpm was created
e cria um arquivo grafico no diretério de trabalho, no formato grafico XPM. Esse

arquivo grafico pode ser aberto com qualquer programa grafico.

O seguinte exemplo ilustra o uso do comando mandelbrot:

Exemplo 3.11 Vamos gerar um conjunto de Mandelbrot com 30 iteragoes.

Maxima

(%i525)1oad(dynamics)$

(%1526 )mandelbrot([levels, 30]);
File mandelbrot.xpm was created

(%0430) false

_Hﬁ“

O conjunto de Mandelbrot reune num tnico grafico todas as formas encontradas
nos conjuntos de Julia. Por exemplo,

Exemplo 3.12 Vamos gerar um conjunto de Mandelbrot com a ampliacao de uma
pequena regiao do conjunto, centrada no ponto 0.3 + 0.5i.

Maxima
(%1527 )mandelbrot([levels, 30]);

File mandelbrot.xpm was created

(%0431) false
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Podemos gerar conjuntos de Mandelbrot com o pacote fractals do seguinte modo:

Maxima

(%i528)1oad(fractals)$

(%i529)n:10000%

(%i530)plot3d (mandelbrot_set, [x, -2.5, 1], [y, -1.5, 1.5],
[gnuplot_preamble, "set view map"],
[gnuplot_pm3d, true],[grid, 150, 150]);

(%0432)
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3.3.6 Mais exemplos

Nesta secao, usaremos o pacote fractals para gerar outros fractais.

Exemplo 3.13 Desenhe o fractal gerado por cinco pontos, nos vértices e no centro
de um quadrado, com factor de redugao 1/3.

Solucao:

Maxima

(%i531)1oad(dynamics)$

(%1532)chaosgame([[0,0],[0,1],[1,0],[1,1],[0.5,0.5]],
[0.5,0.5],1/3, 2000,
[gnuplot_preamble, "pointsize=0.5"],
[gnuplot_term,ps],
[gnuplot_out_file,"fractall.eps"]);

(%0433) fractall.eps

contraction factor: 0.33333333333333

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 08 09 1
The chaos game with 5 points

Exemplo 3.14 Desenhe o fractal “arvore” dado pelas IFS:

-0.550 -0.179 -0.438
my = P11 = )

-0.179 0.550 0.382

—-0.246 0.193 -0.379
my = y P2= ’

0.275 0.365 0.538
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0.006 -0.014 —-0.283
ms = ; P3 =
-0.147 -0.459 0.490

Solugao:
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(%i537)ifs([1,2,3],[m1,m2,m3],[p1,p2,p3],[-0.283,0.490],30000,
[gnuplot_preamble, "pointsize=0.5"],[gnuplot_term,ps],
[gnuplot_out_file,"arvore.eps"]);

(%0440) arvore.eps

09

08 r

07 r

06

05

0.4 |

03¢

02r

01 |

-0.55 -05 -045 04 -0.35 -0.3 -0.256 -0.2 -0.15 0.1 -0.05

Exemplo 3.15 Desenhe o fractal dado pelas IFS:

0.0 0.577 0.0951
my = y P1= ;
-0.577 0.0 0.5893
0.0 0.577 0.4413
my = y P2 = ’
-0.577 0.0 0.7893
0.0 0.577 0.0952
M3 = y P3= .
-0.577 0.0 0.9893
Solugao:
Maxima

(%1538)1oad(dynamics)$
(%1539)m1: matrix([0.0, 0.577], [-0.577, 0.0]);
pl: matrix([0.0951], [0.5893]);
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3.4 Programando fractais com o Maxima

Também podemos gerar fractais programando como o aplicativo Maxima. Nesta
secao apresentaremos um algoritmo para gerar fractais pelo processo de autossimilari-

dade. O algoritmo € o seguinte:
1. Inserir as fungoes iteradas;
2. Definir uma lista de pontos iniciais;
3. Inserir o numero de etapas (ou iteragoes) que o Maxima devera executar;

4. Gerar a lista de pontos que compoe uma determinada etapa do fractal;

)]

. Ligar os pontos por segmentos de reta.

Exemplo 3.16 Faca um programa para gerar a Curva de Koch.

Solugao: No apéndice apresentaremos a programacgao passo a passo.

Maxima
(%i543)f[1]1(X):=1/3%X$
(%i544)£[2](X):=1/3*[X[1]*0.5-float(sqrt(3))=*X[2]%0.5,

float(sqrt(3))*0.5«X[1]+0.5xX[2]]+[1/3,0]$
(%i545)f[3](X):=1/3*[X[1]*0.5+float(sqrt(3))*X[2]%0.5,

-float(sqrt(3))*0.5+X[1]+0.5+X[2] ]
+[1/2,float(sqrt(3))/6]$



169

Curva de Koch

Exemplo 3.17 Faga um programa para gerar cinco iteragoes da Curva de Peano.

Solugao:
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™
<

ouesd ap BAIND

iteragao: 1

™
<

ouesd ap BAIND

iteragao: 2

™
<

ouesdap BAIND

iteracéao: 3
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Curva de Peano

04 086 08
iteracao: 4

Curva de Peano

04 086 08
iteracéo: 5
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Exemplo 3.18 Neste exemplo programamos um fractal de nossa autoria, o qual cha-
mamos “Arvore de Natal.”

Solugdo: Vamos gerar o fractal “Arvore de Natal”.

arvore de natal
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