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Caleulo I

TS picos arordados Nos exerciaios.
Tépicos 4 * O espaco R" e suas propriedades;

. .. ¢ Vetores, norma, produto escalar e produto vetorial;
Métodos e Técnicas 5 ’ P P ’

» Equacdo de retas, planos e esferas;

Enunciados 6

* Limite e continuidade de funcdes vetoriais;
IDiezs : * Derivada e integral de funcdes vetoriais;
Respostas 10 * Reta tangente e comprimento de curva.

Contelddos essenciais para resolugdo dos
exeraicios.

* Geometria plana e espacial;
¢ Geometria analitica;
* Limite e continuidade de funcdes de uma varidvel;

* Derivacao e integracao de funcdes de uma varidvel.



» Utilizando as regras imediatas de limite, derivada e integral,
efetuam-se os calculos em cada componente nos seguintes

) exercicios.
Calculo componente a

componente e
otimizacgdo.
» Utiliza-se o teste da segunda derivada para determinar o

minimo da fun¢do f, nas seguintes questdes.
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Faca o que se pede:
(a) Qual a distancia do ponto A = (=3,2,1) ao plano x = 1?

(b) Encontre o centro e raio da esfera

63
x2+y2+z2—3x—8y—7z=7.

Responda:
(a) O que € a superficie (x — D2+ (z+3)? =25n0 espago
tridimensional R3?

2

(b) O que é a superficie x> = z> o espaco tridimensional R*?

(c) Qual € a intersecao das duas superficies? Desenhe ambas.

Um cupim se move sobre um cubo unitario limitado pelas
paredes x =0, x =1,y =0,y =1,z =0, z = 1 do ponto
A = (3/10,7/10, 1) para o ponto B = (1,7/10,4/10). Calcule o

comprimento da trajetdria mais curta que passa sobre duas faces.

Encontre o angulo entre a diagonal de um cubo e a diagonal

de uma de suas faces (com uma extremidade comum).

Mostre que se d@ e b sdo vetores ndo nulos, entdo ¢ =

|b|d + |d|b divide o angulo ente d e b a0 meio.
Faca o que se pede:

(a) Encontre um vetor ndo nulo ortogonal ao plano que contém
os pontos A = (-2,3,2), B=(2,5,2),C = (4,2,-1).

(b) Encontre a drea do tridangulo ABC.
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Faca o que se pede:

(a) Parametrize a reta perpendicular ao plano que contém A =
(1,1,1), B=(2,3,4)e C = (4,5,6) e passando por A.

(b) Encontre a equagdo ax + by + cz = d do plano contendo os
pontos A, Be C.

Use o volume para determinar se A = (1,1,3), B =
(2,-2,5),C=(4,2,1)e D = (2,-2,6) estao no mesmo plano.

Calcule a menor distanciadaretax = 1+¢, y=1-2¢t, z =
3 — ¢t para a origem (0,0, 0).

Parametrize a reta que contém o ponto A = (2, 1, 3) e que

interceptaaretax = 1 +¢, y = 1 —1, z = 2t perpendicularmente.

Parametrize a curva que € intersecao do paraboloide elip-

tico z = x2 + 2y? e o cilindro ctbico y = 2 + x°.

Duas particulas viajam ao longo das curvas no espago
r(t) = 12,83 erp(t) = (1 +26, 1+ 61, 1 + 141).

(a) As particulas colidem?

(b) As trajetorias das particulas tem um ponto em comum?

Encontre o ponto de intersecdo das duas retas tangentes a
curva
r(t) = (sen(mt), 2sen(nt), cos(mt))

nos pontosemquet =0et =1/2.

Uma particula se movendo ao longo da curva r(¢) tem a
propriedade que r”(¢) = (2,0, —cos(2¢t)). Sabemos que r(0) =
(1,2,1) e r’(0) = (2,0,0). Calcule a curva r(z).

Calcule o limite, se existir,

lim
t—0

1 —cost e —1 (t+1)2-1
2 7t T+ D2=-3¢+D)+2)°
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Faca o que se pede:

(a) Encontre o comprimento da curva
r(t) = (13,241, 61%)
parat € [0,5].

(b) A projecao da curva acima no plano xz € a curva em duas

dimensoes
p(t) = (£,6%).

Encontre seu comprimento para ¢ € [0, 5].



Utilize de completamento de quadrados

para determinar o centro e o raio da esfera.

Resolva o sistema por casos, por exem-
plo, considere x = z.

Desenvolva as duas faces do cubo num
plano e calcule o comprimento do segmento

com extremidades nos pontos desenvolvidos.

Considere o cubo unitdrio com um vér-
tice na origem do sistema cartesiano ortogo-

nal tridimensional.

W5 Para0 < 6 < mentre i e v use cos() =
(i, V)
|id] - V]

A é4rea de um paralelogramo gerado pe-
— — — —
los vetores AB e AC € dada por [|[AB x AC H

Recorde a interpretagdo do produto ve-
torial entre dois vetores.

O volume de um paralelepipedo gerado
por iZ, v e w é a norma do produto misto entre

esses vetores.

Defina f(#) como o quadrado da dis-
tancia do ponto (1 +¢,1 —2¢,3 —¢) ao ponto
(0,0,0).

O plano que contém A e perpendicular
a r serd muito util.

Fagax =t.

As particulas colidem se houver um
instante ¢ tal que r{(t) = ro(t). E, as trajeto-
rias tém um ponto em comum se a equagao

r1(t1) = ra(tp) possuir solucdo.

Uma equagdo da reta tangente a uma
curvar em tg € a(t) = r(ty) + tr'(tp).

Integre diretamente a fungdo vetorial

e use as condig¢oes iniciais.
'8 58 L Hospital no primeiro limite.

Aplique a férmula do comprimento L
b
de uma curvar em [a, b], L = f I (2)||dt.
a



Faca o que se pede:
(a) Qual a distancia do ponto A = (=3,2,1) ao plano x = 1?

Solucao: A distancia de um ponto Py = (xo, Yo, Z0) a0 plano ax + by + cz + d = 0 € dado pela

formula

_laxo + byo + czo + d|
Va2 + b? + ¢
No nosso caso, temosa =1, b=c =0, d = -1,x9 = -3, yo = 2, e zo0 = 1. Substituindo

esses valores diretamente na formula, obtemos p = 4.

(b) Encontre o centro e raio da esfera
63
x2+y2+z2—3x—8y—7z: D
Solucdo: Faremos completamento de quadrados, assim
63
x2+y2+y2—3x—8y—7z=7
€ escrevemos
2 2 2 2
3 7 63 3 7
(x2—3x+(§) )+(y2—8y+42)+(z2—7z+ (5) ): ?+(§) +42+(§) ,
dai segue
3\? 2 7\ 2
(X_E) +(y—-4) +(z—§) = (\/@) :

Agora € ficil verificar que o centro da esfera é (%, 4, %) e seu raio é V62.

10



Responda:
(a) O que € a superficie (x — D2+ (z+3)2=25n0 espaco tridimensional R3?

Soluciio: Fazendo a interse¢io do plano y = ¢ com a superficie (x — 1)2 + (z + 3)> = 25
teremos um circulo de centro (1,7, —3) e raio 5 contido no plano y = ¢. Assim, a superficie
em questao € uma unido de circulos disjuntos, ou seja, um cilindro reto tendo como eixo a reta

x =1,y =t, z =-3. Como na imagem abaixo:

=4

(b) O que é a superficie x> = z? no espaco tridimensional R3?

Soluciio: A equagio x*> = z? é equivalente a equacio x> — z> = (x — z)(x + z) = 0, cujo o

gréfico € a unido dos planos x + z = 0 e x — z = 0, como na imagem abaixo.

20

50 - . -
& Y -20 b 10 20 30 a0
I
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(c) Qual € a intersecdo das duas superficies? Desenhe ambas.

Solucdo: Precisamos resolver o sistema

x2 =272
(x— 12+ (z + 3)2 = 25.
Para isso, vamos dividir em casos:

Caso 1. Neste temos x = z. Fazendo z = x na segunda igualdade do sistema, obtemos a

equacio do segundo grau (x — 1) + (x + 3)? = 25, cujas solugdes sio

-2+ V34
X=—.
2
Caso 2. Neste temos x = —z. Fazendo z = —x na segunda igualdade do sistema, obtemos a

equacdo do segundo grau (x — 1)? + (—x + 3)? = 25, cujas solucdes sdo

4 + V41
X = .
2
Assim, a intersecao das superficies em (a) e (b) € a unido das seguintes quatro retas, com
A eR:
-2+V34 -2+vV34
(X, y,2) = \/_, 0, V34 + (0, 1,0);
2 2
-2-v34 -2-+v34
(x,y,2) = \/_, 0, i + (0, 1,0);
2 2
4+ V41 4+ V41
(X,y,Z) = \/_50’_ \/_ +/1(0’ 17O)$
2 2
4 — V41 4 - V41
(x,y,2) = \/_ 0, - V41 + A(0,1,0).
2 2
O grafico € o seguinte

12



Um cupim se move sobre um cubo unitdrio limitado pelas paredes x = 0, x = 1, y = 0,
y=1,z=0,z=1doponto A = (3/10,7/10, 1) para o ponto B = (1,7/10,4/10). Calcule o

comprimento da trajetéria mais curta que passa sobre duas faces.

Solucio: Primeiro observe que A pertence ao plano z = 1, B pertence ao plano x = 1 e que

esses dois planos possuem a reta em comum

r: X=(1,0,1)+ A(0, 1,0).

7 2 4 2
ae.py=[[1- 1)+ (1-)

Olhando para esta ultima igualdade, pode-se ver que o minimo ocorre quando 4 = 7/10 e By

(1, 17—0, 1) € o ponto da reta r mais préximo de B, e que a distancia de B a reta r € igual a d(B, r)

d(B, By) = 3.

Se P=(1,4,1) € r, entao

Assim, fazendo uma rotag¢ao da face que estd contida no plano x = 1 em torno da reta r, até que
esta face esteja contida no plano z = 1 e que nao coincida com outra face (como na imagem abaixo),
o ponto correspondente ao ponto B serd

7 4

B :(1+d(B,r), ——

+d(B,r)) = (16 ! 1).

10" 10°

Veja a imagem abaixo: Assim, o comprimento da trajetoria mais curta serd d(A, B’) = }—(3):

rX=01,01)+A(0,1,0

13



Encontre o dngulo entre a diagonal de um cubo e a diagonal de uma de suas faces (com
uma extremidade comum).

Solucdo: Observe que a solucdo independe de qual cubo estamos tratando. Entdo considere
o cubo cujos vértices sdo A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (0,1,0), D = (0,0,1), E = (1,1,0),
F=(,01),G=(,1,1)e H=(1,1,1). Considere agora a diagonal AH do cubo e AE de uma
das faces. Veja que o vértice A € comum a essas duas diagonais. Precisamos determinar o angulo
entre # = AH = (L1,1)ev = AE = (1,1,0). Se a € esse dngulo, entdo

Logo, @ = arccos %. Veja que temos dois valores possiveis para arccos %, um agudo e outro

obtuso. No caso consideramos o angulo agudo.

4 P = 57 o e A -
Mostre que se d e b sdo vetores nao nulos, entdo ¢ = |b|a + |a|b divide o angulo ente a e
b ao meio.

Solucdo: Seja0 < 0; < wroanguloentre de ¢, e 0 < 6, < 7 o Angulo entre ¢ e b. Veja que

estamos considerando #; e #, como sendo angulos agudos entre os vetores. Neste caso, para provar

que 61 = 6, é suficiente provar que cos(6;) = cos(#,). Assim

(d,6) _(a|bld + |d|b)

csCUSZE @l
_ 1bl@, a) + |aia, by _ |bllal* +1dl(a, by
|d@l|¢] |dl|¢]
_|Blld@| +4d, by _ 1bI*|al + |b(d, by
TR
_ (B.b)al +1bika, by _ (ldlb +1bld, by
) 1611¢] 1611¢]
= <f’ b = cos(6,).
1111

Logo, 61 = 6, e portanto, o vetor ¢ divide o dngulo entre os vetores d e b ao meio.
Faga o que se pede:

(a) Encontre um vetor ndo nulo ortogonal ao plano que contém os pontos A = (-2,3,2), B =
(2,5,2),C =(4,2,-1).

14



(b)

(a)

(b)

Solucdo: O plano que contém os pontos A, B e C € paralelo ao plano gerado pelos vetores

— — . —_—  — —

AB = (4,2,0) e AC = (6,—1,-3). Assim, como o vetor AB X AC € ortogonal aos vetores AB
—

e AC, entdo ele € ortogonal ao plano gerado por eles e consequentemente € também ortogonal

ao plano que contém os pontos A, B e C. Portanto, o vetor

— —
AB X AC = (-6,12,-16)
€ uma solucdo para este problema.

Encontre a drea do tridngulo ABC.

Solucdo: A drea do tridngulo ABC € igual a metade da drea do paralelogramo determinado

— —
pelos vetores AB e AC. Assim, se S € a drea do tridngulo ABC, entao

1
S=3 H,ﬁ X A_C’H — V109,

Faca o que se pede:

Parametrize a reta perpendicular ao plano que contém A = (1,1, 1), B = (2,3,4) e C = (4,5,6)
e passando por A.

— —

Solucao: De modo anédlogo ao item (a) da questdo 1.6, o vetor AB X AC € ortogonal ao plano

que contém os pontos A, B e C, e portanto tem a mesma direcao da reta que procuramos. Além
— —

disso, tal reta passa pelo ponto A. Assim, como estareta tem a direcdode ABXAC = (-2,4,-2)

e passa pelo ponto A = (1, 1, 1), sua equacao na forma vetorial é
(x,y,2) =(1,1,1) + 2(=2,4,-2).

Escrevendo esta equagdo na sua forma paramétrica, obtemos

x=1-21
y=1+42
z=1-24

o qual é uma solugdo do problema.

Encontre a equagdo ax + by + cz = d do plano contendo os pontos A, B e C.

Solucdo: Para obter a equagdo de um plano, € suficiente termos um ponto e um vetor ortogonal
ao plano. J4 temos o ponto A (por exemplo) e também ji vimos que o vetor

—_— =
AB X AC = (-2,4,-2)

15



¢ ortogonal ao plano que passa pelos pontos A, B e C. Assim, um ponto P = (x, y, z) pertence

ao plano que procuramos se, € somente se,
—
AP - (ABx AC) =0,

ou
(x_lay_l,z_l)'(_274a_2) :0’

da qual resulta
-2x+4y-2z=0

que € a equacao solicitada.

Use o volume para determinarse A = (1, 1,3), B = (2,-2,5),C=(4,2,1)e D = (2,-2,6)
estdo no mesmo plano.

— —
Solucao: Os pontos A, B, C e D ndo estdo no mesmo plano se, e somente se, os vetores AB, AC
—
e AD determinam um paralelepipedo de volume n@o nulo. Neste caso, o volume do paralelepipedo
—_— = —
determinado pelos vetores AB, AC e AD é dado por

—_— — =
V = |AB - (AC x AD)| = 10.

Portanto, os pontos A, B, C e D ndo estdo no mesmo plano.
Calcule a menor distanciadaretax = 1++¢ y =1-2f, z =3 — ¢ para a origem (0, 0,0).

Solucao: Seja f () o quadrado da distancia do ponto (1 +1¢, 1 —2¢,3 —¢) ao ponto (0, 0,0). Entao
fO=1+)>+0-20>+B-1)> =62 -8r+11.
O minimo de f acontece para f’(t) = 0. Como
f(@) =12t -8,

teremos que o zero acontece para t = 2/3. Como
2
f” (3) =12 > 0,

)_5\/5

pelo teste da segunda derivada teremos que a menor distancia da origem a reta € f ( ===

Wl

Parametrize a reta que contém o ponto A = (2, 1,3) e que interceptaaretax =1 +1, y =
1 — ¢, z = 2t perpendicularmente.

16



Solucdo: Seja r a reta dada no enunciado. Um vetor diretor dareta r é u = (1, —1,2). Considere
o plano 7 que contém A e é perpendicular ao vetor ii. Se P = (x,y, z) é um ponto de 7, a equagio

dem é
—

0=AP-u=(x-2y-1,z-3)-(1,-1,2) =x -y +2z-17,
ou seja, x —y + 2z = 7. A intersecdo de m com r ocorre para

A+)-A-1)+22t) =7,

ousejat = %. O ponto B da intersec¢do de 7 com r €

7 7 .7 13 1 14
B=(1+-,1-=-2-]=—,—,—]|.
( e 6’6) (6’6’6)
A reta que procuramos tem como vetor diretor um multiplo de

— 13 1 14 1 7 4
AB = (3‘2"5‘1’3‘3) = (a"a"a)’

ou seja, v = (1, -7, —4). Entdo a reta pedida tem equacgio
(xa y’ Z) = (2’ 1’ 3) + t(la _75 _4)’

istoé,x=2+t,y=1-Ttez=3-4t.

Parametrize a curva que ¢ intersegdo do paraboloide eliptico z = x? + 2y? e o cilindro
ciibico y = 2 + x°>.

Solucao: Fazendo x = ¢ temos que as equacdes paramétricas da interse¢cdo do paraboloide
eliptico z = x2 + 2y? e o cilindro ciibico y = 2 + x3 sdo
X =t
y=2+1
7= +2Q2+ 1)

Podemos ver a intersecao no gréfico abaixo:

17



Duas particulas r{ (1) = (¢, 23 ery(t) = (1 +26,1 + 61,1 + 141) viajam ao longo das

curvas no espacgo.

(a)

(b)

As particulas colidem?

Solucao: As particulas colidem se existir solu¢do para a equacdo ri(¢t) = rp(¢). Igualando

coordenada a coordenada, temos

t=1+2t
2 =1+6t
=1+ 14z
A Unica solucdo da primeira equagdo € t = —1, e como este valor ndo satisfaz as outras duas

equagdes, o sistema ndo possui solucdo. Portanto, as particulas nao colidem.

As trajetdrias das particulas tem um ponto em comum?

Solucdo: As trajetdrias t€ém um ponto em comum se a equagao r1(t1) = ra(t2) tiver solugdo.

Igualando as coordenadas, temos

tH=1+2
12 =1+ 60
£ =1+ 141.

Da primeira coordenada da equagao, segue que

-1
2

t =

Substituindo na segunda coordenada da equagdo, temos

t:16 )
= et)

do qual obtemos
7 =3t +2=0.

Cujas solucdes sao t; = 1 ou t; = 2. Fazendo ¢; = 1, teremos t, = % = 0. Estes valores

satisfazem a terceira equagdo do sistema. Assim, 7; = 1 e £, = 0 € uma solucdo do sistema.

Agora, analisando o outro valor obtido, #; = 2, temos t; = % = % E como estes valores

satisfazem a terceira equacao tf = 1+ 141, , entdo o sistema tem outra solu¢dot; =2 et = %

Portanto, as trajetérias tem dois pontos em comum.

18



Encontre o ponto de intersecdo das duas retas tangentes a curva
r(t) = (sen(mt), 2sen(nt), cos(mt))

nos pontosemque t =0etr = 1/2.

Solucio: Temos
r'(t) = (mcos(mt), 2m cos(nt), —msen(nt)).

A equacdo vetorial da reta tangente a curva r(¢) no pontot = 0 é
a(t) =r(0) +tr'(0)

segue entao
a() =(0,0,-1) +t(—m, —2n,0) = (—nt, —2nt,-1).

Do mesmo modo, a equagdo vetorial da reta tangente a curva r(¢) no ponto t = % é
B) =r(1/2) +tr'(1/2)

dai

B =(1,2,0) +¢(0,0,-m) = (1,2, —nt).
Se P € um ponto de intersecao das retas, entao existem ¢; e 7, tais que
P =a(ty) = B(12).

Igualando coordenada a coordenada da segunda igualdade, teremos o seguinte sistema:

nt1 =1
2nty =2
1 =-ntp

cuja solucdo é 7; = 1 e, = =L, O ponto da intersecdo portanto é
] ¢ p p p ¢aop

P=(1,21).

Uma particula se movendo ao longo da curva r(¢t) tem a propriedade que r”(¢) =
(2,0, — cos(2t)). Sabemos que r(0) = (1,2,1) e r’(0) = (2,0,0). Calcule a curva r(z).

Soluciao: Como r”(t) = (2,0, — cos(2t)), entdo

r'(t) = fr”(t)dt
= (f 2dt,f0dt,f(—cos(2t))dt)
1

= (2t, 0, —Esen(2t)) + (¢1,¢2,¢3)
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em que (ci, ¢, c3) € um vetor constante. Resolvendo a equagdo r’'(0) = (2,0,0), obtemos
(c1,¢2,¢3) = (2,0,0). Logo
1
r'(t) = (2 + 21,0, —Esen(2t)) )

Integrando novamente obtemos

r(t) = fr'(t)dt
= (f(2t+2)dt,f0dt,f(—%sen(Zt)) dt)
1

- (t2 + 21,0, 7 cos(2t)) + (X0, Y0, 20)

sendo (xo, Yo, Z0), também, um vetor constante. Resolvendo a equacao r(0) = (1, 2, 1), encontramos

(X0, Y0, 20) = (1, 2, %)
Portanto as curvas de nivel sdo pardbolas ctbicas

1 3
r(t) = (r2 +2t+1, 2 Zcos(Zr) + Z)'

Calcule o limite, se existir,

, (l—cost e —1 t+1)2-1 )
lim .

27t T+ 1)2=-30t+1)+2

t—0

Soluc¢ao: Vamos verificar que os limites de cada coordenada existem, entdo o limite acima existe

e éigual a

lim , lim , lim
=0 12 =0 t =0 (t+1)2=-3(t+1)+2

No limite da primeira coordenada, usamos a regra de L'Hospital, assim

( 1 —cost -1 t+1)2-1 )

1 —cost . sent 1
lim =lim—— = —.
=0 12 1—0 2t 2

Na segunda coordenada, ja sabemos que

t_ 1 d t
lim ¢ - & =¥ =1.
t—»0 1 dt =0
E na terceira coordenada, temos
(t+1)2-1 ot +2) . t+2
im = lim =lim — = -2.
=0 (t+1)2=3t+1)+2 —0t(t—1) —0zr—1
Portanto,
. [1-cost e -1 t+1)2-1 1
lim , , =[=,1,-2].
—0 12 t t+1D2=-3¢+1)+2 2

Faca o que se pede:

20



(a) Encontre o comprimento da curva
r(r) = (£,24t,61%)

parat € [0, 5].
Solucio: Temos /() = (312,24, 121). O comprimento da curva r € dado por

5
L= f I (6)lldt
0

5
= f \/(3t2)2 + 242 + (121)%dt
0
5
= f \/9(t2 + 8)2dt
0

5
:f 3(¢ + 8)dt
0
= 245.

(b) A projecdo da curva acima no plano xz € a curva em duas dimensoes

p@t) = (3,61%).

Encontre seu comprimento para ¢ € [0, 5].

Solucio: Temos p’(t) = (312,121). O comprimento da curva p é dado por

5
L=f lp’ ()|t
0
5
- f \/(3t2)2+(12t)2dt
0
5
:f 3tV + 16
0

- [(t2+ 16)%]5
0
= 41V41 - 64.
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Caleulo |l

FuncSes de vérias varidveis

TS picos arOrdados NOs exercicios.

Tépicos 22 * Dominio e imagem fungdes de vérias varidveis;

Meétodos e Técnicas 23 Curvas de nivel;

Superficies de nivel;

Enunciados 24
* Grifico de fungdes de vdrias varidveis;
Di 2 - o ~ L e
cas 6 * Limite e continuidade de func¢des de vdrias varidveis.
Respostas 27

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

* Nocgoes sobre dominio e imagem de fun¢@o de uma varidvel

real;
* Geometria plana e espacial;

e Geometria analitica;

Construcao de gréficos de funcdes de uma varidvel real;

Comandos basicos de algum aplicativo matemético de com-
putacao algébrica e simbdlica;

Limite e continuidade fun¢des de uma varidvel real.
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* Nos exercicios que seguem utilizam-se as intersecoes da

funcdo com os planos coordenados, curvas de nivel e curvas

Esbogo de gréficos. de contorno para esbocar o grafico de funcdes de duas
varidveis. Determinar o dominio e a imagem das fungdes é
indispensdvel.

* Aplicacdo do Teorema do Confronto para os seguintes exer-
Aplicacdo da definicdo e cicios de limite e continuidade.

teoremas de limites para
funcdes de varias

variaveis. o~ - ~ - P
* Defini¢do de continuidade em fungdes de varias varidveis.
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Encontre as curvas de nivel da fungdo f(x,y) = x> + y.
(As curvas de nivel sdo as curvas dadas por f(x,y) = c em que ¢

¢ uma constante.)

Encontre o dominio e a imagem da funcdo f(x,y) =
2 _
log (x2 1) e faca o grafico.
y —

Encontre as curvas de nivel da funcao

XYy
xy) = —0——,
1) x2+y?

e esboce os gréficos das curvas de nivel e da fungdo.
Seja a funcdo
f(x,y,2) =4y* + 22 — x — 16y — 47 + 20.

Que tipo de superficie é a superficie de nivel f(x,y,z) = 0?
Esboce o grafico da mesma.

Responda:

2
(a) Considere a funcdo f(x,y) = x—y‘ Existe
4x2 + y?2
lim x, v)? Qual seu valor?
(x,y)—>(0,0)f( 1

(b) E possivel dar um valor a £(0,0) de modo que f seja
continua em (0, 0)? Justifique.

Faca o que se pede:

2

(a) Estude a fungdo f(x,y) = X
4x2 — 2

imagem, curvas de nivel e esboce o gréfico.

em relagdo a dominio,
(b) Existe lim f(x,y)? Qual seu valor?
(x,y)—(0,0)

(c) E possivel dar um valor a f(0,0) de modo que f seja
continua em (0, 0)?
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eeeo0 Responda:

xXy=-Jy
x2—x+2xy -2y

lim (x, ¥)? Qual seu valor?
(x,y)—>(1,2)f TR

(a) Considere a funcdo f(x,y) = . Existe

(b) E possivel dar um valor a f(1,2) de modo que f seja
continua em (1,2)? Justifique.

ee0coO Use um computador para desenhar a superficie de nivel

0000 Descreva o conjunto dos pontos nos quais a fung¢do f seja
continua:

@ f(xy)=In (f)
y

) flxy) =22
x—y
sen (y/x2 + y?
© f(xy) = ( ) se (x,y) # (0,0) e £(0,0) = 1.
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23 1| Isole a varidvel y. Para ¢ € Imy estude

2

2/92 Analise numerador e denominador simul- ¢ = X

A . o . T A2 — 2
taneamente e estritamente positivos e em seguida 4x5—y
negativos. para os diferentes valores possiveis de c.

Estude a equagdo para ¢ = 0 e para ¢ # 0. Use fatorag@o para encontrar uma fun-

) ¢ao continua.
Complete quadrados e observe o gréfico das

curvas em cada plano coordenado. Use o software MAXIMA, Geogebra

x2 ou Maple.
Observe que g(x,y) = 4x2—+y2 € limitada.

Considere o numero real dado por u =
\/x% + y? e faga uma substitui¢do de varidvel.
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Encontre as curvas de nivel da funcdo f(x,y) = x> + y. (As curvas de nivel sio as curvas
dadas por f(x,y) = ¢c em que ¢ € uma constante.)

Solucdo: Fazendo f(x,y) = ¢, temos x> + y = ¢, que implica y = —x°

+ c¢. Abaixo, o0 esboco de
algumas curvas de nivel.

Encontre o dominio e a imagem da fungao

x2-1
f(xy) = log (y2 - 1)

e faca o gréfico.

Solucao: Devemos ter
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e isto ocorre se o numerador € o denominador forem ambos estritamente positivos ou ambos estrita-

x2-1>0
y2—1>0,

temos {x, y} C (—oo,—1) U (1, +00). Ou se

x2-1<0
y2—-1<0,

temos {x, y} C (=1,1). Assim, o dominio de f é

mente negativos. Isto €, se

S =1{(xy) € R? {x,y} C (=e0,=1) U (I, +0) ou {x, y} C (=1, )}.

O gréfico do dominio € o seguinte

[ |
[ 3 |
[ |
[ |
[ |
| 2 |
[ |
[ |
[ |
[ |
__________ T .
I I
I I
I I
3 2 -|1 a i 2 3
I I
I I
I I
__________ _r———.q..—————i__________
[ |
[ |
[ |
| -2 |
[ |
[ |
[ |
[ . |
[ ) |
Seja k € R, tal que
2
x =1
k =log —
ye—1
Sea € (0,1)U (1,+00) € base do logaritmo, entdo
2.1
k
a“ = 1
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Entdo, para termos f(xg, yo) = k, basta tomarmos o ponto (xo, yp) = (Vak + 1, \5) e € facil verificar
que f(Va* +1,V2) = k. Portanto, Im(f) = R, a imagem de f é o conjunto de todos os nimeros

reais.

Encontre as curvas de nivel da funcao

x—y
X, = 5 5>
fxy) Tt

e esboce os graficos das curvas de nivel e da fungdo.

Soluc¢io: Tomando f(x,y) = ¢, temos ¢ =

5 5 Se ¢ =0, entdo x = y. Se ¢ # 0, teremos
X +y

1 1
2 +yt——x+-y=0,
c c

completando quadrados obtemos

1 2+ L 2
X - — — =
2¢ Y 2¢ 2c2

Que sao equagdes de circunferéncias de centro (Z—IC, —%) e raio ﬁl O grifico de algumas curvas
-

de nivel estd na imagem abaixo:

O grafico da fungao é:
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Seja a funcdo
f(xy,2) =4y* + 22 — x — 16y — 4z + 20.

Que tipo de superficie € a superficie de nivel f(x,y, z) = 0? Esboce o grifico da mesma.

Soluciio: Da igualdade 4y* + z> — x — 16y — 4z + 20 = 0 e fazendo completamento de quadrados

encontramos a seguinte equacao

(y-2)?
1

1
Para cada x > 0 temos que sua projecao no plano yz € uma elipse, € como x em cada dire¢ao no plano

+(z=-2)2 =x.

xz € dado por uma poténcia de segundo grau, isto €, uma pardbola. Portanto, a funcdo representa
um paraboloide eliptico. Seu gréfico é:
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(a)

(b)

(a)

Responda:

2

. ~ X°y . .
Considere a funcao f(x,y) = —————. Existe lim x,y)? Qual seu valor?
60 £ (%,7) = 1= mFen? Q

2
Soluc¢ao: Primeiro veja que a funcdo g(x, y) = LA limitada, pois
4x2 + y?

2 X2

X 1
0<gx,y)=—F—5<-—5=-.
8(x.) 4x2 +y2 ~ 4x2 4

E a funcdo h(x,y) = y satisfaz ( l)in%O 0 h(x,y) = 0, nessas condi¢des, o limite do produto
X,y)— (U,

g(x,y) - h(x,y) quando (x,y) — (0,0) € igual a zero, isto &, (X’yl)iil%o,o)g(x, y) - h(x,y) = 0.
Portanto,
. . x’y .
o ) = o T2 4 32 o 8 V) B Y) =0,

E possivel dar um valor a £(0,0) de modo que f seja continua em (0, 0)? Justifique.

Solucao: Para que a funcao f seja continua em (0, 0), devemos ter ( l)irr%0 0 f(x,y) = £(0,0).
X,y)— (U,

Como lim f(x,y) =0, entdo basta definir f(0,0) = 0, e assim f serd continua.
(x,y)—(0,0)

Faca o que se pede:

2

X
Estude a funcdo f(x,y) = R em relacdo a dominio, imagem, curvas de nivel e esboce
X5 =Yy

2
o gréfico.

Solucio: O dominio de f € o conjunto

Dy = {(x,y) € R} 4x* —y* # 0}
= {(x,y) € R%; y # 2xey # —2x}.

O grafico do dominio estd na imagem abaixo, e as retas y = 2x e y = —2x estdo brancas para

significar que ndo pertencem ao dominio de f.
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Para que o nimero real ¢ pertenca a imagem de f, € suficiente que o conjunto solu¢do da

equacio
c= —x2
C 4x2—y2
seja ndo vazio. Desta ultima equagdo, segue que
cy2 = (4¢c - Dx? (D)
Para ¢ # 0, da equagdo acima, temos
4e -1
=" 2. )
c
Da qual resulta
4c -1
> 0.
c

Se ¢ > 0, entdo da equagdo acima, 4c — 1 > 0 e portanto ¢ > %. Se ¢ < 0, entdo ja teremos
necessariamente 4c — 1 < 0. E como 0 pertence a imagem de f, pois f(0,1) = 0, entdo o
conjunto imagem de f €

1
Imfz{ceR; c<00chZ}U{O}

1+
—_ o0|.
4’

Agora, vamos encontrar as curvas de nivel da funcdo f. Lembrando que o ponto (0,0) ndo

= (=c0,0] U

estd no dominio de f, segue da equacdo (1) que a curva de nivel f(x,y) =0éaretax =0
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menos a origem (0, 0).

E da equacgdo (2), as curvas de nivel f(x,y) = ¢ # 0, sdo as retas

4e -1
c

y== X

menos a origem (0, 0)

Abaixo o gréfico de algumas curvas de nivel

(b) Existe lim  f(x,y)? Qual seu valor?
(x,y)—(0,0)

Solucido: Considere os caminhos a(t) = (,0) e az(t) = (0,1). E facil verificar que
lir% a;i(t) = @;(0) = (0,0) e que a;(t) # (0,0) Vr#0,eVie {l,2}. Temos que
t—

12 1
li 1)) =i t,0)= i — ==
zgl(l)f(al()) ([’0)1_{1(10,0)]‘(,0) (1,0)21(10,0)4-z2—02 4
e também
02
li )= 1 0,7) = 1 =———=0.
tf&f (@2(9) (Qz)gl(lo,mf G (Qz)gr(lo,O) 4.0%2-1¢2
Como

lim £ (a1 (1)) # lim f(az(1))

entdo o limite lim  f(x, y) ndo existe.
(x,y)—(0,0)

(c) E possivel dar um valor a £(0,0) de modo que f seja continua em (0, 0)?
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Solucio: Para que f seja continua em (0, 0), seria necessdrio que ( l)irr%o 0 f(x,y) = £(0,0),
X,y)—
mas pelo item (b) acima, tal limite ndo existe, e portanto a descontinuidade de f no ponto

(0,0) nao é removivel.
Responda:

(a) Considere a fungdo f(x,y) =

Xy —y . .
. Existe lim x, y)? Qual seu valor?
x2—x +2xy -2y (x,y)—(1,2) Foay?Q

Solucdo: Temos

xXy—y
lim x,y) = lim
(x.y)—(1,2) AR (x)—(12) x2 — x + 2xy — 2y
_ lim (x—Dy
(xy)—=12) (x — 1) (x + 2y)
_ : Y
= im
(xy)—(12) X + 2y
2
5

Portanto, o limite existe e € igual a %

(b) E possivel dar um valor a £(1,2) de modo que f seja continua em (1,2)? Justifique.

Solucio: Sim, € possivel, pois para que f seja continua no ponto (1, 2), basta definir

2
f(1,2) = hm fxy) =3

—(12)

Use um computador para desenhar a superficie de nivel f(x,y,z) = 4 sendo f(x,y,z) =

12 + y2 + 7% + x2y2 72,

Solucdo: Se escolhermos o “Maple”, basta digitar “with(plots)” apertar a tecla “Enter” do

teclado, e em seguida digitar “implicitplot3d(4 = x* + y? + 722 + x?y?z%,x = =2.2,y = -2..2,7 =

—2..2)” e apertar “Enter” novamente. A superficie serd plotada como na imagem abaixo:
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with( plots

[aniiixfe r)mz'ma?e3af_ animatecurve, arvow, changecoords, complexplot, complexplot3d, conformal, conformal3d contourplot, coniourplot3d coordplot, coordplot3d, densityplor,
display. dualaxisplot, fieldnlot, fieldplot3d gradplot, gradplot3d implicitplot, implicitplot3d. inequel, interactive, interactiveparams. intersectplot, listcontplot, listcontplot3d
listdensityplot, lisiplot, lisiploi3d loglogplot, logplot, matrixplot, multiple. odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, poiniplot3d, polarplot. polvgonplot, polvgonplot3d
polyvhedra_supported, polvhedraplot, rootlocus, semilogplot, setcolors, setaptions, setoptions3d spacecwrve, sparsematrixplot, surfdata, textplot, textplot3d tubeplot|

. . 2 2 b 172
impﬁfc:mtoria’“ =X+ )y +Z +xy x=-2.2y=-2.22=-2 ._?]

Descreva o conjunto dos pontos nos quais a fun¢do f seja continua:

@ f(xy)=In (f)
y

Solucio: Como f é composta de fungdes continuas, entdo f € continua em todo o seu dominio.

O dominio de f € o conjunto

D = {(x,y) €R?: §>0}

= {(x,y) € R%; {x,y} C (=0,0) ou {x,y} C (0, +c0)}

() flxy) =

xX+y

X=Y

Solucido: De modo andlogo ao item (a), f € continua em todo o seu dominio. O dominio de
f € o conjunto
Dy ={(x,y) eR% x # y}.

sen (V2 +77)

Solucio: Em RZ\ {(0,0)}, f pode ser escrita como composta de fungdes continuas, entdo f é

© f(xy)=

se (x,y) # (0,0) e £(0,0) = 1.

continua no conjunto RZ\ {(0,0)}, mas para determinar se f € continua em (0, 0), € necessario
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verificar que ( %irr%() 0 f(x,y) = £(0,0). Tomando u = 4/x% + y2, podemos interpretar u como
x,)—(0,
sendo a distancia do ponto (x,y) a origem, assim (x,y) — (0,0) € equivalente a u — 0, e

aindau # 0 V(x,y) # (0,0).
Temos entao

sen(y/x2 + y?)

lim (x,y) = lim
(x,y)—(0,0) fxy (x,y)—(0,0) /xz + yz
. sen(u)
= lim
u—0 u
=1
= f(0,0).

Assim, f também € continua em (0, 0) e portanto é continua em R2.
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Caleulo |l

Diferenciarilidade

. /7 .
TS picos arordados Nos exerciaios.
Tépicos 37 * Derivadas parciais e sua interpretacao geométrica;

. .. Planos tangentes, retas normais e retas perpendiculares;
Métodos e Técnicas 38 g i perp ’

Funcdes diferencidveis e de classe C -

Enunciados 39

* Derivadas direcionais e gradiente: calculo e interpretacao
\Dieas 42 geométrica;

* Regra da cadeia e o Teorema da Fun¢do Implicita;
Respostas 43

Derivadas de ordem superior.

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

¢ Geometria analitica;
* Griéfico de funcdo de uma varidvel;
 Derivadas ordindrias e regras bésicas de derivagao;

* Regra da cadeia para fungdes de uma varidvel.
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» Utiliza-se a regra da cadeia para fun¢des de mais de uma

Regra da cadeia > . -
variavel no seguinte exercicio.

* Nos seguintes exercicios, aplica-se o Teorema da Fun¢ao
Implicita para calcular as derivadas ordindrias ou parcias

de funcdes dadas implicitamente
Teorema da Funcdo

Implicita

* Na questdo a seguir, aplica-se o Teorema da Funcao Impli-

cita para mostrar que a equacdo define uma curva.
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Dada a funcdo f : RZ — R tal que f(x,y) =
0 0
V4 — 4x% + y2, calcule a—f(l, 2) e 8_f(1’ 2) interprete estes nu-
X y

meros como inclinagdes de retas tangentes as funcoes g(x) =

f(x,2) e h(y) = f(1,y). Faca um gréafico mostrando as retas.

Encontre as derivadas parciais fy(x, y) € fy(x, y) dafuncdo
f(x,y) =2xY no ponto (2, 3).

Verifique que a fungdo

21,2
@ Klgenkx

u(x,t) =e
€ solucdo da equacdo de condugdo do calor.
u(x,1) = @uye(x, 1)
sendo k e @ sdo constantes.
A equacgao diferencial

fi=f—xfr—xfux

€ um exemplo da famosa equacdo de Black-Scholes. Aqui f(x, )
€ o preco de uma opg¢ao de compra, x o preco da a¢do e ¢ o tempo.

Verifique que f(x,1) = €' In(x) resolve esta equagio.

Encontre as derivadas parciais f,(x, y) € fy(x, y) dafuncdo
y
f(x,y) = f sen(r%)dr.
X

Use a regra da cadeia para encontrar a derivada dz/dt,
sendo z = cos(2x + 3y), x(t) = > e y(1) = 1/12.

Faca o que se pede:

(a) Encontre a equagdo do plano tangente a superficie
2=2(x+1)2+(y-3)>+1

no ponto (1, -1, 25).
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(b) Encontre a equacdo do plano tangente a superficie
z = In(x - 3y)
no ponto (4, 1,0).

Encontre a equagdo do plano tangente e da reta normal a
superficie x — z — 4 arctan(yz) = 0 pelo ponto (1 + x, 1, 1).

Faca o que se pede:
(a) Verifique que a equagdo
fx,y) = x*y? +5x%y* = 84
define uma curva no plano xy na vizinhanga do ponto (1, 2).

(b) Encontre uma reta tangente ax + by = ¢ a curva no ponto
(1,2) calculando o gradiente Vf(x,y) = (a,b) e substi-
tuindo o ponto para obter o valor c.

Faca o que se pede:

(a) Encontre a equacao do plano tangente a superficie paramé-

trica (u, v) = (1% v2,uv) no ponto (u,v) = (1, 1).

(b) Mostre que a superficie satisfaz xy — z2 = 0. Encontre
a equacgao do plano tangente computando o gradiente no
ponto (1, 1, 1).

Verifique que o elipsoide
6x> +4y> +27> =18
e a esfera
X +y*+722-8x—-6y—-8z+24=0

tém o mesmo plano tangente no ponto (1, 1,2). Faca um grafico

que mostre o elipsoide, a esfera e o plano tangente comum.

d
Calcule a derivada d_y se x e y sdo relacionados por

sen(y) + cos(x) = sen(y) cos())cc).
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Considere z definida implicitamente por yz = e e

calcule as derivadas parciais z, € zy.

Faca o que se pede:

(a) Faca um gréfico das curvas de nivel da fungao
feey) =y (" =3) - x*(x* - 2).

(b) Especialmente faca ao grafico da curva f(x,y) = 0.

(c) Encontre o vetor gradiente V f = (fy, fy) no ponto

V4-V5 1

(x0,50) =| —F—5 |-

Esboce um grafico com a curva de nivel, o vetor gradiente

e a reta tangente a curva de nivel no ponto (xg, yo).

Encontre o raio que € a reflexdo do raio r(¢) = (¢, -t,2)

na superficie z = x* + y.

Vocé estd em uma viagem aérea sobre Belém em uma
posicdo (2,3) e quer evitar uma tempestade em uma regiao de
baixa pressdo. A pressio é dada pela funcdo p(x, y) = 3x% +2y?.
Em que direcao vocé deve voar de modo que a variagao da pressao

seja maxima?

Seja f(x,y) = x% - y2 e v(t) = (cos(r),sen(r)). Calcule
para que valores de ¢, D, ;) f (0, 0) € positivo.

Dada uma funcdo f assuma que a derivada direcional

D,f(1,1) = 3V5

D, f(1,1) = 5V5,

2 2 1
sendo v = ( ) ew = ( ) Encontre Vf (1, 1).

1
V5 V5 V5 V5
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Note que, a equacao da reta tangente a
g(x) = f(x,2) = V8 —4x2em x = 1 é dada
por z —g(1) = g'(D)(x — D).

Observe o dominio da funcdo f antes

de derivar parcialmente.

Utilize a regra da cadeia atentando para
a multiplicidade das constantes.

Desenvolva o lado direito da equagdo
dada.

Observe a continuidade do integrando,
condi¢do mais do que suficiente para aplicar
o TFC.

Aplique a regra da cadeia observando
o dominio da curva.

Para x, X9 € R? basta aplicar a equagio
do plano tangente z— f(X9) = f’(Xo)-(X—Xp).
Ou lembrar que o vetor (g—{(xo), %(Xo), —1)

¢ ortogonal a superficie no ponto Xg.

Defina a fung¢io F(x,y, z) e determine
VF.

Defina F(x,y) = f(x,y)—84 e aplique
o Teorema das Fung¢des Implicitas.
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or 0

As derivadas = e 2~ sio paralelas
ou 0Ov

ao plano tangente de r.

Defina as func¢Ges F e G a partir do
elipséide e da esfera respectivamente. Em

seguida relacione seus gradientes.

Defina f a partir da equacao e use o
Teorema das Fun¢des Implicitas.

Para satisfazer duas das hipéteses do
TFI, tente o ponto (-2, 1/2, 2).

Utilize a interpretagdo geométrica de
Vf para determinar a equagdo da reta tan-

gente. Os graficos use o software Geogebra.

Tome o versor 7 do vetor normal e de-
componha os vetores incidente v; e refletido

R
V.

Observe gie p é de classe C!. E,
lembre que v - Vf = |[V]| IV f]| cos 6.

Verifique se vocé pode utilizar
Dy f(x,y) =v(@) - Vf(xy).

Suponha f € C! e defina Vf(1,1) =
(a,b).



0
Dada a fungio f : R? — R tal que f(x,y) = +/4 —4x2 + y2, calcule a—f(l,Z) e
X

0

8_f(1’ 2) e interprete estes nimeros como inclinagdes de retas tangentes as fungdes g(x) = f(x,2)
y

e h(y) = f(1,y). Faca um grifico mostrando as retas.

2
Solucdo: Observe que para pontos (x, y) que ndo pertencem 2 hipérbole x> — %—2 = 1 temos

of 1 1
2L (y) = (-8
3 = 5 e )

—4x

VA= 42y

ﬁf( ) 1 1 (2y)
—(x,y) = =——————(2y
dy 2.4 —4x24y2

Y

N/ T

af

logo,
af
—(1,2) =-2 —(1,2) = 1.
5 2 e 6y(’)

A equacio daretatangente d g(x) = f(x,2) = V8 —4x2emx = 1dadaporz—g(1) = g’(1)(x—1)
sera

z-g() =g'(H(x-1)

0
z—f(,2) = 6—§(1,2)(x— 1)

7-2=-2(x-1)

7 = —2x +4.

Graficamente temos
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Analogamente, a equagdo da reta tangente a hA(y) = f(l,y) = \/y_2 = |y| em y = 2 dada por
z—h2)=rQ2)(y—-2)sera

z—h(2) =K (2)(y-2)

0
z—f(1,2) = —f(1,2)
dy
2=2=1y~-2)
z=).
Graficamente temos
3«
h(y) = 1yl Py
2.
1«
3 o A 0 1 2

No espago temos
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Encontre as derivadas parciais f,(x, y) € fy(x, y) dafuncdo f(x, y) = 2x” no ponto (2, 3).
Solucao: Para cada y fixo temos

0
fr(x,y) = a—f(x,y) = 2yxy_1.
X

Agora, para cada x fixo positivo temos

af

—(x,y) =2x" Inx.
0x

fy(xa)’) =

Entdo,
fx(2,3) =24 e f,(2,3) =16In(2).

Verifique que a fungdo

@2k

_ 219
u(x,t) =e 'senkx

€ solu¢do da equacao de condugdo do calor.
(X, 1) = @t (%, 1)

sendo k e a sdo constantes.

Solucdo: Vamos calcular primeiramente a derivada parcial de primeira ordem

u(x,t) = —azkze_‘%kz’senkx, 3)
e depois a derivada parcial de segunda ordem
9* 0 0 0 2R
uxx(xat) = a_x:];(-xat) = a(xat) ((9_{(;) = a(x’t) [ke aleOSkX]
= —k2e~Figenkx. (4)

De (3) e de (4) segue diretamente que

Ml‘(x’ t) = a'zuxx(xa t)

A equacdo diferencial
fe=f—-xfx— xzfxx
¢ um exemplo da famosa equagao de Black-Scholes. Aqui f(x,t) € o preco de uma op¢ao de compra,

x o prego da agdo e t o tempo. Verifique que f(x,1) = €' In(x) resolve esta equagao.
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Solucdo: Calculemos

el

fx(x’t) = (5)
X
fi(x,1) = €' In(x), (6)
e
0 [é
fox(x,1) = Ix (;)
el‘
= = (7)

Observe que da funcao f(x,y), (5), (6) e (7) temos
! 13
FOuD) = xfe(xt) = 2 frr(t) = ¢ In(x) —x - & — 22 (_e_z)
X X
=elIn(x)—é€ +¢
= ¢' In(x)

= fl‘(x’ t)

Encontre as derivadas parciais f,(x, y) e fy(x, y) da funcdo

f(x,y) = f ’ sen(r%)dt.

Solucdo: Calculemos f(x,y) primeiramente, ou seja, estamos interessados em encontrar a
derivada da funcdo g(y) = f(x,y) = fx Y sen(2)dt para cada x fixo. Como o integrando € uma
composicio de fungdes continuas em todo R, temos que sen(¢?) é uma funcio continua em toda
a reta. Além disso, pelo fato de estarmos derivando f parcialmente em relacdo a y, significa que
x € R é uma constante. Portanto, supondo P(¢) uma primitiva de sen(r?), o Teorema Fundamental

do Caélculo nos garante que

f ' sen(t?)dt = P(y) — P(x).

X

Como P(x) € uma constante segue que

o) = <>—dfy 2ydt = L (P(y) - P(x)) = sen(s?
1) = 5o80) = 4= [ sen(@di = 2 (P3) = P@) = sens?).
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Analogamente, f,(x,y) € facilmente calculada observando a propriedade de integral e definindo

h(x) = f(x,y) =— fy ) sen(t%)dt, e lembrando que agora P(y) € uma constante, resulta entdao

d

Bl = i) = = (— f x sen(r%dr) = L CP(x) + P()) = —sen(x?).
dx dx ” dx

Use a regra da cadeia para encontrar a derivada dz/dt, sendo z = cos(2x + 3y), x(¢) = =
e y(t) = 1/t%.

Solucdo: Definamos a(t) = (x(t), y(t)) = (3, 1/%) que € diferencidvel em R \ {0}. Por outro

lado, a fun¢@o z(x, y) = cos(2x + 3y) possui derivadas parciais

%
0x
0z
—(x,y) = —3sen(2x + 3y)
dy

(x,y) = —2sen(2x + 3y)

continuas em todo R? (que é um conjunto aberto), segue entio que z é diferencidvel em R?, e,

portanto

dz ’
= (@) = Vz(a®) - ')

o 0
= (a—zw(r)), —Z(aa))) (X (1), y' (1))
X dy

(—2sen(2r’ + 3/%), -3sen(2r® + 3/1%)) - (3¢%, —2/1°)

—6t%sen((22° + 3)/1%) + gsen((ZtS +3)/1%)

—6sen((21° + 3)/1%) (ﬂ - }3)

paratodot € R\ {0}.

Faca o que se pede:

(a) Encontre a equacgdo do plano tangente a superficie
2=2(x+ 12+ (-3 +1

no ponto (1, -1, 25).
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Solucdo: Definamos f(x,y) = 2(x + 1)? + (y — 332 +1e seja X = (x,y). Sabendo que a
equacgdo do plano tangente a f no ponto x¢ = (1, —1) satisfaz
z = f(x0) = f'(x0) - (X — Xo)
2= f(x0) = Vf(Xo) - (X = Xo)
of of

2= f(l,=1) = (5(1’_1)’67(1’_1)) [ y) = (1, =1)]

0 0
z—f,-1) = (6—£(1,—1),8—§(1,—1)) (x=Ly+1),

calculemos entao,

0 0
&) =Vfxy = (%(x, ¥)s a—JyC(x, y)) = 4(x+1),2(y - 3)).

Segue

0 0
z—f(1,-1) = ([)_ﬁ(l’_l)’a_]yc(l’_l)) (x=Ly+1)

7-25=0M@40+1),2(-1-3))-(x—-1Ly+1)
7-25=(8,-8) - (x—-1y+1)
z—-25=8x-8-8y-8

z=8x-8y+0.

(b) Encontre a equacdo do plano tangente a superficie
z = In(x - 3y)

no ponto (4, 1, 0).
Solucio: Definamos agora, g(x, y) = In(x — 3y). Temos que

1
x—3y
Como cada tripla ordenada (x, y, z) do plano tangente a g ao ponto (4,1,0) = (4,1,g(4,1))

3
x-3y’

0g 3 ~ 0g _
ax(x’)’)— ’ ay(xay)_

deve satisfazer
dg dg
_(43 1)9 _(4? l)a _1 ° [(-x7 Y, Z) - (4’ 1’ g(49 1))] = 0
ox 0y

Segue que a equagdo do plano tangente serd

(,-3,-1) - (x—-4,y-1,z-0) =0
x—4-3y+3-z+0=0
x—=3y—z=1.
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Encontre a equacao do plano tangente e da reta normal a superficie x — z—4 arctan(yz) = 0

pelo ponto (1 +m, 1, 1).

Solucao: Observe que a superficie em questdo € uma superficie de nivel da funcdo
F(x,y,z) = x —z—4arctan(yz)

e como o vetor gradiente € ortogonal a superficie de nivel no ponto (1 + 7, 1, 1), segue que VF (1 +

m, 1, 1) é o vetor normal do plano tangente e diretor da reta normal. Calculemos

4z 4y )

VE(x,y,2) = (Lo = —2
(%, 3, 2) ( T P i 522

no ponto (1 + x, 1, 1) fica
VF(1+m1,1)=(1,-2 -3).

Dai, a equagdo do plano tangente serd dada por

VFl+nmn1,1)- (x-1-my-1,z-1)=0

(1,-2,-3)-(x-1-my—-1z-1)=0

x—1-xa-2y+2-3z2+3=0
x—2y—-3z=n-4.

E, a equacdo da reta normal é

(x,y,2)=0+nmn1,1)+ AVF(1 +n,1,1)
={1+ml,1)+a(,-2,-3).

Faca o que se pede:

(a) Verifique que a equagao
f(x,y) = x*y? + 5x%y* = 84

define uma curva no plano xy na vizinhanga do ponto (1, 2).
Solucdo: Defina F(x,y) = f(x,y) — 84 e observe que F é de classe C' em R?, pois
VE(x,y) = Vf(x,) = (4x°y* + 10xy?, 2x*y + 20x%y%)

é continuo em R2. Além disso, F(1,2) =0e F,(1,2) = 164 # 0. Portanto, pelo Teorema das
Fungdes Implicitas existe uma curva (x, y(x)) definida na vizinhanca de (1, 2) diferencidvel

com y(1l) = 2.
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(b) Encontre uma reta tangente ax + by = ¢ a curva no ponto (1,2) calculando o gradiente

Vf(x,y) = (a, b) e substituindo o ponto para obter o valor c.

Soluciao: Temos que Vf(1,2) = (176,164) = (a, b), logo no ponto (1,2) a equacdo da reta
tangente satisfaz
176 - 1+164 -2 =¢
504 = c,

que resulta em
176x + 164y = 504.

Faca o que se pede:

(a) Encontre a equacdo do plano tangente & superficie paramétrica r(u, v) = (1%, v2, uv) no ponto
(u,v) = (1,1).

Solugdo: Iremos determinar um vetor normal 7 ao plano tangente de r por intermédio das

derivadas parciais
0 0
I ) = Qu,0,v) e L, v) = (0,2v,u),
ou ov

0 0
porque a—r(l, I)e —r(l, 1) sdo paralelos a esse plano tangente. Para tanto, faca
u

av
0 0
= oo (L)X 2o (L) = (2,0,1) X (0,2, 1) = (<2,-2,4).
ou ov
Seja (x, y, z) pertencente ao plano tangente, logo

iy, 2) = (L Lr(1,1)] =0
—2x-2y+4z=0.

(b) Mostre que a superficie satisfaz xy—z> = 0. Encontre a equacio do plano tangente computando
o gradiente no ponto (1, 1, 1).

2

Soluciio: Seja x = u?, y = v? e z = uv. Claramente

uz-vz—(uv)zzxy—zz=0.
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Definamos F(x, y, z) = xy — z° que é diferencidvel, e, nos diz que r é uma parametrizacio da

superficie de nivel F(x,y, z) = 0. Da interpretacao geométrica do
VF(x,y,2) = (y,x,—2z2)
resulta que o plano tangente a r no ponto (1, 1,7(1,1)) = (1, 1, 1) obedece
VE(L,1L,D - [(x,y,2)-(1,1,1)] =0
(L,1,-2)-(x-1L,y-1,z-1)=0
x+y—-2z=0.

Verifique que o elipséide
6x2 +4y? +272 =18

e a esfera
2,2, 2 -
X“+y"+7°-8x-6y—-8z+24=0
tém o mesmo plano tangente no ponto (1, 1,2). Faca um gréfico que mostre o elipséide, a esfera e o

plano tangente comum.

Soluciio: Sejam F(x, y,7) = 6x°+4y?+27°2—18e G(x,y,2) = x> +y*> + 7> —8x— 6y —87+24 =
(x —4)? + (y = 3)> + (z — 4)? — 17 que sio diferencidveis, pois sdo de classe C!. Por outro lado,
VF(x,y,z) = (12x,8y,4z) e VG(x,y,7) = (2x — 8,2y — 6,27 — 8). Como (1, 1,2) € um ponto em
comum, pois F(1,1,2) =0 = G(1,1,2) ecomo VF(1,1,2) = -2VG(1, 1,2) = (12,8, 8) segue que
o plano tangente é o0 mesmo, a saber

3x+2y+2z=09.

Veja o gréfico
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d
Calcule a derivada d_y se x e y sdo relacionados por sen(y) + cos(x) = sen(y) cos(x).
x

Solucdo: A funcdo f(x,y) = sen(y) + cos(x) — sen(y) cos(x) € de classe C! em R2, pois

0
%(x, y) = —sen(x) + sen(y)sen(x) e 8_y(x’ y) = cos(y) — cos(y) cos(x) sdo continuas em R2.

Além disso,

f (%, ()) = sen(0) + cos (g) —sen(0) cos (g) =0+0-0=0

Z_]; (g 0) = cos(0) — cos(0) cos (g) —1-0=1%0.
Portanto, pelo Teorema das Fun¢des Implicitas a equagao sen(y) + cos(x) = sen(y) cos(x) define
implicitamente uma funcdo y = y(x) derivavel e
af
dy a(x, y) sen(x)(—1 + sen(y))
- » = cos(m) (1 —cos(x)) |

dx __(9]‘
L (x

Considere z definida implicitamente por yz = ¢*** e calcule as derivadas parciais z e z,.

Soluciio: Sendo F(x,y,z) = yz — e**% diferencidvel porque é de classe C'. E, no ponto
(—2,1/2,2) temos que F € nula e F, ndo, entdo pelo TFI existe uma unica fungdo z = z(x,y)

diferencidvel tal que

(x,y) Fi(x,y,2) A
_x, = — = —
Zx y FZ (x, y, 2) y— ex+z
€
Fy(x,y,2) z
Zy(x7 )’) = =

_Fz(x,y’z) - y_eX+Z.

Faca o que se pede:

(a) Faca um gréfico das curvas de nivel da fun¢do

f6y) =y (y* = 3) - x*(x* - 2).

Solucio: E ficil ver que aimagem de f é a reta toda, basta olhar cada eixo do plano cartesiano.

Sendo assim, seja ¢ € R, faca
yz(y2 -3) - xz(x2 -2)=c.

Seguem algumas curvas de nivel
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Curva de nivel,

de nivel
c=—2
c=—1
c=0
-3 1 2 3 4

o

(b) Especialmente faca o gréfico da curva f(x,y) = 0.

Solucao: Para ¢ = 0, temos

Y =-3)-x(x*-2) =0
y4—3yz—x4+2x2 =0.

Segue figura da curva

3 4 5

\/ Curva de nivel,
de nivel

2

c=20
b\y 2

-4+ 2 +y4—3y2=0'2

(c) Encontre o vetor gradiente V f = (fy, f,) no ponto

(x0, Yo) =



Esboce um gréfico com a curva de nivel, o vetor gradiente e a reta tangente a curva de nivel

no ponto (xg, yo)-.

Solucdo: Temos que
VF(xy) = (=4x° + 4x,4y° ~ 6y),

\/4—\/5\/_ 5

5, .
2 2

entao

Vf(xo,y0) =

Note que (xo, yo) pertente a curva de nivel de nivel ¢ = 0. E, por fim a equacao da reta tangente

acurva f(x,y) = 0 no ponto (xo, yp) serd dada por

Vf(x0,y0) - (x = x0,y—y0) =0

\/4—\/5\/_ 5 V4-V5

52 |x- 21— y_Z]=0
2 2| 2 Y72

Ji¥ig

flz,y)
2

~Zy+Z-vV5=0.
X 2y+ \/_

Veja a figura

1<)~'!/<)
4 —+/5
\/_\/gx—§y—|—f—\/§:0
2 . 2
-3 -2 =il 2 3 4 5 6

/\0:;

Encontre o raio que € a reflexdo do raio () = (¢, —t, 2) na superficie z = x2 + y2.

Solucdo: Defina f(x,y,z) = x> + y> — z. Queremos encontrar o raio que reflete no paraboloide

formando o mesmo angulo que r(¢) forma com a reta normal a superficie f(x,y,z) = 0 no ponto
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de intersecdo dos raios com essa superficie de nivel. Entdo, primeiramente encontramos esse ponto

onde a reta intercepta z = x2+y2 Der(t) = (t,-1,2) = (x(1), y(1), 2(1)), segue que
2=1*+(-1)*> = t = +l.
Observe na figura a orientacdo do raio (de facil verificacdo substituindo distintos valores de ¢ e

constatando o sentido que os valores r(¢) indicam). Ou seja, o primeiro ponto de intersecao € para

t=-1,P=(-1,1,2). Agora, vamos determinar a reta normal no ponto P. Para tanto, calcule
Vix,y,2) = 2x,2y,—-1) = Vf(P)=(-2,2,-1).

Logo o vetor normal unitdrio no ponto P €

Vf(P) _( 22 1)
V(P

3373
Podemos decompor o vetor incidente v; = (1, —1,0) do raio r(¢) como V; = (V; - )i + (V; — (V; - )i1)

-
n =

e o vetor refletido v, serd entdao

-

Vy = _(‘—")i . ﬁ)ﬁ + (‘—’)z = (1_1), . ﬁ)ﬁ) = l_))i = 2(\7, . ﬁ)fi

Como ¥; - 71 = —2 teremos
i 3

4 22 1 77 8
_)r = 15_15 _2 I~ %55 Kl =157~ 5]
= (G ( 3)( 33 3) ( 9'9 9)

O raio refletido s(¢), —1 < t < +oo normalizado em s(—1) = P sera
o 16 16 10 e 77 8 16+ 7t 16+ 7t 10— 8¢
s(t) =——,—, — oo ol =™ ) ’ :
999 9 9 9 9

O gréfico da solugao sera
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Vocé estd em uma viagem aérea sobre Belém em uma posi¢do (2,3) e quer evitar uma
tempestade em uma regido de baixa pressdo. A pressdo é dada pela funcio p(x, y) = 3x% +2y%. Em

que dire¢do vocé deve voar de modo que a variacdo da pressdo seja maxima?

Solucgiio: Sabemos que a taxa de varia¢do da pressdo numa dire¢do Vv = (a, b) é dada pela

derivada direcional no ponto (2, 3) (supondo V unitério),

p(2 +at,3 +bt) - p(2,3)

op

—(2,3) =1i
ov 23) 50 t
Como p é uma funcio de classe C!, é verdade que

6—1_7,(2,3) =v-Vf(23)
ov
= V|| IV£(2,3)l cos 6, (8)

. 0
sendo 6 o angulo entre v e Vf(2,3). As normas sdo nao negativas, obviamente 6—12(2, 3) atingira
1%

seu maximo quando 6 = 0. Como ||V|| = 1 e de (8) temos

0
—a’f(w = V£ @2 3), )
Vv

isto €, a variacdo méxima serd na direcao do gradiente. De Vp(x, y) = (6x,4y) e de (9) resulta

%(2,3) = 1(6-2,4-3)|| = V122 + 122 = 12V?2,
3

1 1
e a diregdo € a do vetor 71 = (—, —)
V2 V2
Seja f(x,y) = 52 —y2 ev(t) = (cos(t),sen(r)). Calcule para que valoresde ?, D, ;) f (0, 0)

€ positivo.

Solucdo: Observe que f é de classe C'. Vale entio
Doy f(x,y) =v(@) - Vf(x,y).
Para (x, y) = (0,0). Segue que
Dy f(0,0) = (cos(t),sen(t)) - (2-0,-2-0) =0,
pois Vf(x,y) = (2x,-2y). Dai, temos que Yt € R, D, f (0, 0) ndo sera positivo.

Dada uma funcdo f assuma que a derivada direcional

D,f(1,1) =35
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D, f(1,1) = 5V5,

2 2 1
sendo v = ew = —|. Encontre Vf(1,1).

1
V5 5 V5 5

Solucdo: Sejam P = (1,1) e Vf(P) = (a,b). Suponha f de classe C'. Essa suposicio é
necessdria para que com apenas as hipoteses fornecidas possamos de fato encontrar Vf(P). Ja
que a existéncia da derivada de f no ponto ndo garante a diferenciabilidade da mesma, logo ndo

poderidmos ter necessariamente
D, f(P) =v-Vf(P).

De posse dessa hipotese, podemos fazer

1 2
D,f(P)=v-Vf(P)=|—,—| - (a,b
f()Vf()(\/gvg)(a)
e
Dy f(P)=w - VI(P) = (i i)-(a b)
! V5 N5 T
Resolvendo o sistema
a 2b
— = =35
V5 V3
2a b
== =5Vs
N
teremos 35 s
Vf(P):(a’b):(?7§)
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Caleulo I

Intearais mualktiplas

TS picos aroOrdados NOs exeraicios.
Toépicos 58 * Calculo de integrais duplas e triplas;

Métodos e Técnicas 59

Enunciados 60
Dicas 61
Respostas 62

Teorema de Fubini;

Mudanga de ordem de integragao;

Mudanga de varidvel em integrais multiplas.

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exeracicios.

* Teorema Fundamental do Cilculo para fungdes de uma
variavel,

* Mudanga de varidvel em integral de funcdes de uma varid-
vel;

* Sdlidos geométricos;

* Coordenadas polares.
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* Nas questdes abaixo, utiliza-se o Teorema de Fubini para
calcular as integrais multiplas.
Teorema de Fubini.

* Nas questdes abaixo, aplica-se a ideia de inversao de ordem

de integracao.

* Nas questdes abaixo, usa-se a mudancga de varidvel de fun-

coes de R em R para resolver as integrais iteradas.

Mudanca de varidveis

* Nas questdes abaixo, usa-se a mudanca de varidveis para

coordenadas polares para resolver as integrais multiplas.
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Considere o tridngulo 7 = {(x,y) : 0 < x < 2,0 <y < x}.

ff e_xzdxdy.
T

Calcule a integral

Desenhe o dominio 7.

Calcule a integral

1 2—x
f f (x? = y)dydx.
0 X

Desenhe a regido de integracdo. Troque a ordem de integracao e

calcule a integral novamente.

1 ~2
Calcule f f (x + y)ex2+2xy dydx.
0 —

1
2

Considere a regidao R = [1,2] x [1, 2]. Calcule a integral

dxdy.

XYy
fR\/x2+y2—1

Calcule a integral de
f(x,y) = 4x* + 8y?
sobre o disco unitdrio {(x, y) : x2 + y> < 1}.

Calcule a integral

1 Z 2y 5
f f f ze Y dxdydz.
0 0 0

Calcule aintegral de f(x, y, z) = x*>+y>—z sobre o tetraedro
de vértices (0,0,0), (1,1,0), (0,1,0) e (0,0,4).

a 0
2
x“ydydx
L ‘[v—\/az—x2

usando coordenadas polares.

Calcule
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Integre primeiramente em relagdo a y.

Atente que ao mudar a ordem de integragao
a varidvel x varia de 0 a duas fungdes distintas,
portanto utilize a propriedade f apt = f At

Js £

1
Reescreva o integrando como E(Zx +

x2+2xy ) (ex2 +2xy )
2y)e e observe a —5—.

m Em cada iterada aplique uma simples mu-
danca de varidvel.

61

m Use a mudanga polar e simplifique a
expressao utilizando a relacdo fundamental
da trigonometria.

m Note que (e‘yz)/ = —2ye‘y2.

Desenhe o tetraedro e identifique a va-
riagdo de x, y e z que descreve o sélido.

m A regido encontra-se no quarto qua-
drante, isto €, pode-se usar 37/2 < 6§ < 27

como novos limites de integracdo.



Considere o tridngulo 7 = {(x,y) : 0 < x < 2,0 < y < x}. Calcule a integral

ff e_x2dxdy.
T

Desenhe o dominio 7.

Solucao: Temos que 7 € a regido

Segue

2 z * 2 2 2 X
ff e " dxdy = f f e " dydx = f [e'x y] dx
T 0o Jo 0 0
2 -4
d
= f e (x-0) dx:f e (——u)
0 0 2

1—e*

I
N =
| p)
B (=]

Q
=

QU

<

Il
N =

—
Q

<
—_
| (=]
N

Il
o

Calcule a integral

1 2—x
f f (x? = y)dydx.
0 X

Desenhe a regido de integracdo. Troque a ordem de integragdo e calcule a integral novamente.
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Solucdo: Pelo Teorema de Fubini, temos

1 2—x
f f (x% - y)dydx
0 X

Tendo em vista que

1 272-x
2 y
= X'y — — dx
«f()‘ [ 2]x
1

N2 2
:f (xz[(Z—x)—x]—[(z X"~ x]
0 2

1
- f [—2x% + 2x% + 2x — 2]dx
0

1
2.3

5
2
= | —_— —2 = ——.
[ 7 T3t x]o G

Vemos que podemos descrever a regido como

{(6,y):0<x<y0<y<1}U{(x,y):0<x<2-y,1<y<?2}

Dai, mudamos a ordem de integragdo e integramos

1 2—x 1
f f (x* = y)dydx = f
0 X 0

y 2 r2-y
f (x2 — y)dxdy + f f (x2 — y)dxdy
0 1 Jo
3 y 27,3 2-y

— =Xy dy+f [——xy] dy
| 3 ]o 1 L3 0

3_03
%—[y—O]y)dy

2 _ 3_03
%—[(%y)—ow)

3 2 3
2 —

5o are [H(B5 o)y =-
1

63
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1 2
Calcule f (x + y)e"2+2xy dydx.
0 —

1
2
Solucdo: Podemos escrever
1 2 , 12 ! ,
f (x + y)e* PV dydx = —f f (2x + 2y)e™ PV dxdy.
0 J-1 2J-1Jo
Da ultima integral dupla e do fato de que

g, (ex2+2xy)

= (2x + 2y)e~ +2%y
ox

pela regra da cadeia. Ficamos com

1 2! 29 1
Ef f (2x +2y)e* " Vdxdy = 5
- 0

1
2

Il
| =
| )

~~

N._.

+
[\
<

|

—

&
2

Considere a regiao R = [1,2] X [1, 2]. Calcule a integral

dxdy.

Xy
ij; VX2+y2 -1

Solucao: Temos que

dy.

Xy 2 2 Xy
—————dxdy = —dx
RAX2+y?2—1 1 1 oAx2+y2-1
Na integral entre colchetes, faremos a mudanca

u=x>+y"-1 = du =2xdxequandox =1 = u=y*ex=2 = u=y>+3.
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Dai,

412 y*+3
.

. o
><l\)
+ || =
<, <
|
(SN
&
Il
N < h
5
&=
SIS
N <

Segue entdo

Nessa ultima integral faremos a seguinte mudanga
v=y>+3 = dv=2ydyequandoy=1 = v=4ey=2 = v="T.

Resulta entao

2 7
7 dv 7
B i Sy — o = “or_r
fly y2+3dy - 2 LWz =
1 [321]7 7
5[3/2]4_5

1 7
3(7‘ﬁ‘ 8) -3

Calcule a integral de
f(x,y) = 4x* +8y*

sobre o disco unitério {(x,y) : X2+ y2 <1}.

Solucido: Essa integral equivale a calcular o volume do sélido delimitado pelo paraboléide

hiperbdlico e pelo cilindro acima do plano xy
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Observe que o disco unitario D pode ser descrito em coordenadas polares da seguinte forma
Dyg={(r,0):0<r<1e0<80<2n}

sendo x =rcosfey=rsend.

Sabendo que o jacobiano da mudanca polar € r, temos que

f f Fxy)dxdy = f f £(r.0)rdrde.
D D,g

f(rcosO,rsend) =4 (rcos 49)2 + 8 (r sen 9)2 = 4r2(2 — cos? 0).

1 2
f f f(rcos,rsen8)rdrdf = f f 4r3 (2 - cos® 0)dodr
D¢ 0 0

2
_ fl 4 [49 - (9 - %senZH) g
0

Fazendo

Segue entao

> dr

0

1 o4 1
=f 4733w — Oldr = 127 [—] = 3.
0 4 0
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Calcule a integral
1 z 2y )
f f f ze ™ dxdydz.
0o Jo Jo

Solucdo: Pelo Teorema de Fubini temos que

2y 2y
fff eydxdydz—f f zeyf dxdydz—ff ey(2y 0)dydz
ffzeYZydydz—f z[ ey]odz
1!
f(z—zez)dz— - —ez]
0

e N o1,
L. 0+=)=ze.
2 2¢ ( +2) 2°

Calcule a integral de f(x,y,z) = X2+ y2 — z sobre o tetraedro de vértices (0, 0,0), (1, 1, 0),
(0,1,0) € (0,0,4).

Solucdo: O tetraedro
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pode ser descrito como
T={(x,y,2):0<x<1, x<y<le0<z<4-4y}

conseguimos entao

1 1 a4y
ff fx,y,2)dV = f f f (x% + y* - 2)dzdydx
T 0 X 0
1 pl ) 4-4y
-1 J >

2 o

1 1 _ 2
:f f [x2(4—4y) +y2(4 - 4y) - W] dydx
0 X

x*z + yzz — dydx

1 1
= f f (4x? + (16 — 4x%)y — 4y® — 4y* — 8)dydx
0 X

2 1

1 y 4
:f [4x2y+(16—4x2)——y4——y3—8y] dx
0 2 3 X

1 , 8 , 7
:f GBx* — 2x% — 622 + 8x — 2)dx
0 3 3

3.5 2 71 2
= [gxs = 5964—2163 +4x% — —x]o =3

Calcule

a 0 5
dyd
[ p——

Solucdo: A regido de integracado, para a > 0, € ilustrada abaixo

usando coordenadas polares.
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Fazendo a mudanca polar

rcos 6

X

rsenf@

Yy

temos que a regiao de integracdo no plano ré fica
Bo=1{(r,0):0<r<ae3n/2<60<2n}.

Portanto,

a 0 a 2r
f f xydydx = f (r cos 0)*r sen 0 rdodr
0 J-Va2-x2 s

27r
f f r* cos? 0 sen 6 dOdr
4| cos®é @ g4
= 1=
f(; r [ 3 Ln dr = f(; 3[ 0]dr

2

1[1’5]“_ a
315] 15°
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Caleulo |l

AplicagS es

TS picos arOrdados NOs exercicios.

Tépicos 70 * Miximos e minimos de uma funcdo de vdrias varidveis;

Métodos e Técnicas 71 Teorema do valor extremo e o teste da segunda derivada;

Regra da cadeia;

Enunciados 73

e Calculo de area por integracao multipla;
Dicas B * Calculo de volume por integragdo multipla;
Respostas 76 * Massa, centro de massa e momento de inércia.

ContelGdos essenciais para resolugdo dos
exeralcios.

* Geometria espacial;

e Trigonometria;

Derivadas parciais;

Célculo de integrais duplas e triplas: Teorema de Fubinni
e mudanca de varidveis;

Inversdo da ordem de integracao.
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Regra da cadeia

Teste da segunda

derivada

Teorema de Fubini

* Nos exercicios abaixo, utilizamos a regra da cadeia para

determinar a taxa de variacdo de fungdes compostas.

Nas questdes abaixo, classificamos 0s pontos criticos como
ponto de mdximo, ponto de minimo ou ponto de sela cal-
culando o Hessiano e a segunda derivada parcial de f com

realac@o a x em cada ponto.

Nas questdes abaixo, minimizamos a funcao de vdrias va-
ridveis sobre uma dada curva transformando o problema

numa funcdo de R em R e estudando a mesma.

Utiliza-se o Teorema de Fubini para calcular as integrais

que determinam o volume do sélido.

No exercicio que segue, usa-se o Teorema de Fubini no

célculo de integrais que determinam a massa do sélido.
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* Na questdo abaixo utilizamos a mudanca de varidveis para

coordenadas polares no cdlculo de érea.

Mudanga de variaveis: « Nas questdes abaixo, utiliza-se a mudanga cilindrica para o
coordenadas polares, célculo de volume e de massa.

cilindricas e esféricas

* No exercicio abaixo, utiliza-se mudanca esférica para o

calculo do volume do sélido dado.
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O raio da base de um cilindro circular reto cresce a uma
taxa de variacdo de 1, 2 enquanto a altura decresce a uma taxa de
variacdo de 2,2. Qual a taxa de variagao do volume do cilindro

quando a altura € 90 e o raio da base € 40?

A voltagem V em um circuito elétrico simples estd decaindo
lentamente de acordo com o descarregamento da bateria. A re-
sisténcia R aumenta lentamente com o aquecimento do resistor.
Use a lei de Ohm, V = IR, para encontrar como a corrente / estd
variando no instante em que R = 200, I = 0,08, dV /dt = —0,02
e dR/dt = 0,01.

. Zy — x3
Encontre e classifique os pontos criticos de f(x,y) = 5 —

3
y < onc
x—=+y. Facaum grafico onde todos os pontos criticos aparegam.

Encontre todos os pontos criticos de f(x,y) = 1 — x3 —
2y? +3x + y* e determine se sdo pontos de méaximo local, minimo

local ou pontos de sela.

Encontre todos os pontos criticos da funcdo f(x,y) =
x3 4+ y® = 3x — 12y + 20 no plano e classifique-os. Existe um

maximo global ou minimo global entre eles?

Minimize a fungdo f(x,y) = x> + 2y? sobre o grifico da
curva x + y2 =1.

Encontre a distincia mais curta da origem a curva x6+3y? =

Encontre o volume do s6lido limitado acima pela superficie
z=x*+ 2y2 e acima do retangulo R = [-2, 2] X [-2,4].

Calcule a area da regido limitada pelas curvas: a curva
polar r(6) = 6 onde 0 < 6 < 2m; a curva polar r(f) = 26 onde
0 < 8 < 2m; e pelo eixo x positivo.

Encontre o volume do sélido definido pelas desigualdades
x? +y? < z* e 72 < 1. Esboce o grifico deste sélido.
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Um solido € descrito em coordenadas esféricas por r

IA

sen ¢. Calcule seu volume.

Calcule o volume do sélido limitado por z = 2r, r =

1 —cos8 ez =0. Esboce o sélido.

Um buraco cilindrico de raio de 1 milimetro é perfurado
através do centro de uma bola sélida (o centro sobre o eixo do
cilindro) com raio de 2 milimetros. Calcule o volume do sélido

que permanece apos a retirada.
A densidade p do corpo dado por

R={(xy.2): X +y -7 <L;-1<z<1)

2y2

é dado por p(x, v, z) = (x* + y*)2. Encontre sua massa

M = fff p(x,y, z2)dxdydz
R
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Com o volume V em funcdo do raio r e da
altura h, sendo cada um destes fungdes do tempo
t, aplica-se a regra da cadeia.

Isole % apOs aplicada a regra da cadeia.

Aplique o teste da segunda derivada. Para o
esbogo do sélido use o Geogebra.

m Note que existem 6 pontos criticos de f.

m Sendo a(¢) = (t,t) calcule o limite de f o

quando ¢ — +oo.

Defina h(x) = f(x,y?) e estude seu com-
portamento.

Considere f(x,y) = x>+ y? e estude o com-
portamento de i (x) = f(x, y?), sendo y* da curva
dada.

75

m Observe que acima do plano xy f > 0.

Mude as varidveis para coordenadas
polares.

Faca a mudanca cilindrica.

Para identificar o sélido fixe 8 = 0 e
reescreva em coordenadas cartesianas a equa-

¢do r = seng.

Observe que a questdo considera co-
ordenadas cilidricas.

O volume procurado é V =V, — V1,
em que V] € o volume do sélido retirado (faca
por cilindricas), e V, € o volume da esfera.

Tente reescrever o s6lido utilizando
coordenadas cilindricas.



O raio da base de um cilindro circular reto cresce a uma taxa de variacdo de 1, 2 enquanto
a altura decresce a uma taxa de variacdo de 2,2. Qual a taxa de variacdo do volume do cilindro
quando a altura € 90 e o raio da base € 40?

Solucao: O volume do cilindro

dv
é dado por V = 7r2h. Queremos obter a taxa de variacdo do volume, 7 para tanto, aplicamos a
regra da cadeia como segue

dv.oVdr 0Vdh

dr " ordi ' 9ndr

dr dh
= 2nrh— + nrt—
nr 7 + r 7
d dh
quando & = 90, r = 40, d—’; =1,2e n = —2,2 temos que
dv

— = 2740 - 90 - 1,2 + 7140%(=2,2)
= 86401 — 35207
= 5120n7.

A voltagem V em um circuito elétrico simples estd decaindo lentamente de acordo com
o descarregamento da bateria. A resisténcia R aumenta lentamente com o aquecimento do resistor.
Use a lei de Ohm, V = IR, para encontrar como a corrente / estd variando no instante em que
R =200,1=0,08,dV/dt =—-0,02e dR/dt = 0,01.
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Solucdo: Aplicando a regra da cadeiaem V = IR

dv. _ovdl 9V dR
dt — 0l dt OR dt
dl  dR

=R—+1—,
dt dt

dl
isolando 7 e substituindo os valores, obtemos

di_1(dv _ dR
dt R\ dt dt

1
m(—0,0Z—0,0S-0,0l)

~1,04- 1074,

3 3
Encontre e classifique os pontos criticos de f(x,y) = 5 — x — % + y. Faca um gréfico
onde todos os pontos criticos apare¢am.

Solucido: Os pontos criticos de f sdo os pontos (x,y) € Dy tais que

Vix,y) =(x*—1,-y*+1) =(0,0).

Assim,
(-1,-1), (-1,1), (1,-1), e(1,1)

sdo os pontos criticos de f. A funcgdo f é de classe C2, podemos classificar ento, os pontos criticos
através do teste da segunda derivada, isto €, calculando o Hessiano de f e a segunda derivada parcial
com relacdo a x em cada ponto. Segue

Hf(-x’ )’) = fxx(x, }’)fyy(x’ y) _fxy(xa )’)fyx(x’ y)
= 2x-(=2y) —0-0 = —4xy.

Calculando em cada ponto critico, temos
He(-1,-1) = -4, (=1,—-1) € ponto de sela;
Hy(-1,1) = 4; fox(=1,1) ==-2; (-1,1) é ponto de maximo;
He(1,-1) = 4, fxx(1,=1)=2;  (1,-1) é ponto de minimo;

H¢(1,1) = -4, (1, 1) é ponto de sela.
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Encontre todos os pontos criticos de f(x,y) = 1 — x> — 2y? + 3x + y* e determine se sio

pontos de mdximo local, minimo local ou pontos de sela.

Solucdo: Encontrando
Vi(x,y) = (=3x% + 3, -4y + 4y?).

E, agora determinando os pontos (x, y) tais que

-3x2+3=0 = x==I
~4y+4y>=0 = y=0ouy==+l.

Portanto, os pontos criticos sao
(_1, _1)’ (_1’ 0)7 (_1’ 1)’ (1’ _1)’ (]-9 0) € (1’ 1)

Calculando o Hessiano

Hf(x, y) = fxx(x’ )’)fyy(x’ y) - fxy(x’ )’)fyx(x, }’)
= —6x-(=4+12y>)-0-0
= 24x(1 - 3y?).
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Aplicando Hy em cada ponto e verificando f,,, tem-se

H¢(=1,-1) =48; fi(=1,-1) =6; (=1,-1) é ponto de minimo;
Hy(-1,0) = =24, (—1,0) é ponto de sela;
He(=1,1) =48;  f(=1,1)=6; (1,-1) € ponto de minimo;
Hy(1,-1) = —48; (1,-1) é ponto de sela;
Hy(1,0) = 24; fax(1,0) = —=6;  (1,-1) € ponto de maximo;

Hy(1,1) = -48; (1, 1) € ponto de sela.

Encontre todos os pontos criticos da fungio f(x, y) = x> + y> —3x — 12y + 20 no plano e
classifique-os. Existe um maximo global ou minimo global entre eles?

Solucao: Determinando os pontos criticos tais que
Vf(x,y) = (3x* - 3,3y* — 12) = (0,0).

Isto €,
(-1,-2), (-1,2), (1,-2) e (1,2).
O Hessiano de f €

Hf(x’ )’) = fxx(x, )’)fyy(x’ )’) _fxy(x’ )’)fyx(x’ Y)
=6x-6y—-0-0
= 36xy.

Calculando Hy e fy, em cada ponto, temos

Hp(=1,-2) =72; fix(=1,-2) = -6; (-1,-2) ¢ ponto de médximo;

H¢(-1,2) = =72; (—1,2) é ponto de sela;
He(1,-2) = =72 (1,-2) é ponto de sela;
H(1,2) =72, frx(1,2) =6 (1,2) € ponto de minimo.
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Seja a(t) = (t,t), fazendo

lim f(a(r)) = lim 213 =15t +20 = 0

lim f(a() = lim 263 — 15t + 20 = —co.

Mostra-se que f ndo tem maximo nem minimo global.

Minimize a funcdo f(x, y) = x> + 2y? sobre o grifico da curva x + y> = 1.

Soluciio: Considere a fungio f restrita a curva y> = 1 — x. Entdo se h(x) = x> +2(1 — x) temos
W (x) =2x—2. Entao /(1) =0e h”(1) = 2 logo 1 é ponto de minimo para 4. O ponto de minimo

acontece em (1, 0).
Uma outra solugdo:
Queremos determinar o ponto de minimo de f sobre o griafico da pardbola A = {(x,y) €

R?; x + y> = 1}. Defina g(x, y) = x + y> = 1. Entio

Vg(x,y) = (1,2y).

Logo, Vg(x,y) # (0,0), Y(x,y) € A. Usando os multiplicadores de Lagrange as solu¢des do

seguinte sistema sdo candidatos a extremantes locais em A,

AVg(x,y) = Vf(xy) = A(1,2y) = (2x,4y)
glx,y) = 1 )c+y2 = 1.
Dai
A =2x A-2x =0
A2y =4y = 2y(1-2)=0
x+y2 =1 x+y> =1

Da segunda equacdo temos que y = O ou 4 = 2. Se y = 0 segue da terceira equacdo que x = 1 e

obtemos o ponto (1,0). Conseguimos o mesmo ponto se fizermos A = 2 na primeira equacdo. E
facil ver que (1, 0) € de fato o ponto minimo nesse conjunto, fazendo

f=y%y) =1+

Portanto, (1,0) é o ponto que minimiza f sobre a curva x + y* = 1.
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Encontre a distdncia mais curta da origem a curva x° + 3y? = 1.

Solucao: A distancia de um ponto (x, y) a origem € dado por

D(x,y) = y/x% + y2.

O minimizante de D é o mesmo minimizante da fun¢do f(x,y) = x> + y> sobre o conjunto
B = {(x,y) € R%;x° + 3y? = 1}. Sobre a curva temos y> = %(1 — x%). Seja h a funcdo f restrita ao
conjunto B. Entdo h(x) = x* + $(1 — x%). Assim h’(x) = 2x —2x> e h'(x) = O para x = 0, x = —1
ex =1. Agora h”(x) =2 - 10x* e assim temos h”(0) = 2 e K’ (1) = W (-1) = —8. Portanto, o
ponto de minimo ocorre para x = 0 e sobre a curva temos y = i\/g . Entao D (0, i\/; ) = \/; que é
o resultado pedido.

Outra solucdo:

Defina g(x,y) = x% + 3y?> = 1. Utilizando os multiplicadores de Lagrange, os pontos que
satisfazem o sistema abaixo serdo os candidatos a minimo

Veg(x,y) = AVf(x,y) = | (6x°6y) = 1(2x,2y)
g(x,y) = 1 x0+3y2 = 1.
Dai
6x° = A2x 30 -Ax =0
6y = A2y = 3y—-A1y =0
0 +3y% = 1 %0 +3y% = 1.

No udltimo sistema observe que da segunda equacdo, y = 0 ou 4 = 3. Se y = 0, da terceira equacao
segue que x = =1 e temos os pontos (—1,0) e (1,0) sdo candidatos a minimo. Se A = 3, da primeira

equacdo tiramos x = 0 e x = +1 novamente. Fazendo x = 0, da terceira equacdo tiramos y = ig

«/5) (0’\/5

da qual vém os préximos candidatos (O, -5)e T)' Os candidatos a minimo sao

(-1,0), (1,0), (0,—?) e (O, ?)

Calculando f nesses pontos, temos

0

):

-

f(—l,O) = 1’ f(LO) = 1’ f(()’_ﬁ)

35
3 3

-+

W =

o
= =
Il
wlS

“IS

Portanto, a distancia minima da curva a origem é D (O, —
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m Encontre o volume do sélido limitado por cima pela superficie z = x* + 2y? e acima do
retingulo R = [-2,2] X [-2,4].

Solucio: O sélido em questdo é

O volume V sera dado por

2 4 2 2y3 4
V= f f (x% + 2y2)dydx = f [xzy + —] dx
-2 J-2 -2 3 )

2
= f (627 + 48)dx = [2x° +48x]” =224 u.v,
-2

m Calcule a drea da regido limitada pelas seguintes curvas: a curva polar r(6) = 6 onde
0 < 6 < 2n; acurvapolar r(6) = 26 onde 0 < 6 < 27; e pelo eixo x positivo.

Solucdo: Temos que a regido no plano xy é
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r(0) = 20

B={(r0):0<r<20e0<6<2n}.

Sabemos que em coordenadas cartesianas teriamos que a drea seria dada pela integral dupla
da fung@o f(x,y) = 1. Calcularemos em coordenadas polares devido o conjunto B, no plano r6,
descrever um retangulo, que é uma regido bem mais simples de trabalhar. Para fazermos essa

mudanca, devemos considerar o jacobiano da mudanca polar que € r. Portanto, ficamos com

2 26
A:ff rdrdé?:f f rdrdf
B 0 i
27 1,2720

= f [r—] 6
0 2 /]
1 271'
- (46° — 6*)do

2 Jo

36317 1

=21 ==2n)?3 =47
>[5, =300 =

Encontre o volume do sélido definido pelas desigualdades x? + y? < z* e z> < 1. Esboce
o grafico deste solido.

Solucdo: Veja que
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é simétrico com relagdo a z = 0.
Fazendo a mudanga cilindrica, segue que

4
Z

4
Z

r2cos? 6 + r2sen 6

\%

\%
~

VF

\%

|z]

ou seja,
z< —Vrouvr <z

E, da condiciio z> < 1 = —1 < z < 1. Logo, o sélido pode ser descrito em coordenadas cilindricas
como a unido de
S ={(r0,2):0<r<1,0<60<2reVr<z<1}

com
S ={(r6,2):0<r<1,0<0<2me —1<z7<—rh

Portanto, da simetria resulta que

V = fff rdrd0dz — fff rdrdfdz = fof rdrd@dz
S1 S> S1
2r 1 1 2
= 2f f f rdzdédr = 2f f r(1 —r)dodr
0 Jo \r 0 Jo

1
1 1 ,
:2f r(l—\/;)(Zﬂ—O)dr:47rf r—r2dr
0 0

2 31!
1 2 2
=47r[r——£] =47r[———]=—7r.
0

2 % 2 5 5

84



Um soélido € descrito em coordenadas esféricas por r < sen ¢. Calcule seu volume.

Solucido: A mudanga esférica é dada por

X =rsen¢cosf 0<rsoeo
y = rsen ¢ sen 6 Vst = 2
Z=rcos¢ U<¢=nm

Observe que no plano xz, isto €, quando 6 = 0, temos x = rsen¢, y = 0, z = r cos ¢. No plano

xz,r = Vx2 + z2 e sen¢ = ;‘ =. Entdo a equagdo r = sen ¢ no plano xz fica
X +z

Vx2+ 72 = _r ,
Vx2 + Z2

2 2
ou seja, x2 + 72 — x = 0. Podemos reescrever isso como (x - %) +72 = (%) ,isto é, r < sen¢ € um

circulo no plano xz de centro (%, 0, 0) e raio % Rotacionando esse circulo obtemos um toro.

Veja ilustracao

054 T = sen o

=0

Variando0 < 0 < 21,0 < ¢ <me 0 <r < sen ¢, temos 0 toro
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Seu volume é

Vv

Il
S—

2 bd sen ¢
f f r? sen ¢drddo
0 0 0
2r

sen ¢

T r3 1 2 bid
f sen ¢ [—] d¢dl = — f f sen* pdpdo
0o Jo 3]0 3Jo Jo

Il
s——

2
) dpde

z”f” 1 cos2¢
o \2

2
cos 2¢ N cos? 2¢
2

),

3Jo

1 2 |

== - - dodo
5 A3 [
1 (% (™1 cos2¢ 1(1 cosde
—§f0 for 2 +z(§+ 2 )‘”’de
1 (>3 i

_ _f 3¢ sen2¢ N sen4¢ 40

3 Jo 8 4 32 |,

1 (?3n Vi n?

== —df=—-Q2nr-0)=—.
3.ﬁ; 8 g =0=7

Calcule o volume do sélido limitado por z = 2r, r = 1 — cos 6 e z = 0. Esboce o sdlido.

Solucio: O sdlido fica
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Logo,

2w cos 6 2r 2 1—cos @
V= f f f rdzdrdf = f f r(2r — 0)drdo
0 0 0 0
2r 2r

1—
0
9,3 1-cos 6 2
:f il de:—f (1 —cos§)’do
0 31 3Jo

2 2r
= 3 (1 —30039+300529—cos39)d9
0
2 [ 1 20
= - (1—3cos€+3(—+COS )—(l—sen29)cost9)d9
3Jo 2 2
2 0 26 30\1%"
=§[9—3sen0+3(§+segL )—(sen@—ser; )]0
2 107
377773

Um buraco cilindrico de raio de 1 milimetro € perfurado através do centro de uma bola
s6lida (o centro sobre o eixo do cilindro) com raio de 2 milimetros. Calcule o volume do sélido que

permanece apos a retirada.

Solucdo: Calcularemos o volume V; do sélido retirado
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Em coordenadas cilindricas temos que

z=+/4 —r?

B={(r,0,2):0<r<1,0<60<2re0<z<V4-r?}

Entao,

1 2 V4—r2 1 21
Vi = Zf f f rdzdOdr = 2f f r(VN4 —r?2 - 0)dOdr
o Jo Jo 0o Jo

| 1
1 2-12
= 2f rN4 —r2(2r — 0)dr = 4n [—5(4— rz)%] = u mm°.
0 0

Como o volume V5 da esfera de raio 2mm €

4 32
V2=§7r~23=Tﬂmm3,

entdo, o volume procurado serd

32r  7(32- 12v3)

3 3 = 4\/§7r mm?>.

V=V-V =
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A densidade p do corpo dado por
R={(x,y,2):x*+y’-22<1;-1<z<1)

2)2_ Encontre sua massa

M = fff p(x,y, 2)dxdydz
R

Soluc¢ao: Observe o corpo em duas cores

é dado por p(x,y,z) = (x*> +y

Note que a mudanca cilindrica é a mais indicada devido a forma da regido e a fun¢do p. Entao,
fazendo
x=rcosfey=rsend

temos que

z2Vr2—louz> - rz—lparalsrs\/i

porque 7> — 1 > 0 e x> + y2 — 1 = 1, esse tltimo vem da condigdo |z| < 1.

Dividimos o corpo em duas partes dadas em coordenadas cilindricas: a parte em azul celeste
acima e abaixo do plano xy que € a unido de

Ri={rn6z):1<r<V2,0<6<2revVr2-1<z<1}

com
R ={(r0,2):1<r<V20<0<2ne —1<z<-Vr2-1}.

E a segunda parte, em vermelho, que € o cilindro

Ry={(r,0,2):0<r<1,0<0<2mre —1<z<1}.
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Observe que
R =R; + R, + Rs3.

Podemos calcular M como segue

M = fff p(x,y,z)dxdydz = fff p(rcosf,rsend, z)rdrdddz
R Ry
+ fff p(rcos6,rsenb, z)rdrdfdz + fff p(rcos,rsend, z)rdrdfdz
R, R3

V2 p2n ol V2 p2n p~-Vr2—d 1 p2n pl
= f f f rsdzdedr + f f f rsdzdﬁdr + f f f rsdzdé?dr
1 0 Vr2-1 1 0 -1 0o Jo =il

V2 V2
:f rs(l—\/r2—1)(27r—0)dr+f PP (=Vr2 =1+ 1)(2x — 0)dr

1 1

1 V2 V2
+f r5(1+1)(27r—0)dr:27rf rs—rS\/rZ—ldr+27rf r> = rNr? - 1dr
0 1 1
6

! vz
2
%] :47rf r5—r5\/r2—1dr+?ﬂ(fazendou:rz—l, ficamos com)
0 1
r6 e ! du 2 64r
=473 |—=| - + 12 Vu—t+ = = —.
”{[6]1 fo(” N

Outra solucdo:

+ 4r

Podemos descrever a superficie como 7> < 1 +z20u0<r < V1+z2,0<60<2m, -1<z<1.
Entao p(x, y,z) = (x% + yz)2 =rte

2 1 Vi+z?
M = fff p(x, y, z)a’xdydz:f a’@f dzf r*.rdr
R 0 -1 0

. | 46 Vi+z2 (1 +72)3
(61, dz |— =2 ——dz
— 6 O _1 6

1

1 1
V4 V4 3 1

== 14322432+ 2Ddz =S |z+ 2+ 222 + =7
311( z Z +z)dz N AR AR 1
2n 3 1 64

=—{0+1+-+2)=—nm.
3 577 735"
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