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FuncSes
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e Novas funcoes a partir de fungoes conhecidas;

Enunciados 5 e Problemas envolvendo funcoes;
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Respostas 11

ContelGdos essenciais para a resolugdo dos
exercicios

e Funcao e suas propriedades;

e Intervalos e suas propriedades;



e Na questao citada tem-se a modelagem de problemas

por funcoes:
Modelagem de

Problemas utilizando

funcoes

e Nas questoes citada efetua-se as operacgoes de funcoes:

Operacoes e
Transformacoes de
Fungoes e Na questao citada efetua-se as transformacoes de fun-

coes a partir de funcoes conhecidas:
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(a) Encontre a equacdo da reta que passa pelos pontos A =

(b) Seja P = (—2,5) um ponto da reta r, que ¢ paralela a
retax —6y = 1.

Encontre a equagao da reta r.

Resolva:
(@) 1+[2z—4] =3;

(b) 3—4lz—1| < —1.

(a) Encontre os valores reais de p e ¢ para os quais a relagao

{(_57 0)7 (_17 3)7 (07 2)7 (p, Q)a (127 6)}
¢ uma funcao;

(b) Encontre um nimero real x para o qual a relagao

{<_37 5)7 (_27 1)? (_17 ZC), (07 3)7 (17 11)7 (27 _5)}

é injetora.

O gerente de uma fabrica determinou que, quando x
centenas de unidades do produto A forem fabricadas todas
poderao ser vendidas por um preco unitario dado pela funcao
p(z) = 60 — x reais. Para que nivel de produgao a receita é

maxima? Qual é a receita maxima?



Considere a fungio f(z) = 6 z—z% e o ponto P = (1,5)
do grafico de f.

000

(a) Desenhe o grafico de f e as retas secantes que passam
3
pelo ponto P e os pontos Q = (z, f(z)) para x = 5

e 2;

57
(b) Encontre o coeficiente angular de cada reta secante do
item (b);

(c) Use os resultados do item (b) para estimar o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P;

(d) Descreva como vocé pode melhorar a aproximagao do
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no

ponto P, dada no item (c).

e Considere o grafico da fungao y = f(z).

-3

Grafico da fungéo y = f(x).

Determine as transformacoes ocorridas no grafico de f nos

seguintes exemplos abaixo:
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Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, justifique; se

®0 00
for falso dé um exemplo que mostre que a afirmacao é falsa

(Contra-exemplo).
—

a) Como f(z) = e g(r) = ——, obtemos que f o

(@) Como f(z) = — e gla) = —— que |
g = go f no dominio das respectivas compostas;

(b) Se f e g sao fungoes tais que é possivel calcular a com-

posta delas, entao fog=go f;



000

Se f é bijetora entao f nao admite o mesmo valor mais

de uma vez;
Se f ¢ uma funcao entdo f(3x) = 3f(z);

Uma reta horizontal intercepta o grafico de uma fungao

no maximo uma vez.

1
Sejat=x+ —, com z # 0.
s

1
Calcule, em funcdo de t, as funcdes ¢ = 2% + — e
i
1
h=ax+ =3
5

Esboce o grafico da fungao z(t) = (g(t) + —> t.



Lembre-se que retas paralelas pos-

suem o mesmo coeficiente angular.

Utiliza a definicao de modulo e suas

propriedades.

Use a definicao de funcao.

A funcao receita esté relacionada ao
valor arrecadado pela venda de um deter-

minado produto.

Use um software matematico para

plotar o grafico de f e as retas secantes.

Use um software matemético para
observar as transformacoes de uma funcao

qualquer.

10

Use a defini¢ao de fungao composta

e funcao bijetora.

| 1.8 B

a®> 4+ b* = (a+ b)? — 2ab

facaa=xeb=—.
x



(2)

Encontre a equacdo da reta que passa pelos pontos A = (1,2) e B = (—1,4);
Solucao: Vamos usar a equacao geral da reta:

Y — Yo = m(x — To). (1)

Calculando o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos dados A e B obtemos

_ =Y _ 4—2

1 — X —1—1:

m —1

Logo, considerando o ponto A = (1,2) a equacao (1) torna-se

y—yo = m(z— o)
y—2 = —-1(z-1)
y = —z+3

Seja P = (—2,5) um ponto da reta r, que é paralela a reta z — 6y = 1.
Encontre a equagao da reta r.
Solugao: Lembrando que. duas retas sao paralelas se, e somente se, seus coeficientes

angulares forem iguais.

Deste modo, devemos encontrar o coeficiente angular da reta r, que denotaremos por
m,. Para isso usaremos a informacgao que a reta x — 6y = 1 é paralela a reta r, logo,
conhecendo o coeficiente dessa reta conheceremos o valor de m,.. Mas,

r—6y=1=y=

Y

ol 8
| =

1
o que implica m, = 6

Com o valor do coeficiente angular m, e o ponto P = (—2,5) podemos usar a equagao
geral da reta para obter

y—y = m(z— 1)
1
y=5 = (- (-2)
B x+16
YT 673
~ , xz 16
Logo, a equacao da reta r é dada pory:g—l—g.

11



Resolva:

(a) 1+ 2z —4|=3;

Solugao: Lembrando a definicao de moédulo, temos:

20 —4 se 2xz—4>0

|2z — 4| =
—2x+4 se 2z —4<0
Assim,
20 —4 se x>2
22 — 4| =
—2r+4 se <2
Logo,
Para z > 2 Para z < 2
20 —4 = 2 —2rx+4 = 2
B = § r = 1

Verificando os valores obtidos para os intervalos encontrados, obtém-se que os pontos

satisfazem a equagdo. Portanto, 1 + 22z — 4| =3 < z=1ouz = 3.
(b) 3—4|z—1| < —1.
Solucao: Observe que:

3—4jz-1<-1=>-A4z-1<-4=—|z-1 < -1

Multiplicando a expressao por —1 tem-se

—lz-1<-1=|z-1]| > 1.

Agora, usando a propriedade |z| > a < & > a ou x < —a, para a > 0, obtemos
r—1>1 ou z—-1<—1,

o que implica
rz>2 ou z <0,

12



Logo, a solu¢do para a inequagao é S = (—00,0) U (2, 4+00).

Geometricamente temos

= 0Q
Q

(a) Encontre os valores reais de p e ¢ para os quais a relacdo

{(_57 0)7 <_1> 3)7 (07 2)a (p> Q)> (12, 6)}

é uma funcao;

Solucgao: De acordo com a definicao de funcao, para cada x do dominio deve existir
em correspondéncia um e s6 um y na imagem. Geometricamente, isso significa que ao
tracar uma reta vertical no dominio, devera existir apenas um valor de y associado a

essa abscissa.

A resposta para esta questdao nao é tinica. Existem uma infinidades de respostas. Assim,
para qualquer p diferente dos valores {—5, —1,0, 12} deve existir em correspondéncia um

e s6 um ¢. Por exemplo, o par (p,q) = (1,3) é uma resposta correta.

Observe que o par (—1,1) é uma resposta incorreta.

(b) Encontre um namero real x para o qual a relagao

{(_37 5)? (_27 1)7 (_17 l’), <07 3)? (17 11)7 (27 _5>}

é injetora.
Solugao: Denominamos funcao injetora, a funcao que transforma diferentes elementos
do dominio em diferentes conjuntos da imagem, ou seja, nao existe elemento da imagem

que possui correspondéncia com mais de um elemento do dominio. Assim, para x; # o,
f(x1) # f(x2).

Logo, = pode assumir qualquer valor diferente das imagens, ou seja,

z ¢ {-5,1,3,5, 11}

13



O gerente de uma fabrica determinou que, quando x centenas de unidades do pro-
duto A forem fabricadas todas poderao ser vendidas por um preco unitario dado pela fungao
p(z) = 60—z reais. Para que nivel de producao a receita ¢ maxima? Qual é a receita maxima?
Solucao: Temos que receita esta relacionada ao valor arrecadado pela venda de um determi-
nado produto, assim, se foram vendidos x produtos, sendo o preco unitario de 60 — x, entao
a receita é

R(z) = (60 — 2)x = R(z) = 60z — 2°.
Observe que, R(z) > 0se 0 < x < 60.

Como queremos o valor de x para o qual a receita é maxima e R(z) é dada por uma

parabdla, sabemos que o ponto de méximo é dado por

-y -
_ %0 30 centenas (3.000) de unidades.

T % T 2(0))

Logo, a receita maxima é

R(30) = 60(30) — (30)> = R(30) = 900 unidades de reais.

Portanto, a fabrica deve produzir 3.000 unidades e com esse nivel de producao, a receita
esperada é de 90.000 reais.

Considere a fungdo f(x) =6z — 22 e o ponto P = (1,5) do grafico de f.

(a) Desenhe o grafico de f e as retas secantes que passam pelo ponto P e os pontos

Q = (z, f(x)) para z = e 2;
Solugao: Vamos primeiro determinar os pontos @ = (z, f(x)).

9

N | —
AN w

—

(@

1 11 1 11
Paraxzﬁ, f(z) = —, logo, Q1 = ( )

1 24
3 27 3 27
Para r = 5’ f(l') = Z? IOgOJ QQ = <§a Z)

Para z =2, f(z) =38, logo, Q3 = (2,8).

A figura abaixo mostra o grafico de f e as retas as secantes:

14



(b) Encontre o coeficiente angular de cada reta secante do item (a);

Solucao: Sabemos que o coeficiente angular de uma secante que passa pelos pontos
(20, f(x0)) e (z, f(x)) & dado por:

r — g

1 11
Assim, para a reta que passa por P = (o, f(z0)) = (1,5) e Q1 = (z1, f(21)) = (5, Z)

tem-se

_ 5 — L
_— fx1) = f(xo) _ g Y5
T1 — Xg 1_5 2

3 27
Para a reta que passa por P = (1,5) e Q2 = (22, f(x2)) = (5, Z) tem-se

~J

— 527
- f(x2) — f(0) _ ;L L
To — X 1—5

Para a reta que passa por P = (1,5) e Q3 = (23, f(x3)) = (2,8) tem-se
f(xs) = f(wo)  5-38

T3 — X _1—2:

3.0

ms3 =

Use os resultados do item (b) para estimar o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de f no ponto P;

Solugao: Note que, para reta tangente em P nao podemos usar a formula (2).

Para estimar o valor do coeficiente angular my da reta tangente em P observe que, pelo

item (b), as retas secantes passando por P e pelos pontos @) suficientemente proximos

15



de P “aproximam-se" da reta tangente. Logo, esperamos que os coefientes angulares
destas retas secantes “aproximem-se" do coeficente angular da tangente.

Usando os resultados do item (b) e a ideia descrita acima, temos que os pontos mais
proximos do ponto P que sao ) e ();. Para estes pontos o coeficiente angular das
secantes sao m; e mso. Podemos escolher uma aproximacao usando m; ou msy, por
exemplo

mr & my = 3.5

Descreva como vocé pode melhorar a aproximacao do coeficiente angular da reta tan-

gente ao grafico de f no ponto P, dada no item (c).

Solucao: Como nossa aproximacao do coeficiente angular my é dada pelos coefici-
entes my de retas secantes passando por P e pontos () préoximos de P, para melhorar
nossa aproximacao devemos tomar pontos mais proximos de P e calcular os coeficientes

angulares das secantes.

Por exemplo, subdividindo o intervalo [1,2] em n subintervalos [z;_1,x;] com tamanho
h=1/nel <1i<n obtemos abscissas x; = 1 + hi de pontos ); muito proximos de P.

De fato, para n = 10 temos

1 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
i 1.1 (12 |13 |14 |15 |16 1.7 | 1.8 | 19 |20
f(z;) | 539 | 5.76 | 6.11 | 6.44 | 6.75 | 7.0 | 7.31 | 7.56 | 7.79 | 8.0
m; 39 | 38 | 37 | 36 | 35 34| 33 | 3.2 | 3.1 | 3.0

O ponto mais proximo de P na tabela acima é @)y = (1.1,5.39) e, logo, podemos apro-
ximar mq pelo coeficiente m; = 3.9, ou seja, mp ~ 3.9. Observe que esta aproximacao

é melhor do que a aproximagao dada no item (c).

Considere o grafico da funcao y = f(x).

16
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Grafico da funcao y = f(x).

Determine as transformacoes ocorridas no grafico de f nos seguintes exemplos abaixo:

(2)

2 ={ 0 1

1
1
1
)
1
1
1
I

! -3
|

Solucao: Percebe-se que a funcao foi obtida pela reflexdao em torno do eixo y e com-

pressao horizontal.
Primeiramente vamos refletir a funcao em torno do eixo y, assim,

W) = f(~a).

Comprimindo agora horizontalmente, temos que

g(x) = h(cx) = f(—cx) para ¢ > 1.

17



Logo, a nova funcao sera dado por

1

para c > 1.

1
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Solugao: Percebe-se que a funcao foi obtida pela reflexao em torno do eixo y, compressao

horizontal e deslocamento para a direita.

Primeiramente vamos deslocar ¢ unidades para direita, assim,

h(z) = f(z —c)

para ¢ > 0.

para k > 1.

Seguindo, vamos comprimir horizontalmente a fun¢do h(z) por um fator k, logo,

g(x) = h(kz) = f(k(z - c))

Por dltimo, vamos fazer a reflexao em torno do eixo y.

f(=k(z = c)).

parac>0ek > 1.

18



1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1

Solugao: Percebe-se que a funcao foi obtida pela expansao vertical, deslocamento para

a esquerda e deslocamente vertical para baixo.
Primeiramente vamos deslocar o grafico ¢ unidades para a esquerda, assim,

h(z) = f(z + ¢ para ¢ > 0.

Seguindo, vamos fazer a expansao vertical por um fator k > 1, logo, a nova funcao obtida

serd dada por
g(x) = kh(x) =kf(z + ¢

Deslocando-a para baixo, temos
g(x) —co=kf(z+¢)—c para ¢y > 0.

p(x) =

Percebe-se que a fungao foi obtida pela expansao vertical e deslocamento para

Solucao:
a direita.

19



Primeiramente vamos deslocar o grafico ¢ unidades para a direita, assim,
h(z) = f(z —c) para ¢ > 0.

Seguindo, vamos fazer a expansao vertical por um fator k > 1, logo, a nova funcao obtida

sera dada por
9(x) = kh(z) =kf(z — )

Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, justifique; se for falso dé um exemplo que

mostre que a afirmacao ¢ falsa (Contra-exemplo).

()

— X

Como f(x) = !

compostas;

eg(r) = T2 obtemos que fog = go f no dominio das respectivas

Solucao: Falso! Pois a igualdade de funcgoes implica que as fungoes devem possuir o

mesmo dominio, o mesmo contradominio e

para todo z no dominio. Contudo

Dfog =R - {_1}

Dyoy =R — {0}
Como esses dominios sao conjuntos diferentes, verifica-se que go f # f o g.

Se f e g sao funcoes tais que é possivel calcular a composta delas, entao fog=go f;

Solugéo: Falso! Considere por exemplo f(z) =2z e g(z) = 2%

Calculando fog

Calculando g o f

Logo, go f # fog.

Se f é bijetora entao f nao admite o mesmo valor mais de uma vez;
Solugao: Verdadeiro! Temos que uma fungao é dita bijetora quando é simultaneamente
injetora e sobrejetora. Por sua vez, uma funcao é dita injetora se nenhuma reta hori-

zontal intercepta seu grafico em mais de um ponto.

20



(d) Se f ¢ uma funcao entdo f(3z) = 3f(z);

Solugao: Falso! Considere a funcao f(x) 2

xT~.

Para f(3z) = (3z)? = 92°.
Para 3f(r) = 322

Logo, verifica-se que f(3z) # 3f(x).

(e) Uma reta horizontal intercepta o grafico de uma fun¢do no maximo uma vez.
Solucao: Falso! Uma funcao s6 terd a propriedade de uma reta horizontal interceptar
o grafico apenas uma vez se for injetora. Assim, basta utilizar uma funcao nao injetora,

como f(z) =z

1
Seja t =x + —, com z # 0.
7

1 1
(a) Calcule, em funcdo de ¢, as funcdes g = 22 + —eh= z3 + —;
x x

1\2
Solugdo: Seja g = 2% + (—) . Utilizando o produtos notaveis sabemos que
x

(a+b)*> = a® + 2ab + b*.

Logo,
a®> +b* = (a + b)* — 2ab.

1
Fazendo a = x e b = —, temos que
0

Logo,
g(t) =t* -2

1\ 3
Seja agora h = z° + (—) . Utilizando o produtos notaveis sabemos que
i

a*+b° = (a+b)(a®—ab+0b?)

= (a+0b)([a* +b?] — ab)

21



a® + 0> = (a4 b)(a® — ab + b?).

1
Fazendo a = x e b = —, temos que
x

() - (D) ()

= t({t*—2—1)
= -3t
Logo,
h(t) =t3 — 3t

(b) Esboce o grafico da fungao z(t) = (g(t) + @) t.

Solugao: Primeiramente vamos encontrar a fungao z(t). Assim,

0 = (s0- ")

2(t) = (t2—2+t3_3t>t

t

2(t) = -2+ -3)t

z(t) = (2t* —5)t

z(t) = 23— 5t para t # 0

Uma vez encontrada a funcao, basta esbogar o grafico. Assim,

22
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e Funcoes e suas propriedades;

e Limite e suas propriedades;
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e Na questao citada tem-se o uso das propriedades ope-

ratorias de limite:

Propriedades
Operatorias de Limite,
Limites Infinitos,

. . e Nas questoes citadas usa-se limites infinitos e/ou limites
Limites no Infinito e

no infinito:
Continuidade.
e Na questoes citadas usa-se continuidade de funcgoes:
e Na questao citada usa-se o Teorema do Valor Interme-
Teorema do Valor diario:
Intermediario

25



eecO Considere a funcao

(

r+1 se z<—1

fl)=3 —2?+2 se —1<x<2

\

(a) Esboce o grafico de f;

(b) Descreva, com suas proprias palavras, o significado de
lim f(x) = L;

r—a

(c) Utilizando o grafico, determine o valor dos limites:
1) lm f(@)
(IT) lim f(z);
(1) tim £(a).

[ X NeXe) .. . . .
Calcule os limites abaixo. Enuncie as propriedades

e/ou teoremas usados.

4
(a) hrr%p(x) com p(x) = Zai rrea; €ER,1<i< 4
z—
i=1

(b) lim f(sen (2));

3(1 — cos(x))

() lm —=———
@ lim 224

=4+ x —4

26



@000

(a) Verifique se o Teorema do valor intermediario se aplica
para f(z) = 2* —a? + 2 — 2, [0,3], £(¢) = 0;

(b) Descreva um processo para calcular uma aproximagao
do ntimero ¢ dado no item (a) e calcule uma aproxima-

cao de c.

0000 Encontre os valores reais de x (se houver algum) para
os quais a funcao f nao é continua. Existe alguma desconti-

nuidade removivel? Qual ou quais?

7
(a) f(ﬂf) - 1'2 _xi
|z + 5|
b _ztol
) fla) =22
eee0 Seja s(t) = 3 + t* a fungdo posigao do deslocamento

de um movel.

(a) Encontre as velocidades médias do mével nos intervalos
de tempo Aty = t1 — tg, Aty =ty — t1, At =13 —ty €
Aty =1ty —tzgparaty=0,1t; =0.5,1t,=10,t3=15¢
ty = 2.0;

(b) Faga uma interpretagao geométrica da velocidade ins-
tantanea no instante ¢ = 1 usando as velocidades mé-

dias;

(c) Use os resultados dos itens (a) e (b) para estimar a

velocidade instantanea em ¢ = 1;

(d) Descreva como vocé pode melhorar a aproximacao da

velocidade instantanea dada no item (c).
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1
¢e00 Considere a fungao f(z) = —; e faga o que se pede:
75

a) Utilizando um aplicativo computacional investigue o
g
grafico da funcao f. Depois, faca um desenho & mao

livre do mesmo gréfico.

(b) Analise o valor de f(x) quando x se aproxima de 0 pela
direita. O que podemos afirmar sobre o valor do limite
lim f(z)?

z—0t

(c) Analise agora, o valor de f(z) quando x se aproxima de
0 pela esquerda. O que podemos afirmar sobre o valor

do limite lim f(z)?
z—0~

(d) O limite hH(l) f(z) existe? Justifique.
T—r

eee0 Determine todas as assintotas (verticais, horizontais e

obliquas) da funcao f(z) =z + §
T
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Analise as restri¢coes no dominio de
f

Calcule velocidades médias para in-

tervalos de tempo cada vez menores.

Use um software matematico para
esbocar cada parte da funcao.

Use

4
Z aGx' = a1z + asz® + azz® + auxt. Atente para a definicao de limite.
i=1

Analise as restricdes no dominio de
Use o TVI recursivamente para cal- f

cular uma aproximacao de c.
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Considere a funcao

r+1 se z<—1
flx)=X —224+2 se —1<2<2

r se x>2

(a) Esboce o grafico de f;
Solucao: Esbocando o grafico da fungao, obtemos

(b) Descreva, com suas proprias palavras, o significado de 1i_r>n flz) =L;
r—a
Solugao: Considerando uma funcao f(z) qualquer, lim f(x) = L significa que quanto
r—a
mais o valor de x se aproxima de a, mais o valor da imagem se aproxima de L, verificando

isso quando a aproximacao é feita pela direita e pela esquerda.

(c) Utilizando o grafico, determine o valor dos limites:

(D) lim f(z);
Solugao: Observando o grafico, percebemos que quando z se aproxima de —1 pela
esquerda, o valor de f tende a zero. Por sua vez, ao quando z se aproxima de —1
pela direita, o valor de f tende a 1. Como encontramos valores diferentes quando = se

aproxima de —1 pela esquerda e pela direita, entao esse limite nao existe.
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(I1)

(I11)

lim f(z);
T—>
Solugao: Observando o grafico, percebemos que quando x se aproxima de 0 pela es-
querda, o valor de f tende 2. Por sua vez, ao quando x se aproxima de 0 pela direita, o
valor de f tende a 2. Como encontramos valores iguais quando x se aproxima de 0 pela
esquerda e pela direita, entao esse limite existe e é igual a

lim f(x) =2

z—0
lim f(x).
z—4 - .
Solugao: Observando o grafico, percebemos que quando x se aproxima de 4 pela es-
querda, o valor de f tende 4. Por sua vez, ao quando x se aproxima de 4 pela direita, o

valor de f tende a 4. Logo,
lim f(z) =4

Observamos ainda que para x > 2, f(x) = z. Como f é uma fun¢do polinomial e toda

polinomial é continua, entao

lim f(z) = f(a)

T—a
Logo,
lim f(z) =2 =4

r—4

Calcule os limites abaixo. Enuncie as propriedades e/ou teoremas usados.

4
lim p(z) com p(z) = Y a2’ e q; ER, 1 <i < 4
T—2 —

1=
Solucao: Primeiramente precisamos encontrar a func¢ao p(x), assim,

4
p(z) = Zaiwi
=il

p(z) = axt +ay2® + az 2’ + ay

Pela propriedade do limite da soma, temos

lim [ (2) + (@) = lim f(@) + lim g(z)

T—ra T—a

Aplicando a propriedade do limite da soma e da multiplicacdo por uma constante por
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uma funcao, temos que

limp(z) = lim[a;x + ap2® + a3 ° + a4 2]
T—2 T—2

. . . 2 g 3 : 4
= Dplenel + gl nglas 27l + glas )

= @ limz + a2 lim 22 + a3 lim 2° + a4 lim z*
r—2 x—2 r—2 r—2

Utilizando a propriedade do limite do produto, temos
limp(x) = aplimz+ ay [(lim x) . (hm x)} +as [(lim x) . (lim ZL‘> : (hm x)]
£—52 £—52 T—2 £—52 £—52 T—2 T—2

+ a4 [(lim :c) . <lim x) . (lim x) . <lim x)}
r—2 r—2 r—2 r—2
Encontramos lin% p(z) pode ser escrito como soma e produto de lin%:v = 2, logo,
T z—

limp(z) = ai1(2)x + az(2?) + a3(2°) + as(2*)

r—2

= 2(11 + 4&2 a 8(1,3 + 16&4

(b) lim f(sen (2));
z—
Solucao: Teorema 1: Seja h continua em b e lim g(x) = b, entdo lim h(g(z)) = h(b).

z—a z—a
Em outras palavras,
lim h(g(x)) = h <1im g(x)) :
T—a r—a

Utilizando o teorema acima, temos que se f for continua e g(x) = sen (x), entao

lim f(g(2)) = f (limysenz) = f(sen3).

O teorema acima s6 ¢ valido para uma funcao h continua em b, porém devemos verificar
também o caso em que h nao seja continua nesse ponto. Para isso, enunciaremos o

teorema abaixo:

Teorema 2: Sejam f e g duas funcgdes tais que Imf C Dy, 3101137 flz)=ae ilg{ll g(u) = L.
Nestas condigoes, se existir r > 0 tal que f(z) # a para 0 < |xt—p| < r, entdo ilil;) g(f(x))
existira e

lim g(f(z)) = lim g(u)

T—p u—a
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Logo,
lim g(f(z)) = L

T—p
Utilizando o teorema acima, seja
li =1L
w1
e
lim g(z) = lim sen (z) = sen (3).
z—3 z—3
Entao
lim f(g(x)) = lim f(sen (z)) = L
3(1—
(©) lir% (1 — cos(x)) ;
T—> €T
Solucao: Para calcular esse limite tentaremos chegar ao limite fundamental trigonomé-

. Utilizando a

S
trico dado por lim = 1. Para tanto, considere f(z) =

z—0

enx 3(1 — cos(z))
~ x . . x
relacdo fundamental trigonométrica, onde

sen’x +cos’x = 1
sen’zr =1—cos’z

sen’z = (1 — cosz)(1 + cosx)

Multiplicando o numerador e denominador da fungdo f por (1 + cosz), temos que

fo) — (3(1—(:08(3;))) <1+cos(x)>

x 1 + cos (x)
~ 3sen®(x)
f@) = A cos @)
Consideremos agora f(z) = h(x) - g(z), onde h(x) = % e g(x) = se;lsc. Utili-

zando a propriedade do limite do produto, temos que

lim f(z) = lim A(z) - lim g(z)

T—a r—a r—a
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Logo,

lim f(x) = limA(x)-lim g(x)

z—0 z—0 z—0

_ {hm M] _ [hm senx}

z—0 1 + cos (gj) =0 T

= 0-1
=0
Logo,
lim 3(1 — cos(z)) 4
z—0 x
| =4
d) 1 .
g e,
—14
Solugao: Consideremos f(x) = 2 4|. Verificando o dominio, temos que Dy = R —
x J—

{4}. Utilizando a propriedade de modulo, temos que

r—4, se >4
|z — 4| =
—xrx+4, se z<4

Como x = 4 ndo pertence ao dominio, entdo f(x) sera

1, se >4

fx) =

—1, se x<4

Como x esta se aproximando de 4 pela direita, ou seja, valores maiores que 4, temos que

f(x) =1, logo,
lim f(z) = lim 1 =1

r—4t z—4+

(a) Verifique se o Teorema do valor intermediario se aplica para f(z) = 23 — 22 + x — 2,

[0,3], f(c) = 0;
Solugao: Seja f(r) = 2° — 2 + 2z — 2.

f0)=0>-0*+0-2=-2<0

f3)=3"-32+3-2=19>0
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Logo, f(0) < 0 < f(3), isto &, k = 0 é um namero entre f(0) e f(3). Como f é continua,
uma vez que ¢ um polinémio, o Teorema do Valor Intermediario afirma que existe um
ntimero c entre 0 e 3 tal que f(c) = 0. Em outras palavras, a equagao 2> —z*+z—2 = 0,

tem pelo menos uma raiz ¢ no intervalo [0, 3].

(b) Descreva um processo para calcular uma aproximagdo do niimero ¢ dado no item (a) e
calcule uma aproximacao de c.
Solucao: Podemos localizar com mais precisao a raiz usando o teorema do Valor Inter-
medéario recursivamente. Para isso, precisamos escolher pontos de tal forma a diminuir

o intervalo, fazendo a e b tender ao valor ¢, de forma que f(a) < 0e f(b) > 0.

Observe que f(0) = —2 < 0 e p(3) = 19 > 0 logo, pelo TVI, existe uma raiz de
f(z) = 0 no intervalo [0, 3]. Considere o ponto médio de [0, 3] dado por z; = 1.5. Como
f(1.5) = 0.625 temos, pelo TVI, que existe uma raiz de f(z) = 0 no intervalo [0, 1.5].

Considere o ponto médio de [0, 1.5] dado por x5 = 0.75.. Como f(0.75) = —1.39 temos,
pelo TVI, que existe uma raiz de f(z) = 0 no intervalo [0.75, 1.5].

Considere o ponto médio de [0.75, 1.5] dado por x5 = 1.125 e note que f(1.125) = —0.717.
Logo, pelo TVI existe uma raiz de f(z) = 0 no intervalo [1.125, 1.5].

Novamente considere o ponto médio de [1.125,1.5] dado por z4 = 1.3125 e note que
f(1.3125) = —0.1492. Logo, pelo TVI existe uma raiz de f(z) = 0 no intervalo
[1.1492,1.5].

Podemos continuar esse processo até que uma condicao de parada seja satisfeita. Por

exemplo, o erro relativo seja menor que uma precisao dada. Assim,

|1.3125 — 1.125|
= =0.142
erro 13195 0 9

Portanto, z & 1.3125 ¢ uma raiz aproximada da equagao f(z) =23 — 22 +x —2 = 0.

Encontre os valores reais de x (se houver algum) para os quais a fun¢do f néo é

continua. Existe alguma descontinuidade removivel? Qual ou quais?

x
() flz) = —5——;
Solugdo: Vamos analisar primeiramente o dominio de f(z). Temos que 2% — x # 0,

logo, x # 0 e z # 1. Logo, o dominio de f é Dy = R —{0,1}. Como f ndo esta definida

emx =0ex=1,logo, f nao serd continua nesses pontos.
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Por sua vez, dizemos que f possui descontinuidade removivel em a quando existe
x

2
x —
possui descontiuidade removivel, precisamos verificar se o limite dela quando x tende

lim f(z), mas f(x) nao esta definida em a. Logo, para verificar se a funcao f(x) =
Tr—a

aos valores em que ela nao esta definido, existe.

Assim, calculando o limite quando x tende a 0, temos,

glﬂlg(l)f( )_}rlg(l)xQ—gj
Para x # 0 é valido que
7 1
) = 22—z z-—1
Logo,
iy /0) = f 2y =
Por outro lado,
li = li —
it f(z ool 12 — 1 o
li = li =
A fle) = B gy =t

Logo, lirr% f(z) ndo existe.
T—r

Portanto, concluimos que h& descontinuidade removivel em x = 0, porém nao h& em

z=1.

5
f(@) = |§i5|'

Solugao: Vamos analisar primeiramente o dominio de f(x). Temos que x+5 # 0, logo,
x # —5. Logo, o dominio de f é Dy =R — {—5}. Utilizando a propriedade de médulo,

temos que

r+5, se x>-5H

|z + 5| =
—x—9, se r<-—=5H
Como x = —5 nao pertece ao dominio, entao f(z) sera
1, se x>-5
flz) =

—1, se x< —5
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Calculando os limites laterais

lim f(z)# lim

r——51 z——5"

Logo, lim5 f(z) ndo existe, e portanto, a fun¢do nao possui descontinuidade removivel.
T——

Seja s(t) = t3 + t? a funcao posi¢ao do deslocamento de um mével.

Encontre as velocidades médias do movel nos intervalos de tempo Aty =t — tg, Aty =
to—t1, Aty =15 —ty e Aty =t, —ts parato =0, t; = 0.5, to = 1.0, t3 = 1.5 e t;, = 2.0;
Solugao: Temos que a velocidade média é calculada pela variacao de espaco dividida
pela variagao do tempo.

As  s(ty) — s(ts)

e —
At tr —t

Para o intervalo Aty;

_ s(ty) —s(t;)  s(0,5) — s(0) _0,375-0

_ =0,75 .
U ty — 1 0,50 0,5-0 7 m/s
Para o intervalo Ats;
s(1) —s(0,5) 2-0,375
— = = 3,25 )
e 1-0,5 1-0,5 2
Para o intervalo Ats;
s(1,5) —s(1) 5,625 —2
U3 15—1 1,51 25 m/s
Para o intervalo Aty;
oy — s(2) — s(1,5) _ 12 — 5,625 — 12,75 m/s.

2-1,5 2-1,5

Faca uma interpretacao geométrica da velocidade instantanea no instante ¢ = 1 usando
as velocidades médias;

Solucao: Temos que a velocidade média é o coeficiente angular da secante a curva
em (t1,s(t1)) e (t2,s(t2)). Sendo assim, pode ser calculada como a vari¢do do espago

(As = s(tz) — s(t1)) dividido pelo tempo gasto para percorrer essa mesmo distancia
(At =t — t,).

_ 8(t2) — s(ta)

bt
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Quando 5 se aproxima de 1, isto €, o intervalo de tempo At tende a zero esperamos que
a velocidade média aproxime-se de um valor v(¢;), chamado de velocidade instatanea.
GGeometricamente, temos que a velocidade instantanea seréd o coeficiente angular da reta
tangente no ponto ¢ = ¢;.

Logo, a velocidade instantanea em t = 1 é o coeficiente angular da reta tangente ao

grafico de s(t) no ponto (1,2).

Use os resultados dos itens (a) e (b) para estimar a velocidade instantanea em t = 1;

Solucao: Para estimar o valor da velocidade instantanea em ¢ = 1, observe que, pelo
item (a), esperamos que as velocidades médias nos intervalos de tempo At = |t — 1|
suficientemente pequenos com (ou seja, quando ¢ tende para 1) “aproximem-se" da

velocidade instantanea em ¢ = 1.

Usando os resultados do item (b) e a ideia descrita acima, podemos aproximar a velo-
cidade instantanea em ¢t = 1 pelas velocidades médias calculadas para t suficientemente
proximo de ¢ = 1. Assim, temos que t; = 0.5 e t3 = 1.5 sdo os instantes mais proxi-
mos de t = 1. Logo, podemos escolher v ou v3 como uma aproximacao da velocidade

instantanea v(1). Por exemplo,

v(l) = vy =7,25.

Descreva como vocé pode melhorar a aproximacao da velocidade instantanea dada no
item (c).

Solucao: Podemos melhorar a aproximacdo da velocidade instantanea v(1) calculando
velocidades médias para intervalos de tempo At =t — 1, com t > 1, cada vez menores,

ou seja, para instantes suficientemente proximos de ¢t = 1.

Por exemplo, subdividindo o intervalo [1,2] em n subintervalos [t; 1,t;] com tamanho

h=1/nel <i<nobtemos os instantes t; = 1+ hi suficientemente proximos de t = 1.
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As;
Assim, para n = 10, At; =t;, — 1, As; = s(t;) —2 e v; = Ai obtemos

i 1 2 3 4 d 6 7 8 9 10
i 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
At; | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
As; | 0.541 | 1.168 | 1.887 | 2.704 | 3.625 | 4.656 | 5.803 | 7.072 | 8.469 | 10.0
v; | 541 | 5.84 | 6.29 | 6.76 | 7.25 | 7.76 | 829 | 884 | 9.41 | 10.0

O instante mais préoximo de t = 1 é t; = 1.1 e, logo, uma aproximacao velocidade
instantanea v(1) é a velocidade média vy, ou seja, v(1l) ~ 5.41. Observe que esta

aproximacao é melhor do que a aproximagao dada no item (c).

1
Considere a fungao f(r) = — e faga o que se pede:
z

(a) Utilizando um aplicativo computacional investigue o grafico da fungao f. Depois, faga

um desenho a mao livre do mesmo grafico.

Solugao: Esbocando o gréafico da funcao temos.

(b) Analise o valor de f(z) quando z se aproxima de 0 pela direita. O que podemos afirmar

sobre o valor do limite lim f(x)?
x—07t

Solugao: Através da andlise do grafico, quando x tende para zero pela direita, f(x) assume

valores positivos cada vez maiores, isto é,

lim f(z) = +o00

z—0t
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(¢) Analise agora, o valor de f(x) quando z se aproxima de 0 pela esquerda. O que podemos

afirmar sobre o valor do limite lim f(z)?
z—0~

Solugao: Através da andlise do grafico, quando x tende para zero pela esquerda, f(z) assume

valores positivos cada vez maiores, isto é,

lim f(x) = +o0

z—0~
(d) O limite hH(l) f(z) existe? Justifique.
T—r
Solugao: Nao existe, pois
lim f(z) = 400
z—0

e nao existe um numero real finito que atenda a definicao de limite, sendo o simbolo +oo

apenas uma representacao para o crescimento da funcao quando x se aproxima de 0.

Determine todas as assintotas (verticais, horizontais e obliquas) da func¢ao f(x) =

3
% <= =
i
Solugao: Temos que
3 x2+3
f@)=r+-= , T #0
7 o
Assim, calculando o limite
. x*+3
lim
z—0t T

temos que quando z tende a 0 por valores positivos, o numerador 22 4 3 tende a 3, isto é

. z2+3
lim = 400
z—0* xT
Analogamente,
. z2+3
lim = —00.
r—0~ xr

Logo, x = 0 ¢é assintota vertical.
Agora, calculando o limite seguinte utilizando LL’Hospital

. x2+3 . 2x
lim =

z—+oo €T z—Foo 1

isto é, o limite nao existe e f nao possui assintotas horizontais.

Para obtermos as assintotas obliquas y = mx + h, consideremos

lim [f(z) — (mz+B)] = lim |2

r——+00 r——+00 €T

—(mx+h)| =0
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onde

243 2
m = lim M: lim i: lim —le.
rotoo T z—4oo 2 z—+oo 20

Observe também que quando z — —oo, m = 1.

Entao,

2
im |23 e m)| 0= h= lim S —o0.

z—+00 x T—+00 T

Logo, a reta y = x é assintota obliqua de f. Veja o grafico:
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Caleulo |

Derivadas

TS picos arOrdados NOs exercicios.
Topicos 42

Métodos e Técnicas 43 Dl do clemest;

Equacao da reta tangente e linearizacao;

By “ e Regras de derivacao;
Sugestoes 53 e Primitivagao;
Respostas 54

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.
e Limite e suas propriedades;
e Regra de L’Hospital;

e Regra da cadeia e derivacao implicita;

e Primitiva de uma funcao;
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e Nas questoes citadas verifica-se o uso correto da regra
Regra de L’Hospital de L’Hospital:

e Nas questoes citadas usa-se a regra da cadeia e/ou

Regra da Cadeia e/ou considera-se y uma funcao implicita de a:
Derivacao Implicita

e Nas questoes citadas efetua-se a primitivacao para en-

Primitivacao contrar o valor da funcao:
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eeocoO Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte
com velocidade de 10m/s, sua altura, em metros, ¢ segundos
mais tarde, serd dada por s(t) = 10t — 1, 86t>.

(a) Calcule sua velocidade média nos intervalos de tempo
2;2,2], [2;2,1], [2;2,01] e [2;2,001];

(b) Defina velocidade instantanea;

(c) Estabeleca uma estimativa para a velocidade instanta-

nea em t = 2s.

SO oe Determine se as afirmacoes abaixo sao verdadeiras ou
falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa dé um contra-
exemplo.

(a) Se lim f(z) = L entdo f(c) = L;

Tr—c

(b) Se f éuma funcao derivavel em x = c entao f é continua

em r = ¢

(¢) O coeficiente angular da reta tangente ao gréfico

da funcdo derivavel f no ponto (a, f(a)) é dado por
fla+ Az) — f(a)
Ax

(d) A funcao f(z) = |x| é continua e derivavel em z = 0.

2 2

Verifique que a reta tangente a elipse — + o 1 no
a

Tor | Yoy _

a? o

ponto (zg,yo) possui equagao
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ceee Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique; se

for falso explique ou dé contra-exemplo.
(a) A derivada de uma funcao par é sempre par;
(b) A derivada de uma fun¢ao impar é uma fungao par;
(¢) A fungao
G) = =
xsen | — | se x ;
flz) = x
0 se z=0.
é continua em x = 0, mas nao é derivavel em x = 0.

(d) Na Fisica, a velocidade média é uma aplicagao do con-

ceito de derivada.

eee0 Um funil cénico tem didmetro de 20 ¢m, na parte su-
perior e altura de 30 cm. Se o funil é alimentado & uma taxa
de 2,51/s e tem uma vazao de 500 cm? /s, determine quao ra-

pidamente estd subindo o nivel da dgua, quando esse nivel é

de 22,5 cm.
¢eeo0 Considere os seguintes limites:
~ . senhx—=x - x 2
Q alelgtl) x3 (49) }:1—% (a: —1 In x)

(74i) lim cos xsec 5z

T —
CE—)Q

(a) Verifique em quais dos limites acima é possivel utilizar
a regra de LL’Hospital e justifique sua escolha em cada

um deles;

(b) Calcule os limites acima.

eee° Uma pipa a 40m acima do solo move-se horizontal-

mente a uma velocidade de 1,5m/s. A que taxa decresce o
angulo entre a linha e a horizontal depois de 100 m de linha

serem soltos?
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eeeo0 Calcule os seguintes limites:

.yt =3ty
(a) lim =—/——
y—+oo y3 — 2
6t
b) lim ——
(b) lim &
(c) lim(cos z)"/*’
z—0
1 tgw
d) li —
) . (w)
XX ¥e Sobre o Teorema do Valor Médio, faca o que se pede:

(a) Enuncie o Teorema do Valor Médio.

(b) Explique as interpretacoes geométrica e cinemética do

Teorema do Valor Médio.

(c¢) Determine os valores ¢ € (a,b) tais que

o= 1010

1
em que f(x):—;, a=-3eb=—1.

L X Jeke Determine os extremos absolutos, caso existam, da
- t . T
funcao f(t) =t + cotg 3 no intervalo Tl

coee Determine se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras
ou falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa, dé um

contra-exemplo.

(a) O maximo de uma funcdo que é continua num inter-
valo fechado pode ocorrer em dois valores diferentes no

intervalo;

(b) Se # = ¢ é um namero critico da fun¢ao f, entao tam-
bém é um namero critico da fungao g(z) = f(z — k)

com k uma constante;
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(c) Se o gréfico de uma fun¢do polinomial intercepta o eixo
x em trés pontos, entao ele deve ter pelo menos dois

pontos nos quais a reta tangente é horizontal;
b—a
2v2

(d) Se 0 < a < bentao Vb —+va <

As 8 horas, um trem comeca a se deslocar para per-
correr um trajeto de 600 Km. O trem chega ao seu destino
as 11h30min. Explique por que existem pelo menos dois ins-
tantes durante o trajeto em que a velocidade do trem é de 80
Km/h.

Para os itens (a) e (b), use o grafico de f’ para (i)
identificar o(s) intervalo(s) para os quais f é crescente ou
decrescente; (ii) estimar o(s) valor(es) de x tais que f atinge

um maximo ou um minimo.

(2)
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(a) Dé exemplo que uma fun¢ao f que ndo tem ponto de
inflexdo em (¢, f(c)), mas f”(c) = 0. Esboce o grafico
de f;

(b) Verifique que o polinomio ctbico p(z) = ax3 + ba? +
cx + d tem exatamente um ponto de inflexao (zo,yo)

co1m

b.
—
_2b3 be
~ % 34

Ty —
Yo

0CoLe Determine os intervalos de crescimento e decresci-

= x g
mento da func¢ao f(z) = 2+ o e determine seus extremos
x x
locais, caso existam. Lembre de justificar a classificacao dos

extremos utilizando os resultados aprendidos.
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Estude a concavidade da funcao da questao anterior,

determinando os pontos de inflexao, caso existam.

Considere uma folha de papelao retangular medindo
um metro de comprimento por oitenta centimetros de largura.
Retirando dos quatro cantos um quadrado de lado x, deter-
mine o valor de x de modo que tenhamos uma caixa, obtida
quando dobramos os lados ja com os quadrados retirados, de

maximo volume.

Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se

for falso, explique ou dé um contra-exemplo.

(a) Os pontos de inflexdo de uma funcao continua sempre

sao as raizes da segunda derivada;
(b) Nem todo ponto critico é extremo local.

(c) O Teste da Segunda Derivada nos mostra como deter-

minar os pontos de inflexao de uma funcao;

(d) O Teste da Segunda Derivada é inconclusivo em um

ponto p no dominio de uma fungao f se f”(p) = 0.

Considere a fun¢do: g(z) = z* + 7.

(a) Determine o dominio de g;
(b) Verifique se g é par ou impar;

(c¢) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento
de g, bem como os seus extremos relativos, caso exis-
tam. Justifique a classificacao dos mesmos utilizando
o Teste da Primeira Derivada ou o Teste da Segunda

Derivada.

(d) Estude a concavidade de g e seus pontos de inflexdo,

caso existam.
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(e) Calcule os limites

lim g(z) e lim g(x)

T—+00 T——00

e as assintotas de g, caso existam.

(f) Determine as raizes e o ponto de intersec¢ao de g com

0 €eixo y.

(g) Utilize as informagoes dos itens anteriores para esbocar

o grafico da fungao g.

Dois corredores de largura 3m e 1, 5m, encontram-se

em angulo reto como indica a figura abaixo:

3m

Seja ¢ o comprimento maximo de uma viga que pode passar

horizontalmente de um corredor para o outro. Determine o

valor de /.
) . 1
Esboce o grafico da funcao f(z) = =z — — e
x
g(z) = z Inz?, indicando seus respectivos dominio, sime-

tria, intersecgoes com eixos coordenados, intervalos de cresci-
mento/decrescimento, concavidade, extremos locais, pontos

de inflexao e assintotas, quando existirem.

Cada um dos itens abaixo possui o grafico de uma
fungao posicao s = f(t) de um corpo que se desloca ao longo

de um eixo coordenado. Para cada um deles, determine:
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(I) O instante t aproximadamente, se houver, em que o

corpo apresenta velocidade e/ou aceleracao igual a zero.

(IT) Os intervalos aproximados em que o corpo se move para

frente ou para tréas.

(ITT) Os intervalos aproximados em que a aceleracao foi po-

(2)

sitiva ou foi negativa.

o1

s = f(t)

s = f(t)

-2




@000

Defina primitiva de uma funcao continua f.

Em cada item abaixo, serdo dadas duas fungoes F(z) e
f(z). Utilize as técnicas de derivacao para verificar se

a funcao F é uma primitiva da funcao f
F(z)=x2"+8e f(x) = 15

Fz)=2'-32°+z+2e f(zx) = 42° — 322 + 1;

(4z —7)3

12

cos(3x — b)
3

F(z) = +5e f(z) = (4o —7)%

F(x)=2- e f(x) =sen (3z — 5).
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Use a definicao de velocidade

instantanea.

Use uma funcao por partes

como contra-exemplo.

Derive implicitamente a equa-
cao da elipse.

Lembre que uma funcao é
par se f(—x) = f(z) e é impar se

f(=z) = =f(z).

Use semelhanca de triangulos

para relacionar raios e alturas.

Verifique se ha indeterminacao
do tipo 0/0 ou oco/o0.

Use a definicao de cosseno e
teorema de Pitagoras no triangulo re-

tangulo que representa a trajetoria da

pipa.

Faca

2 1
(COSZ)l/Z _ ezﬁzln(cosz)

tgw
(l) = etgw ln(i)_
w

Aplique diretamente o TVM.

Encontre os pontos criticos

. w7
que pertencam ao intervalo [— ]

44
fazendo f'(t) =0

Tome

e use o TVM.

Use o TVM.

Lembre-se que f é crescente nos inter-
valos em que [’ > 0 e decrescente nos intervalos

em que [’ < 0.

Faca p”(x9) = 0 e use o teste da se-
gunda derivada.

Identifique as restri¢oes no dominio de

f e estude o sinal de f’.

Estude o sinal de f”.

Considere = a altura, 100 — z o com-
primento da base e 80 — x a altura da base da

caixa.

Use /= e o3 como contra-exemplo.

Estude o sinal de f’ e f”.

Considere dois triangulos retangulos
cuja soma de suas hipotenuas é o comprimento

.

Analise as restricoes no dominio de f
eg.

Lembre-se que a funcao posicao é a pri-
mitiva da funcao velocidade, e por sua vez, a
funcao velocidade ¢ a primitiva da fungao ace-

leracao. Estude o sinal destas funcoes.

Derive F(x).
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Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velocidade de 10m /s, sua

altura, em metros, ¢ segundos mais tarde, serd dada por s(t) = 10t — 1, 86¢>.

(2)

Calcule sua velocidade média nos intervalos de tempo [2; 2, 2], [2;2, 1], [2;2,01] e [2;2, 001];
Solugao: Temos que a velocidade média é calculada pela variacao de espaco dividida

pela variagao do tempo.

by — 1
Onde:
ty - tempo final;

t; - tempo inicial.

Para o intervalo [2;2, 2]

_ S(ty) = S(t) _ S(2,2) - S(2) _ 12,9976 — 12,56

ty
V. = _ — 2,188 m/s.
tr— ¢ 2.2—9 2.2 9 m/s
Para o intervalo [2;2, 1]
S(2,1) — S(2) 12,7974 — 12,56
m = = == 27 4 .
Vi 2.1—2 2.1—2 SR
Para o intervalo [2;2,01]
S(2,01) — S(2) 12,5854 — 12,56
= = = 2,541 .
Von 2,01 — 2 2.01 — 2 541 m/s
Para o intervalo [2;2,001]
S(2,001) — S(2 12,5626 — 12, 56
Wy = (2,001) - 5(2) _ 12, 2”0 — 2,558 m/s.

2,001 — 2 2,001 — 2

Defina velocidade instantanea;
Solucgao: A velocidade instatanea sera obtida quando a diferenca entre o tempo final e

o inicial tender a zero, assim, At =t; —t;, = t; =t;, + At.

Vo — lim S(t; + At) — S(t;)
At—0 At
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(c) Estabeleca uma estimativa para a velocidade instantanea em ¢ = 2s.

Solugao: Calculando a velocidade instantanea em t; = 2, temos que

S(t; + At) — S(t;)

Vvinst = lim

At—0 At
~ lim S(2+4 At) — S(2)
At—0 At
. 10(2—|—At)—1,86(2+At)2—10~2—|—1,86-22
= lim
At—0 At
. 10At —1,86-4At + 1,86At?
= lim
At—0 At

= lim 10 — 1,86 -4 + 1, 86At
At—0

= 2,56 m/s

Logo, a velocidade instantnea em t = 2 é Vj,,, = 2,56 m/s.

Determine se as afirmacoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira,

explique. Se for falsa dé um contra-exemplo.

(a) Se liin f(z) = L entdo f(c) = L;

Solucao: Falso! Podemos definir uma fun¢ao f(z) dada por

x, se x#1
f(z) =

2, se rv=1

Graficamente, temos
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Assim,
i /(2) = iy = 1.
Porém, f(1) = 2, logo, a proposicao é falsa!

Se f é uma funcao derivavel em x = ¢ entao f é continua em x = ¢;

Solucao: Verdadeira, é um teorema do célculo.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao derivavel f no ponto (a, f(a))

fla+ Az) — f(a)

-~ x ~ o .
Solucao: Falso! A equagao é usada para encontrar o coeficiente angular da reta secante

é dado por

que passa por (a, f(a)) e (z, f(x)), pois Ax =z —a = x = a + Az, entdo

fla+Az) — fla) _ flz) = fla) _

Az T —a

A fungao f(x) = |z| é continua e derivavel em x = 0.
Solucao: Falso! Observe que f é continua em z = 0, pois pela definicdo de modulo,
temos que
xr, se x>0
|z =
—x, se x<0

Logo,
lim f(x) = lim f(z) = f(0) = 0.

z—0+ h—0~

Mas, f nao é derivavel em x = 0. De fato, seja

oy _ i Jlath) = fla)
f'(a) = lim h :

h—0
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Assim,

- fO+h)—f0) _ .|}
/ _ — L
FO=Im= 5 %%
Fazendo g(h) = % e usando a definicao de modulo obtemos
h, se x>0
k] =
—h, se x <0

Como h = 0 nao esta no dominio de g(h), entdo

1, se >0
—1, se <0

Calculando os limites laterais encontramos que

lim g(h) = lim 1 =1;

h—0t+ h—0t

lim g(h) = lim —1=—1.
h—0— h—0~—

Como lim g(h) # lim g(h) concluimos que lim g(h) ndo existe. Portanto, f nao é
h—0t h—0— h—0

derivavel em =z = 0.

2 2

Verifique que a reta tangente a elipse ) + 2= 1 no ponto (zo,yo) possui equacao

Solucgao: Lembrando inicialmente da equacao geral da reta, temos que

y—yozm(x—xo)

Analisando a questdo, observamos que ja é fornecido um ponto genérico (g, yo), logo, sera ne-
cessario apenas encontrar o coeficiente angular da reta tangente no ponto dado. Relembrando

que a derivada é o coeficiente angular da reta tangente em um ponto (z,y) pertencente ao do-

minio da curva, basta derivarmos a fungao y = y(z) definida implicitamente por — + i 1.
a
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Utilizando derivada implicita,

d (22 9> d
(=2 ) = 21
dx (a2+b2) dx( )
d 2 d 2
— CL’_ AL — y_ = 0
dr \ a? dx \ b?
2:15 2y dy _ 0
»dr
2y dy 2z
»dr a?
dy — Va
dr a2y
b2z
Logo, m em (zg,yo) é dado m = ———. Substituindo na equagdo da reta,
a~Yo
y—y = m(z— o)
bQZL'O( )
— = ——(x—=x
Y=Y 2y 0
Yo(y — Yo) o To(T — T0)
b2 N a?
Yoo  TTo Yo _2
b? a? b2
w2
Note que para um ponto (xg, 7o) pertencente a elipse, 0 + —g = 1. Logo,
Lol Yol 1
o

Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique; se for falso explique ou dé contra-

exemplo.

(a) A derivada de uma funcao par é sempre par;

Solugao: Falsa! Pela defini¢do, uma funcao é par se f(z) =

utilizar a fungao par igual a f(z) = z?

vez é uma funcao fmpar.

f(=

x). Podemos, por exemplo,

. Derivando, encontramos que f’(z) = 2x, que por sua
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Podemos explicar utilizando a regra da cadeia. Como ja dito, uma funcao é par se f(x) =
f(=z). Logo,
fi@) = [f(=2)]

Partindo disso, podemos utilizar a regra da cadeia, assim,

Logo, concluimos que a derivada de uma funcao par ¢ uma fungao impar, pois,
—f'(z) = f'(-=)

ou seja, a derivada de uma funcao par serd sempre impar.

(b) A derivada de uma fun¢ao impar é uma funcao par;

Solucao: Verdadeira! Uma fungao é dita impar se f(x) = —f(—x). Partindo disso,

Logo, a derivada de uma fungao impar é par.

(¢) A fungao

f() = xsen (i) se x #0;

0 se z=0.

é continua em x = 0, mas nao é derivavel em xz = 0.
Solucao: Verdadeira! Uma funcao é continua em x = a se

lim f(z) = f(a)

T—ra
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Primeiramente precisamos mostrar se a funcao é continua em x = 0, para isso, vamos calcular
o lim f(x).
z—0

lim f(z) = lim x sen <1> .

x—0 x—0 x

Por sua vez, temos que

Logo, pelo Teorema do Confronto,

. . 1
:IEILI(I)f($) = glclir(l)xsen (—) =

T

Logo, a fungao é continua em x = 0. Precisamos agora verificar se a funcao ¢é derivavel em

x = 0. Para isso, utilizaremos a defini¢ao.

fO+h) - f(0)

/ . .
f0) = Jim h
_ g e lE)
h—0 h

o 1
= S\ 7

1
Como o limite }Lir% sen (ﬁ) nao existe, logo, f nao é derivavel em z = 0.
—

(d) Na Fisica, a velocidade média é uma aplicacdo do conceito de derivada.

Solugao: Falsa! Seja x = f(t) uma equagao horaria do movimento de uma particula sobre
a reta real x. Entao f(t) descreve a posigao da particula no instante ¢, para cada t € R. Da
Fisica, sabemos que a velocidade média de uma particula entre os instantes ¢y e t é dada

pelo quociente da distancia percorrida pelo tempo decorrido, isto é

distancia percorrida  f(t) — f(to)
tempo decorrido t—to
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e a velocidade instantanea da particula no instante t; é dada por

u(to) = lim 1= 7o)

t—to t— 1o

Logo, a velocidade instantanea ¢ o limite, quando ¢ — %y, das velocidades médias da

particula entre os intantes ¢ e t.

Um funil conico tem diametro de 20 ¢cm, na parte superior e altura de 30 cm. Se
o funil é alimentado & uma taxa de 2,5[/s e tem uma vazao de 500 cm?/s, determine quao

rapidamente esta subindo o nivel da 4dgua, quando esse nivel é de 22,5 cm.

Solucao: Considere a figura abaixo:

Por semelhanca de triangulos, temos

30 10

h T

wl =

Logo,
mr2h  wh3 v wh?

3 27 ° dn - 9

Por outro lado,

dv
— = (2500 — 500) cm® /s = 2000 cm® /s.

Entao, como V(h) = V(h(t)), segue da regra da cadeia que
W _dvdh_ il d
dt — dhdt 9 dt
isto é,
dh_ 9 av
dt — wh? dt’
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Quando h = 22,5 cm,

dh 9

TR 2000 ~ 11,32 cm/s.
™ Y

Considere os seguintes limites:

N oo senhx —z x 2 Y
(i) }:IE%T (17) il_rﬂ (m—l_m> D) xlﬁn;cosxsec Sa

(a) Verifique em quais dos limites acima é possivel utilizar a regra de L’Hospital e justifique

sua escolha em cada um deles;

Solucao: Para verificarmos quais dos limites acima é possivel utilizar a regra de I.’Hospital,

. . . ~ . &9
precisamos mostrar se aparecem as inderterminacoes do tipo 0 ou —.
00

hx —
(7,) litn sennx Xz

x—0 :L‘3

Seja f(x) =senhz — x e g(x) = 23. Calculando o limite, temos que

lim f(z) = limsenhz —x =0 e lim g(z) = lim 2 = 0
z—0 z—0 z—0 z—0
. senhz —x 0 L , - , .
Logo, hn% —= ol ou seja, ¢ possivel utilizar a regra de L.’Hospital.
T—> J5

hz) = (xfl_%>

zln x — 2(x — 1)

(x—1)Inx
_ rlnz—-2r+2
 (z-1ha
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Fazendo f(x) =zlnz—2x+2eg(z)=(x —1)In z,

il_)ﬂif(:c):glcl_al%(:clnx—QszH—Q):O e il_)ﬂig(:c):gl;n%[(x—l)ln z] =0
, x 2 0 . . . .
Logo, lim — —— | = |=|, ou seja, é possivel utilizar a regra de L'Hospital.
e=1\z—1 Inz 0
(741) lim cos x sec bz
T3
, cos T
Seja h(x) = cos x sec bx = . Fazendo f(x) = cos x e g(x) = cos bz,
cos Hx
lim f(z) = lim cos x =0 e lim g(z) = lim cos 5z =0
=5 T35 H=E= H=E=

0
Logo, lim cos xsec 5z = la}, ou seja, ¢ possivel utilizar a regra de L.’Hospital.

il
B>

(b) Calcule os limites acima.

Solucao:

~.. senhz —=x
@i 5=

Aplicando a regra de I.’Hospital, temos que

. senhzx —z . (senhz —z)
lm ——— = lim———
z—0 3 z—0 (3)’

coshz — 1
= lim ——
x—0 31’2

- [}

. . . . L .0 X .
Verifica-se que ainda existe a indeterminacao do tipo 0’ logo, aplica-se a regra de L’Hospital

novamente. Assim,

senhx — z . (coshz — 1Y)
im—— = lim——F—F—
x—0 Qj‘3 x—0 (31‘2)/
. senhz
= lim
z—0 Ox
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. . . o .0 . .
Como ainda existe a indeterminacao do tipo o’ logo, aplica-se a regra de L’Hospital novamente.

Logo,
. senhz —x . (senhz)
lm —— = lim ——%
z—0 $3 x—0 (61‘)/
. coshzx
= lim
x—0 6
Logo,
. senhz — =z . coshz 1
lim = lim = —
0 3 z—0 6 6

. 7 2 . xlnx—2x+2

lim —— ) =lim

=1 \x—1 Inx z—1 (x—l)lnx
Aplicando a regra de L’Hospital, temos que

. rlnx—2r+2 . (xlnz—2z+2)
lim = lim
z=1 (z—1)Inx =1 [(z —1)In x|/

1) _
_ limlnx+x($) 2

e=l Inz+ 2(z —1)

Inz—1

im ———
e=lln e +1— <

-1

= |-
Analisando, percebemos que quando z tende para 1, obtemos a indeterminacao do tipo 0’

nao sendo mais possivel utilizar a regra de L’Hospital. Para resolver, utilizaremos os limites

laterais. Assim,

Inz—1
im ———— = —00
rz—1+In 2 +1-— >
Inz—1 i
F— o0
es1-Inz4+1-1
o o : x 2 .
Como os limites laterais sao diferentes, lim — —— ) nao existe.
i=1\z—1 Inx
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(#4) lim cos z sec bx

-
$—>2

Seja
) . cos x
lim cos zsec bxr = lim
s I~ z—I~ COS 0T
Aplicando a regra de L’Hospital, temos que
. COS X . (cos z)
lim = lim —
z—I~ COS BT z—z— (cos Hx)
2 2
_ —sen x
= lim
z—I~ —Hsendr
. sen x
= lim
e—ZI~ Hsenox
Logo,
. . sen x 1
lim cos zsec br = lim — = —
sm I eI~ Dsendxr 5

Uma pipa a 40m acima do solo move-se horizontalmente a uma velocidade de
1,5m/s. A que taxa decresce o angulo entre a linha e a horizontal depois de 100m de linha

serem soltos?

Solucao: Considere a figura abaixo:

40

Note que

z T
cos = — & § = arccos <—) .
S S

Como s% = 2 + 402, escrevemos o angulo 6 = 0(t) em termos de = = x(t):
S
= arccos | ———— | .
Va2 + 402
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Entao, utilizando a regra da cadeia temos que

g do du )
dt  dx dt’

Por outro lado,

d_9 L 1 ( x >’
dr " 2 \ V22 + 402
1 (—=
(\/x2—|—402)
2z
VEFAP — g ——
1 2v/22 + 402
o (/o7 T 102y
2 + 402
2102
40

40
x? 4 402

z? 4+ 40% — 2 ]

(22 4 40?)\/22+10°

Substituindo em (3),
do 40 dx

dt 22402 dt

d
Logo, quando v = d_j =1,5m/s e s=100m = x = /1002 — 40%? = 20v/21 m, segue que

4
GO Y .(1,5) = —6- 10 rad/s
&t~ (20v/21)2 1 402

é a taxa que o angulo decresce.
Calcule os seguintes limites:
4 2
-3
(a) lim Yy =y ty

y—+oo y3 —y+2
Solugao: Temos que

y—too Y° — Yy + 2 y——400
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(b)

Outra maneira de calcular este limite é utilizando as regras de L’Hospital sucessivamente

PRTING . . . 00
até eliminar as indeterminacgoes do tipo —. De fato,
00

oyt =3ty . Ayt —6y+1
lm =———~> = Ilim ——
y—+oo y3 —y+2 y—+oo 3y2 —1
. 12y%> — 6
= lim
Yy——+00 6?/
. 24y
= lim —=
y—+oo 6
= —l—oo

6t

lim ——
t—5+ (t — 5)3
Solugao: Note que quanto t — 5, isto ¢, ¢ se aproxima por valores a direita de 5, o
numerador tende ao ntimero e°. Por outro lado, a diferenca no denominador ¢ — 5 tende

a 0 por valores positivos. Logo,

lim (cos z)'/**

z—0

Solugao: Note que

(cos Z)l/z2 — g7 In(cos2)

Assim, podemos escrever

lim(cos Z)l/z2 = lim 6(ln(cosz)/zQ)
z—0 z—0

1
Seja g(z) = n(C(;S %) e f(g(2)) = €9 podemos usar a continuidade de f e escrever
z
lim (In(cos z) /2>
lim(cos 2)1/22 — lim e(ln(cosz)/zZ) _ €Z_>0( ( )/ ) (4)
z—0 z—0
Como 1 .
lim n(cos z) _ [_]
2—0 22 0
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aplicamos a regra de L’Hospital e calculamos o limite

. In(cos z) . —senz
lim ———* = lim
z—0 22 2—0 22 cOS 2
1 /. senz . 1
= —= <hm ) lim
2 \z=0 2 z—0 COS 2
1
- ——.1-1
2
B 1
— >

Logo, substituindo este resultado em (4), segue que

lim(cos z)/** = e 1/2 =

1
z—0 % ’

1 tgw
lim (—)
w—0t \ W

Solucao: Note que

Assim, podemos escrever

1
Seja g(z) = tgwln <—) e f(g9(2)) = e¥®) podemos usar a continuidade de f e escrever
w

w—0t \ W

lim (l)tgw _ 6(1}%1* i (%» (5)

Agora, reescrevendo este tltimo limite temos

. 1 . 00

lim tgwln (—> = lim —% = [_}

w—0F w w—0F 1 o0

tgw
aplicando L’Hospital
w

. P Y cos? wigw 0

= Im — = llIm — = | =

w—0+  sec? w w—0t w 0

tg2w
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aplicando L’Hoéspital novamente

(—2senw)(cosw) (tg* w) — (cos® w) (2 tg?w)(sec w)

= lim
w—0t 1
~ (—2sen0)(cos0) (tg®0) — (cos?0) (2tg%0)(sec0)
B 1
= 0.

Logo, substituindo este resultado em (5), segue que
1 tgw
lim (—) =el =1.
w—0t \ W

Sobre o Teorema do Valor Médio, faca o que se pede:

Enuncie o Teorema do Valor Médio.

Solucao: Seja f uma fun¢io definida e continua em um intervalo fechado [a, b], derivavel
nos pontos internos. Entao existe pelo menos um ponto ¢, compreendido entre a e b, tal

que

f(b) = fa) = f'(c)(b — a).

Explique as interpretagoes geométrica e cinematica do Teorema do Valor Médio.

Solucgao: Interpretacao Geométrica: Este teorema diz que se s é uma reta passando
pelo pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), entao existird pelo menos um ponto (¢, f(c)), com

a < ¢ < b, tal que a reta tangente ao grafico de f, neste ponto, é paralela a reta s.

Como M é coeficiente angular de s e f’(c) o da reta tangente t,
—a
f(b> B f(a) el

69



Interpretacao Cinemdtica: Agora, suponhamos que uma particula move-se em uma linha
f(b) = f(a)
b—a
os instantes t = a et = b. O TVM nos diz que se f for continua em [a, b] e derivavel em

reta com uma funcao posicao s = f(t). Assim, serd a velocidade média entre

(a,b), entao tal velocidade média serd igual a velocidade instantanea da particula em

algum instante ¢ = ¢ entre a e b.

Determine os valores ¢ € (a,b) tais que

f(6) — f(a)
/ _ - - 7 @ 7
floy =12
em que f(x) = — 2 0= —3eb=—1.
Solucao: Note que
2
fl(z) = o
e que
2 2
!
—3) = =
F(=3) (—3)3 27
2
'(-1) = =-2
Entao,
f(=1) = f(=3)
/
2
£ _ 27
c 2
1
Z - 14 =
c 27
. —27T+1
3 27
27
3
- _9.2
¢ 2
¢ = 9.2
B 26
3
/13
Logo _3 € (-3,-1)
g J \3/1_3 ) *
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t
Determine os extremos absolutos, caso existam, da funcdo f(t) = t + cotg <§>

40 4

Solucao: Os candidatos a pontos criticos de f sao as raizes da equacao

. T 7w
no intervalo [— }

1
flit)y=1- écossec2 <%> =0

T T

que pertencam ao intervalo [Z’ Z}

Assim,

1
1 — —cossec

2
2
2

I
b

cossec
sen2

sen

(3
(3
(3
(5

| O
) S
O

N+ — S
I
| —

B V2
= arcsen 7

Finalmente, para achar os extremos absolutos de f, devemos calcular e comparar seus

s 3 X X T T
valores no ponto t = 5 no ponto t = > e nas extremidades do intervalo |— :

44|
T T T
— ) == — ) =~ 3,2.
£(3) =7 +eow (3) =3
£(3) =7 +eots () 2.6
9) T Ty T
3T 3T 3T
— | = — — | = 1.
f<2) 2+Cotg(4> 3,7
T 7w s
f (I) = I+C0tg (?) ~ 3, 1.

Da comparagao desses valores, concluimos que a funcao dada assume seu maximo absoluto

3,7l emt= g e o minimo absoluto 2,6 em ¢t = g Veja no gréfico abaixo:
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Determine se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira,

explique. Se for falsa, dé um contra-exemplo.

(a) O méximo de uma fungao que ¢ continua num intervalo fechado pode ocorrer em dois

valores diferentes no intervalo;

Solucao: Verdadeira! Seja f uma funcao continua em [a,b] C Dy e xy € [a,b].
Dizemos que f(zg) é valor maximo de f em [a,b] se f(z) < f(zo) para todo x em
[a,b], e, que f(xg) é valor minimo de f em [a,b] se f(x) > f(xo) para todo x em [a, b].
Em outras palavras, este teorema (chamado de Teorema do Valor Extremo) garante a
existéncia dos valores extremos, mas nao sua unicidade. Tome como exemplo a funcao
f(z) = sen () definida no intervalo [0, 37]. Observe no grafico que f possui mais de um

valor maximo.

;

(b) Se = ¢ é um ntimero critico da fun¢do f, entdo também é um niimero critico da fungao

g(x) = f(z — k) com k uma constante;

72



Solugao: Falsa! Se x = ¢ é um numero critico de f, entdao f'(¢) = 0. Assim, tomando
g'(z) = f'lz—k)

temos que

g(c)=fc—k) #0=f(c)
Como contra-exemplo, podemos considerar as fungoes f(z) = 2% e g(z) = f(z —2) =
(x — 2)2. Observe que
f(z)=22=0=2=0,
isto é, x = 0 é ntmero critico de f. Mas
g(@)=2(z-2)=0=>12=2

isto é, x = 2 é nimero critico de g.

Se o grafico de uma funcao polinomial intercepta o eixo z em trés pontos, entao ele deve

ter pelo menos dois pontos nos quais a reta tangente ¢ horizontal;

Solugao: Verdadeira! Se f é uma fungao polinomial, entao ¢ continua e derivavel em
todo seu dominio. Sejam a,b,c € Dy, 0 < a < b < ¢, tais que f(a) = f(b) = f(c) = 0.

Como f é continua no intervalo [a,b], derivavel em (a,b) e f(a) = f(b) = 0, segue
do Teorema de Rolle que f’(d) = 0, isto é, existe pelo menos um d € (a,b) em que a

tangente é horizontal.
Analogamente, considerando o intervalo [b, ¢| e aplicando o Teorema de Rolle, temos que
f'(e) =0, isto &, existe pelo menos um e € (b, c) em que a tangente é horizontal.
b—a

22

Solugao: Falsa! Como 0 < a < b, podemos escrever:

Vb —+/a _ !
b—a 2v/2

Nestas condi¢oes, tomando um intervalo [a, b] da fungao f(z) = \/x, podemos aplicar o
TVM. Assim,

Se0<a<bent50\/_—\/a<

(6)

)= f@) _VB-ya _ 1

f(e) =

b—a b—a 22
Entao,
1
!
< —_—
e < o
1 1
—_— < —_—
2y/c 2v/2
c > 2. (7)
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Dessa forma, para encontrar um contra-exemplo, basta definir um intervalo [a, b] tal que

¢ € (a,b) nao satisfaga (7).

1
Logo, tomando a = 3 e b= 1, temos que

Ve
\/5_\/5: \1/;2\/§>

1
b—a 2

V2

2

o que contradiz a inequagao (6).

As 8 horas, um trem comeca a se deslocar para percorrer um trajeto de 600 Km.
O trem chega ao seu destino as 11h30min. Explique por que existem pelo menos dois instantes

durante o trajeto em que a velocidade do trem é de 80 Km/h.

Solugao: Seja a fungao posi¢ao s(t) continua no intervalo [0; 3, 5] e derivavel no intervalo

(0;3,5), temos que a velocidade média do trem é dada por:

s(3,5) — s(0) 600 —0
3,5—0  3,5-0

— 171,43 km/h.

Pelo TVM , existe algun instante ¢ € (0;3,5) tal que s'(¢) = 171, 43.

Considerando o intervalo [0,¢], 0 < t < 3,5, tal que

s(t) — s(0)

-~ =80 = s(t) = 80t.

Entao, pelo TVM existirda um instante ¢ = ¢, tal que s'(c) = 80.

Analogamente, considerando o intervalo [¢; 3, 5], tal que

5(3,5) —s(t) 600 — s(t)
3,5—t = 35—t

= 80 = s(t) = 80t + 320.

Logo, s'(t) = 80.

Para os itens (a) e (b), use o grafico de f’ para (i) identificar o(s) intervalo(s) para
os quais f é crescente ou decrescente; (ii) estimar o(s) valor(es) de z tais que f atinge um

maximo ou um minimo.
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Solugao:
(i) Podemos estudar o sinal de f” analisando cada intervalo do gréafico. Assim, obtemos

a seguinte tabela:

(—00,0) U (1,400) | f'> 0| f écrescente

(0,1) f' <0 | f édecrescente

(ii)) Note que f’ > 0 para x < 0 e que f" < 0 para 0 < x < 1. Logo, f tem ponto de

maximo em z = 0.

Observe também que f' < 0 para 0 < z < 1 e que f' > 0 para > 1. Logo, f tem

ponto de minimo em z = 1.
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Solucao:

(i) Estudando o sinal de f’, analisando cada intervalo do gréfico, temos que:

(—o0,—1)U(0,1) | f/>0| f &crescente

(—=1,0) U (1,400) | f' <0 | f é decrescente

(ii) Note que para x < —1 tem-se f’ > 0, e, para —1 < z < 0 tem-se f’ < 0. Logo, f

tem ponto de maximo local em z = —1.

Para —1 < x < 0 tem-se f' <0, e, para 0 < x < 1 tem-se f' > 0. Logo, f tem ponto de

minimo local em z = 0.

E para 0 < z < 1 tem-se ' > 0, e, para x > 1 tem-se f' < 0. Logo, f tem ponto de

méaximo local em = = 1.
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(a) Dé exemplo que uma fungao f que ndo tem ponto de inflexao em (¢, f(c)), mas f”(c) = 0.
Esboce o grafico de f;

Solugao: Considere a fungao f(x) = x*. Temos que
flx)=42*=0=1=0,

isto é, (0, f(0)) = (0,0) é ponto critico.

Note que f/ < 0 para z <0 e que f' > 0 para x > 0, isto é, f tem ponto de minimo em
x = 0.

Mas, tomando a segunda derivada f”(x) = 1222, observe que f”(0) = 0.

Veja o gréfico:

(b) Verifique que o polinémio ciibico p(x) = ax® + bz? + cx + d tem exatamente um ponto

de inflexdo (zg,yy) com

930——%7
263 be
W=7z 3q T4

Solucao: Calculando a primeira derivada obtemos:

p'(z) = 3az® + 2bzx + c.
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Calculando a segunda derivada obtemos:

p"(x) = 6ax + 2b.
Fazendo p"(zq) = 0, temos que:

b
b6aryg+20=0< 190 = ——.

3a
/! b // . 2
Note que p”(z9) < 0 para zp < ~3g e, que p’(xg) > 0 para xy > ~3g isto é,
a a
p(z) é concava para baixo no intervalo | —oo, —3—) e concava para cima no intervalo
a
b +
——, 400 |.
3a’
b, . -
Logo, xy = ~3, é ponto de inflexao.
a
Além disso,
b b\’ b\ b
—— ] = - b | —— - d
ab? b3 bc
= +——-—+d

2743 ' 942 3a

—ab® + 3ab® be
27a3 3a

203 be n

27a%2  3a

= %o

como queriamos.

X

: : : . U 22 + 2x
determine seus estremos locais, caso existam. Lembre de justificar a classificagao dos extremos

Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao f(z) = e
utilizando os resultados aprendidos.

Solugao: Temos que Dy = {x € R | 2 # 0, x # —2}. Assim, calculando a primeira derivada,
temos que:

1- (224 2x) —x- (2x +2) z?

fl(x) = (2% + 22)° & fl(z) = “Ero)r

Note que os termos 22 e (2? + 2x)? sdo sempres positivos. Assim, para todo z € Dy,
o sinal de menos define que f'(x) < 0, isto é, f é estritamente decrescente no intervalo
(—o0, —2) U (—2,0) U (0, +00).
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Estude a concavidade da funcao da questao anterior, determinando os pontos de
inflexao, caso existam.

Solucao: Calculando a segunda derivada, temos que:

—2z - (2% +27)% — (—22) - [2- (22 + 22) - (22 + 2)]

flz) = (2% 4 2z)4

2z° + 4z
(22 + 2x)4
224 (z + 2)
(22 + 22)*"

Note que os termos 2x* e (z? + 22)* sdo sempre positivos. Assim, para estudarmos o
sinal de f”, basta estudarmos o sinal do termo x + 2. Desta forma, observe que f” < 0 para

r+2<0=x < —2e que, analogamente, f” > 0 para x > —2.

Logo, f é concava para baixo no intervalo (—oo,—2) e concava para cima no intervalo
(—=2,0) U (0, +00).

Considere uma folha de papelao retangular medindo um metro de comprimento
por oitenta centimetros de largura. Retirando dos quatro cantos um quadrado de lado =,
determine o valor de z de modo que tenhamos uma caixa, obtida quando dobramos os lados

j& com os quadrados retirados, de maximo volume.

Solucao: Seja x a altura, 100 — 2z o comprimento da base e 80 — 2x a largura da base da

caixa. O volume é dado por:

V(z) = (100 — 22)(80 — 2x)x < V(z) = 8000z — 3602 + 4°.

Calculando a primeira derivada obtemos:

V'(z) = 8000 — 720x + 1222

Fazendo V'(z) = 0, temos que

8000 — 720z + 1222 = 0

90 + 104/21 90 — 104/21

cujas raizes v, = 3 ~ 45,27 e 9 = — s ~ 14,72 sao os pontos criticos da

funcao.

90 — 10v21 90 — 10v21

, isto é, f é crescente

3
90 — 10v/21 )
—— o

Note que f' > 0 para x < e f' <0 para z >

90 — 10v/21

no intervalo (—oo 3

) e decrescente no intervalo (
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Logo, x =

90 — 10v/21 90 — 10v21

. ) = 52513, 8 cm?®.

cm fornece o volume maximo V (

Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se for falso, explique ou dé um

contra-exemplo.

(2)

Os pontos de inflexao de uma funcao continua sempre sao as raizes da segunda derivada;
Solugao: Falso! Tome a fun¢do f : R — R definida por f(z) = /z, entao f'(z) =
1

3x2/3 ) .
concava para baixo em (—o0,0) e concava para cima em (0, +o0). Logo, x = 0 é ponto

2
e f"(x) = ~ 95" Note que f” <0 paraxz <0e f’ >0 parax > 0, isto é, f é

de inflexao mas f” nao esta definida neste ponto.

Nem todo ponto critico é extremo local.

Solugdo: Verdadeiro! A fungio f : R — R definida por f(x) = 2® é tal que f'(0) = 0,

porém (0, f(0)) = (0,0) ndo é ponto de maximo nem de minimo.

O Teste da Segunda Derivada nos mostra como determinar os pontos de inflexao de uma
funcao;
Solucao: Falso! O Teste da Segunda Derivada nos mostra como determinar os pontos

de maximo e minimo.

O Teste da Segunda Derivada ¢ inconclusivo em um ponto p no dominio de uma funcao
fsef'(p)=0
Solucao: Verdadeiro! O ponto (p, f(p)) pode ser um ponto de maximo, um ponto de
minimo ou nenhum. Por exemplo, seja f(z) = 5z — 423, entao

f'(z) = 202° — 1222

f"(z) = 60x* — 24x

Par encontrarmos os niimeros criticos, fazemos f'(z) = 0 = 202° — 1222 = 422 (5x —3) =

3 .
0eobtemosx =0ex = 5 Para usar o Teste da Segunda Derivada, calculamos f” nesses

pontos criticos:

F0)=0 e f (%) — 36 > 0.

3 3 3 3
Uma vez que f’ <5> =0e f” (5) > 0, temos que (E’f (5)) é ponto de minimo

local. Por outro lado, uma vez que f”(0) = 0, o Teste da Segunda Derivada nao fornece

informacoes sobre o ntumero critico 0.
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Considere a funcdo: g(z) = 2° + 2°.

(a) Determine o dominio de g;

Solucao: Como ¢g é uma funcao polinomial, seu dominio é o conjunto R dos nimeros

reais.

(b) Verifique se g é par ou impar;

Solucgao: Temos que:

Logo, g nao é par nem impar.

(c) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de g, bem como os seus extremos
relativos, caso existam. Justifique a classificagcao dos mesmos utilizando o Teste da

Primeira Derivada ou o Teste da Segunda Derivada.

Solugao: Calculando a primeira derivada, temos
g (z) =32* + 2z =z (3z + 2).

2
Fazendo ¢'(x) = 0, obtemos os nimeros criticos z =0 e x = —3

2 2
Note que ¢’ > 0 para x < —3 ou para x > 0. Note também que ¢’ < 0 para —3 <z <0.

Assim,

2
<—oo, _5) U (0,+00) | ¢ >0 | g é& crescente

2
(_—, 0) g’ <0 | g é decrescente

Calculando a segunda derivada obtemos
g"(x) =62 +2
Para usar o Teste da Segunda Derivada, calculamos ¢” nos pontos criticos. Assim,

2
g'0)=2>0, ¢ (—g) =-2<0
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Logo, uma vez que ¢'(0) = 0 e ¢”(0) > 0, temos que g(0) = 0 é um minimo local. E uma
2 2 2 4
vez que ¢’ (——) =0eg” (_5) < 0, temos que g (—g) =5 ¢ um maximo local.

3

Estude a concavidade de g e seus pontos de inflexao, caso existam.

Solugao: Temos que
g"(z) =6z + 2.

1 1
Note que ¢"” < 0 para x < —3 eque g’ > 0 para x > —3 Assim,

U W o -
00, g’ < 0 | g é concava para baixo

1
(——, +oo> g” >0 | g é concava para cima

1 4
Logo, o ponto <—§, 2—7> é ponto de inflexao.

Calcule os limites

lim g(z) e lim g(x)
T—+00 T—>—00

e as assintotas de g, caso existam.

Solucao: Observe que, como D, = R, g nao possui assintotas verticais. Além disso,

como

lim 2> +22=400 e lim 2°+ 2% = —o0,
T—+00 r——00

g nao possui horizontais. E por fim, como

3 2

. glx . x°+x .

lim Q = lim = lim 2’4+ 2z =40
T—+00 I T—>—400 €T Tr—+400

¢ 3 2

. g(o) . x4 . 5

lim ——= = lim = lim z°+x = —o0,
r——00 I T——00 x T——00

temos que g nao possui assintotas obliquas.
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(f) Determine as raizes e o ponto de intersec¢ao de g com o eixo y.
Solugao: Temos que
giz)=2*+2°=2%(x+1) =0
possui = 0 (raiz dupla) e z = —1 como raizes.

E o ponto de intersec¢ao com o eixo y é dado por (0, g(0)) = (0,0).

(g) Utilize as informagoes dos itens anteriores para esbogar o grafico da fungao g.

Solugao: Esbocamos o grafico abaixo:

Dois corredores de largura 3m e 1,5m, encontram-se em angulo reto como indica

a figura abaixo:

3m

Seja ¢ o comprimento maximo de uma viga que pode passar horizontalmente de um cor-

redor para o outro. Determine o valor de ¢.

Solugao: Seja | =1(f) o comprimento da viga conforme indica a figura abaixo.
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0
1,5
Entao o comprimento procurado é o minimo da fungao
3 1,5 s
1(0) = . 0<0< -
(6) sen i cos(0) -T2

Assim, derivando e igualando a zero, temos

~ 1,5senf 3 cosf  1,5sen’d — 3 cos®f

I(0) = ~0

cosf  sen20  (cosBsend)?

3\ /3
Stgld=|-— & 60=0,9.
£ = (%) ,
Note que se 0 < 0,9, temos I'(6) < 0 ese § > 0,9, I'(#) > 0, donde se conclui que, pelo
teste da primeira derivada, 8 = 0,9 é ponto de minimo.
Logo,
3 N 1,5
sen (0,9)  cos(0,9)

1(0,9) = =6,2m

¢ o comprimento da viga.
Esboce o grafico da fungao f(z) = z—— e g(z) = = In 22, indicando seus respectivos
7

dominio, simetria, intersecgoes com eixos coordenados, intervalos de crescimento/decrescimento,

concavidade, extremos locais, pontos de inflexao e assintotas, quando existirem.

Solugao:

Q) f@o)=z-
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Observe que o dominio de f é o conjunto

D;={zeR |z #0}.

Assim, o grafico de f nao possui interseccao com o eixo y. Por outro lado,

1
y=0=>zr——-=02l=11=41,
x

isto é, os pontos (—1,0) e (1,0) s@o os pontos de intersecgdo com o eixo x.

Além disso, temos que f é impar. De fato,

f(=z) = (-z) — (_1@ =—z+ i = - (:1: - i) = —f(=).

Como

22 —1 1 2?1

lim £z — — = lim =400 e lim z— —= lim
z—0— xT z—0— xT z—0t T z—0+ T

temos que x = 0 é assintota vertical.

Como )
. 1 . zc—1 . 2z
lm z— — = lim = lim —=-
T—r—00 X T——00 €T T——00
~ '
L’Hoéspital
¢ 2

. 1 . s —1 . 2x

lim z — — = lim = lim — =400
Tr—+00 €T T—~400 €T T——+00 1

temos que f nao possui assintota horizontal.

E como

f(z)

m= lim —* = lim
rx—+oco I r——+00

2 _
:1<x—1): im Tl i 2T w11
X

r——+00 ,],’2 Tr——+00 2]; r——+00

~
L’Hospital

r——00 I

(analogamente m = lim M = 1) entao
. . 1 . 1
n= lim [f(z)—mz]= lim |z ———2z|= lim —— =0,
T—>+00 T—r+00
e, portanto, y = x é assintota obliqua.

Agora, observe que
1

85



para todo x em Dy, isto é, f é sempre crescente e nao apresenta valores de maximo e minimo.
Além disso, observe que
2
(@) === >0
43

para x < 0, e, f” < 0 para x > 0, isto &, f é concava para cima no intervalo (—oo,0) e para

baixo no intervalo (0, +o00). E f nao possui ponto de inflexao.

Com isso, finalmente esbocamos o gréafico abaixo:

(ii) g(z) =z Inz?

Observe que o dominio de g é o conjunto
D, ={z e R |z # 0}.
Assim, o grafico de g nao possui interseccao com o eixo y. Por outro lado,
yzO:xlnxQZO(xéo)lnxQZO(:)eln“J:eO®x2:1<:>x:j:1,

isto é, os pontos (—1,0) e (1,0) sdo os pontos de intersecgdo com o eixo x.

Além disso, temos que g é impar. De fato,

f(=2) = (—2) In[(-2)’] = —z In(a”) = —f(2).
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Por inspecao no dominio de g, calculamos

2
In $2 2
lim z Inz? = lim = lim £ = lim 22 =0
z—0~ z—0- = =0 —— z—0~
X ~— X )
L’Héspital

e, analogamente, lim z Inz? = 0, entdo temos que ¢ ndo possui assintota vertical.
z—0t

Como

lim zlnz?>= -0 e lim z Inz? = +o00
T—r—00 T——+00

temos que g nao possui assintota horizontal.

E como (@) )
. [z ) zlnz )
lm —= = lim = = lim Inz? = +o0
r——00 I T—r—00 € T—r—00

e, analogamente
. flz .
lim Q = lim Inz?® = 400,
Tr—+oo r——+00

temos que g nao possui assintota obliqua.

Calculando a primeira derivada, temos

1
d(z) = In2? a5 27 < ¢'(x) = In2® + 2.

Agora, para estudarmos o sinal de ¢’ fagamos

g(x) =0
Inz?+2 = 0

Inz? = -2

elnxQ — 2
2—e? = 0

(z+elz—-et) = 0

Assim, elaboramos a seguinte tabela:
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(—oco,—e™1) | (=71 0)U (0,e71) | (e7t, +00)
r+e! — = +
r—e! — — +
7 + - +
f crescente decrescente crescente
Note que pelo Teste da Primeira Derivada, os pontos criticos £ = —e ! e z = e ! sao,

respectivamente, maximos e minimos locais.

Calculando a segunda derivada, temos que

1 2
1" — — . 9r & 4 —
§'(@) = 2w g'(z) = =

E facil ver que ¢”(x) < 0 para z < 0 e g"(x) > 0 para > 0. Logo, g é concava para baixo

em (—o0,0) e para baixo em (0, +00). E nao apresenta ponto de inflexao.

Finalmente, esbocamos o seguinte grafico:
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|
|

Cada um dos itens abaixo possui o grafico de uma fun¢ao posicao s = f(t) de um

corpo que se desloca ao longo de um eixo coordenado. Para cada um deles, determine:

(I) O instante ¢t aproximadamente, se houver, em que o corpo apresenta velocidade e/ou

aceleracao igual a zero.
(IT) Os intervalos aproximados em que o corpo se move para frente ou para tras.

(III) Os intervalos aproximados em que a aceleracao foi positiva ou foi negativa.
Solucao: Seja a velocidade v(t) = f'(t) e a aceleragao a(t) = f”(t).

(2)
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(D)

(IT)

(I11)

2 s = f(t)

Observe que nas proximidades de t = 2 e ¢ = 5 temos, respectivamente, pontos de

maximo e minimo. Assim, podemos estimar que

isto é, a velocidade é aproximadamente nula nestes instantes.
Agora, observe que nas proximidades de t = 1 e t = 4, ocorre mudancas de concavidade.
Assim, podemos estimar que

a(l) = f"1) =0 e a(4)=f"(4)=0

isto é, a aceleracao é nula nestes instantes.

Podemos estimar que no intervalo (0,2)U(5,6) a funcao s = f(t) é crescente, e, portanto
0 corpo se move para frente neste intervalo. Por outro lado, no intervalo (2,5), s = f(¢)

é decrescente, isto é, o corpo se move para tras.

Agora, observe que podemos estimar que s = f(¢) é concava para cima em (0, 1)U (4, 6),
isto é, a(t) = f"(t) > 0 neste intervalo (aceleracao positiva). Por outro lado, s = f(t)
¢ concava para baixo em (1,4), isto é, a(t) = f"(t) < 0 neste intervalo (aceleracao

negativa).
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(D)

(111)

3 s = f(t)

Observe que nas proximidades de t = 1 e t = 3,5 temos, respectivamente, pontos de

minimo e maximo. Assim, podemos estimar que
v(1)=f'(1)=0 e v(3,5)=f"(3,5)~0
isto é, a velocidade é aproximadamente nula nestes instantes.

Agora, observe que nas proximidades de ¢ = 2 ocorre uma mudanca de concavidade.
Assim, podemos estimar que
a(2) = f"(2) =0

isto é, a aceleracao é nula neste instante.

Podemos estimar que no intervalo (1;3,5) a fungdo s = f(¢) é crescente, e, portanto o
corpo se move para frente neste intervalo. Por outro lado, no intervalo (0,1) U (3, 5;4),

s = f(t) é decrescente, isto é, 0 corpo se move para tras.

Agora, observe que podemos estimar que s = f(t) é concava para cima em (0, 2), isto &,
a(t) = f"(t) > 0 neste intervalo (aceleracao positiva). Por outro lado, s = f(t) é concava

para baixo em (2,4), isto é, a(t) = f”(t) < 0 neste intervalo (aceleragio negativa).

Defina primitiva de uma func¢ao continua f.
Soluc¢ao: Uma fungdo F'(z) é chamada uma primitiva da fun¢io f(z) no intervalo I

se para todo x € I, tem-se:
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(b) Em cada item abaixo, serao dadas duas fungées F(z) e f(x). Utilize as técnicas de
derivacao para verificar se a funcao F' é uma primitiva da funcao f.

Solucao: Vamos usar a defini¢ao do item anterior.

(I) F(z) =2"+8 e f(z) = 25
Temos que
F'(z) = T2% # 2° = f(x).

Logo, F nao é primitiva de f.

(Il) F(z) =2* -3z +z+ 2 e f(x) = 42® — 322 + 1

Temos que
Fl(z) =42% — 922 + 1 # 42° — 32> + 1 = f().

Logo, F nao é primitiva de f.

@ F@ =S e @) = -2

Temos que ,
)= W0 e 77— (),

Logo, F' é primitiva de f.

cos(3z — 5)

(IV) F(z) =2— ;

e f(z) =sen (3z — 5).

Temos que
Fl(z) = 22 (3”33_ )3 _ sen (35— 5) = f(a).

Logo, F' é primitiva de f.
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exercicios

e Funcoes e suas propriedades;

e Regras de Derivacao;

e Primitivacao;
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— Mé+todos e Técnicas

e Nas questoes citadas efetua-se a mudanca de variavel

Mudanga de variavel para resolver a integral dada:

Exercicios 4.6(b); 4.6(c); 4.6(d); 4.7(b)

4.8; 4.12(b); 4.18(a); 4.18(c)

e Nas questoes citadas efetua-se a integragao por partes
Integracao por Partes para resolver a integral dada:

Exercicios 4.9; 4.12(a); 4.13(a); 4.18

e Nas questoes citadas utiliza-se o Teorema Fundamen-
Teorema Fundamental tal do Calculo e suas propriedades para o calculo de

do Calculo integrais definidas:

Exercicios 4.6(a); 4.7(a); 4.10; 4.11

4.15; 4.16; 4.17; 4.19; 4.20
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000

000

(a) Se deixarmos cair uma pedra, podemos admitir que a
resisténcia do ar ("arraste”) é desprezivel. Experimen-

tos mostram que, segundo essa suposicao, a aceleragao
2

desse movimento,—, é constante (e igual a chamada

dt?’
aceleragao da gravidade g = 9,8 m/s?). Verifique que
_ gt
Yy = 5

(b) Se no problema anterior, o movimento da pedra comega
no instante t = 0, a partir da posicao inicial yy e com
t2

velocidade inicial vy, mostre que y = yo + vot + g?

(c) Se um aviao corre numa pista de 3 km, comegando com
uma velocidade de 6 m/s, movendo-se com uma ace-
leracao constante e levando um tempo de 1 min para

levantar voo, com qual velocidade ele deixa o solo?

Mostre que:

(a) arcsenx + arccosx =

(b) arctgx + arccotgr =

oY o

Determine uma féormula para a Soma de Riemann da
fungdo f(z) = 2®> + 1 ao longo do intervalo [0,3], obtida
dividindo-se o intervalo em n subintervalos iguais e os pontos
tomados em cada subintervalo sao os extremos a esquerda.
Em seguida, considere o limite dessas somas quando n — +o00

para calcular a area sob a curva ao longo do referido intervalo.
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Calcule as seguintes integrais:

(a) /24 ™ dz

3m
4

cossect cotgt df

et
o / (— — e_”) dx
1 \Z
: : dy .
Determine a derivada e das funcoes:
x

(a) y:/lx%dt

(b) y= / sen(t2) dt

Nz

000

=
Mq\

®®O0O0

OO S Calcule as seguintes integrais:

(a) /21|x—x2|dx

(b) / cossec?26 cotg 26 df

sen 2z
———d
(©) / 1+ 3senz

(d) / V/1+sen2(z — 1)sen(z — 1) cos(z — 1) dz

(a) Seja f uma fungao periddica de periodo p, ou seja f(z+

p) = f(x). Mostre que

/Oaf(x) iz = /pwf(x) da

Interprete esse resultado geometricamente.
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(b) Se além disso, f for impar, mostre que
P
/ flz)dx =0
0

ceeo Calcule as seguintes integrais utilizando a mudanca de
variavel adequada.

(a) /Olﬁdx

Nl

0000 Nas integrais a seguir, podemos calcular seus respec-
tivos valores utilizando uma integragao por partes. Em cada
uma delas, determine os candidatos a v e dv para que a uti-
lizacdo da referida técnica esteja correta. Apods isso, escreva
a formula da integracao por partes com a sua escolha feita

anteriormente.

2

(a) / zln xdr
1

(b) /arccos@d&

(c) /xcossec2 xdz

N0O®6 Determine o valor médio das seguintes funcoes ao
longo do intervalo dado:
2

() f(z) = = em [0,2]

(b) g(t) =t>—t em [-1,2]
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000 Com ¢ meses de experiéncia um funcionério do cor-
reio é capaz de separar Q(t) = 700 — 400e~%5 cartas por
hora. Qual a velocidade média com que o funcionario conse-
gue separar a correspondéncia durante os 5 primeiros meses
de trabalho?

Dica: Use o TVM para integrais.

eee0 Calcule as seguintes integrais:

(a) / In® z dx

(b) /x(z + 32)’

W=

(c) /sen4zvdx

.00 Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se

for falso, explique ou dé um contraexemplo.

(a) A formula da integragdo por partes é obtida pela regra

do produto para derivadas.
(b) Toda funcao integravel é continua.

(c) O Teorema do Valor Médio para integrais garante que

existe um tnico ponto ¢ € [a, b] tal que

()b —a) = / f(z) d

¢eco Esboce o gréfico dos integrandos e use areas para

calcular as integrais.

(a) /_imazx

o) [ @-lel)do

1

(c) /2(1+\/4—x2)dx
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000

2w
(a) Qual o valor da integral / senz dx?
0

(b) Sabendo do resultado do item (a), é verdade que po-
demos entender a integral acima como sendo a area
compreendida entre o grafico da fun¢do f(z) =senx, o

eixo x e as retas x = 0 e x = 277 Explique.

(c) Elabore uma maneira para calcular a area da regiao

descrita no item (b).

Se em 1970, foram utilizados 20,3 bilhoes de bar-
ris de petroleo no mundo todo e se a demanda mundial
de petroleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao
ano, entdo a demanda A(t) anual de petroleo no tempo ¢ é
A(t) = 20,3e%% (¢ = 0 em 1970). Se a demanda continua
crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual serd a quantidade

de petréleo consumida entre os anos de 1970 e 20167

Calcule as areas das figuras determinadas pelas cur-

vas dadas:
2
(a) y:—gx,y::p—5ex:0.
(b) y=2ey =/
(c) y:cosx,yzsenx,m:—geng.

(d) A éarea comum a 2 +y? <4z e 2 +y? < 4.

Calcule as seguintes integrais:

(a) / 2% e da.

(b) /ea’” sen(bx) dx; a,b # 0.

(©) / (5 — 4?- LR
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000

(a) Calcule o comprimento de arco da curva y = V22 entre
os pontos (8,4) e (27,9).

(b) Qual é o trabalho realizado ao se esticar uma mola em

8 c¢m sabendo que a forca de 1 N a estica em 1 cm?
(Dica: Use a lei de Hooke.)

®ee0 Calcule o volume do sélido de revolucao obtido gi-
rando em torno do eixo dos x a regiao limitada pela curva

y =sen (z), x € [0,27] e o eixo dos .
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Lembre-se que o deslocamento é a
primitiva da velocidade, e por sua vez, a

velocidade é a primitiva da aceleracao.

Observe que:

1
(arcsen x)’ = (—arccosz) =

i
Counsidere:

> f)Az

i=1

b—
onde Az = Lo A = (i —1)Ax.
n
Note que:
(cossec B)" = —cossec 0 cotg 6.

Use o Teorema Fundamental do

Céalculo.

Faga

d
u = cossec (20) e _77,& = cossec” (26) db.

Seja F' uma primitiva de f, observe

que:

F'(x+p) = f(z+p) = f(z) = F'(z).

W Faca u = ef = du = e dt e depois
u=tgl = du = sec? 6 db.

| 4.9 | Use o TVM para integrais.

101

Use:

11— 2 1 %
cgs( x) o co?p — +cgs( :v)

Sell2 Tr =

Integre ambos os membros da equacao:

(uwv) = v'v + uv'.

Use um software matematico para es-
bocar o grafico dos integrandos.

Subdivida a regiao em duas Aareas

iguais.

A quantidade de petroleo ¢ dada pela
area sob a curva de demanda para um certo

periodo.

Note que (z —2)?+y* = 4 é um circulo
de raio 2 com centro em (2, 0), e, que 22+y* = 4

¢ um circulo centrado na origem com raio 2.

Faca u = e = du = ae*dz, dv =
cos(bx)

sen (br)dr = v = — e integre por par-

tes.
Use a lei de Hooke.

WAPTIN Use a simetria do solido.



(2)

Se deixarmos cair uma pedra, podemos admitir que a resisténcia do ar ("arraste”) é

desprezivel. Experimentos mostram que, segundo essa suposicao, a aceleracao desse

movimento,—y ¢ constante (e igual & chamada aceleragao da gravidade g = 9,8 m/s?).

de?’ ,
Verifique que y = %
Solucao: Temos que
d*y
=

Assim, como a velocidade é a primitiva da aceleracao, temos

d
(t) = d—?z —gt+Cy (8)

e, como o deslocamento é a primitiva da velocidade, segue que

t2
y:%+6’1t+02 9)

Note que, no movimento de queda livre, quando ¢ = 0, teremos

v(0)=0=C, =0

e
y(0)=0=Cy =0.
Logo,
_ 9
y="5

Se no problema anterior, o movimento da pedra comeca no instante ¢t = 0, a partir da

t2
posicao inicial yy e com velocidade inicial vy, mostre que y = yo + vot + >
Solucao: Imediatamente da equagdo (8) temos
’U(O) = Cl = Vo
e da equagao (9)
y(0) = Ca = yo.
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Logo,
2

y:g?—i-vot—l—yo.

Se um avido corre numa pista de 3 km, comecando com uma velocidade de 6 m/s,
movendo-se com uma aceleracao constante e levando um tempo de 1 min para levantar
voo, com qual velocidade ele deixa o solo?
Solugao: Tomando ,

t

a
y:7+vot+yo

fazemos y = 3000 m, vo = 6 m/s e t = 60 s. Assim, obtemos

2

60
3000 =a-—-+6-60=a= 1,467m/s”.

Entao,
v=at+uvy=v(t)=1,467t + 6
e, portanto, em ¢t = 60

v(60) = 1,467 - 60 + 6 = 94m /s

é a velocidade com a qual o aviao deixa o solo.

Mostre que:

7
arcsenx + arccosr = —
Solucao: Basta notar que as funcbes arcsenx e — arccosx sao primitivas da mesma

funcao, . Logo, elas diferem por uma constante C":

1— 22

arcsenx + arccosz = C.

s
Fazendo x = 0 nesta expressao, resulta que C' = 5

s
arctg x + arccotgx = 5

Solucao: Analogamente ao ftem anterior, note que as funcoes arctgx e —arccotgx sao

Logo,

rimitivas de )
P 1+ 22

arctg x + arccotgx = C

Fazendo = = 1, resulta que C = g
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Determine uma férmula para a Soma de Riemann da func¢ao f(z) = 2* + 1 ao longo
do intervalo [0, 3], obtida dividindo-se o intervalo em n subintervalos iguais e os pontos toma-
dos em cada subintervalo sao os extremos a esquerda. Em seguida, considere o limite dessas

somas quando n — 400 para calcular a area sob a curva ao longo do referido intervalo.

Solugao: Dividimos o intervalo [0, 3] em n subintervalos de comprimentos iguais a Az e

tomamos os pontos \; & esquerda de cada particao. Assim, tomamos

>_fO)As

em que
b—a_

n

Ax =

Sl
@
&

[
=
|
=
>
8
I

Entao, sendo f(z) = 2% + 1, temos que

()2 - £

=1

IS ) 8

_ i(L‘”Z%) ZZ'Z@—l +Z—

: n3
=il

= ﬁ(Zz —2. Zz+21>+— 21

n3
=1

Substituindo Z 1 =n, Zz —— e 212 nin + ( nt ), segue que a igual-

i=0 i=0
dade acima fica

if(w) % _ 2_7(n(n—|—1)(2n—|—1) _2n(n+1)+n)+§.n

n3 6 2 n

B 9+27+27 27+3
a 2n  6n2 n

Logo, o limite dessas somas, quando n — 400, é dado por

3 . 27 27 27
nl_l)I_ll_loto( ) Z = lim (9+—+———+3)

2n  6n2 n

n n—-+4oo
27 27 27
= lim 94+ lim —+ lim — — lim — + lim 3
n—-+4oo n—-+4oo 2n n—-+oo 6’[’L2 n—+oo M n—-+oo
= 9+3
= 12

isto é, a area sob a curva f no intervalo [0, 3] é 12 u.a.
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Calcule as seguintes integrais:

4
(a) ™ dx

2
Solugao: Temos que

3T

(b) /4 cossect cotgl df

4
Solugao: Note que (cossec ) = —cossec f cotg 6. Logo,

37

1 - 3
/ cossec  cotg 0df = [—cossec Q]i/ff = —cossec (Zﬂ) + cossec (%) =0.

jus

IS

o [(2 )

Solugao: Temos que
2 2
/ (— — e_gﬁ) dr = [lnz+e™ "] = (In2 + e?)—(nl+e)=mIn2+e?—c’.
1

d
Determine a derivada d_y das funcoes:
T

(a) y:/lm%dt

Solucgao: Sendo y = / ;dt, utilizamos diretamente o Teorema Fundamental do C4l-
1

culo e obtemos
dy d

1 1
= — =i |, = =.
dr  dx </1 t ) x

0
(b) y = / sen(t?) dt
Ve
Solugao: Temos que
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Logo,

senx

Calcule as seguintes integrais:

(a) /j\x—aﬂdm

Solugédo: Considere o grafico da fungdo f(x) = |z — z?| abaixo

f(z) = |z — 27

Assim, temos que

N - - - - - - . - __2=

2 0 1 2
/ |t —2*|de = — (:c—xQ)d:U—l—/(:c—xQ)dx—/(a:’—xQ)d:z:
—1 0 1

(b) / cossec?26 cotg 26 df

Solugao: Fazemos

u = cotg (20) = du = —2 cossec? (20) df.
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Assim, podemos escrever

2

/COSSGCQQGCOtg29d9——/gdu— —uz—l—C’

Logo, voltando para a variavel original

cotg? 20

1 +C.

/ cossec? 20 cotg 20 df =

/ sen 2x d
——dx

1 + 3sen?z
Solugao: Fazemos

u=1+3sen’z = du = 3-2senxcoszdr = 3sen 2z dzr.

Assim, podemos escrever

=—1C

/ sen 2x p du Inu
— ar = _— =
1 + 3sen2x 3u 3

Logo, voltando para a variavel original

i N C.
1 4+ 3sen2zx v 3 +

/ sen 21 q In(1 + 3sen’z)

/ V/1+sen2(z — 1)sen(z — 1) cos(z — 1) d

Solugao: Fazemos

u=1+sen*(x — 1) = du = 2sen’(z — 1) cos(z — 1) dz

Dessa forma, podemos escrever

/\/1 + sen?(x — 1)sen(x — 1) cos(z — 1) do = / ﬂdu = iﬂ +C

2 3

Logo, voltando para a variavel original

(1 +sen?(x — 1))3/2
3

/ V/1+sen2(z — 1)sen(z — 1) cos(z — 1) dx = +C.
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(2)

Seja f uma fungdo periodica de periodo p, ou seja f(x + p) = f(x). Mostre que

/Oaf(x) dr = /paerf(a:) dx

Interprete esse resultado geometricamente.

Solucao: Seja F' uma primitiva de f. Note que

Fl(x+p) = f(z+p) = f(z) = F'(z),
isto é, F' também é uma funcao periddica.
Logo,
a a-+p
| f@)do=F(@) - PO) = Fla+p) - FO+p) = [ fo)ds
0 P
como queriamos.

Geometricamente, esta igualdade significa que a area sob a curva de f ao longo do

intervalo [0, a] é igual a area sob a mesma curva ao longo do intervalo [p, a + p).

Se além disso, f for impar, mostre que
4
/ f(z)dz =0
0

Solugao: Fazendo a = —p na igualdade provada no item anterior, temos que

/0_pf(m) B = /pof(x) o

-/ f(x)de = —/Opf(x)dm
0

!Kﬂﬂw—/?@Mrz

Agora, note que f é impar se, e somente se f(—x) = —f(z) em [0, p]. Assim, fazendo a

(10)

substituicao

u=-—-xr=du=—dr; z=0=>u=0;, r=p=>u=-—p

/Opf(w) dr = /0_p f(—u) (—du) = /—Zf(_U) du
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Como f(—u) = —f(u), resulta que

/Opf(:v)dx:—/_if(u)du
/_:f(u)du:/_if(x)dx
/Opf(x)dx:—/if(x)dx

Logo, substituindo (11) em (10), segue que

Q/Opf(x)dx:O@/opf(x)dx:

mas

ou seja,

como queriamos.

Calcule as seguintes integrais utilizando a mudanca de varidvel adequada.

1
1
/ ———dx
o (4—2a2)2

Solugao: Faremos a seguinte substituicao
xr=2senf = dr =2cosfdf; x=0=60=0; x:1:>6:%

Entao, escrevemos

/1 1 / 2 cos 6do
——dxr =
0o (4—22)2 V(4 — (2sen 6)?
/6
= 4_1/0 sec? 6 do

/6
(tg0)

0

g I N
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1n(%) et
m(3) (1+e*)2

Solugao: Faremos a seguinte substituicao

3 3 4 4
u=¢e" = du=edt t:1n<zl):>u:—; tzln(—):u:—.

(3 gt 5 du
[y
w (remi Sy Q)

4

Entao, escrevemos

Agora, para resolvermos esta integral, faremos a seguinte substituicao

3 3 4 4
u=tgl = du = sec? 6 db); u:Z:>9:arctg (Z_L)’ u:§:>9:arctg (§>

Entao,

Logo,

In (%) t 1
/ T au=l
m(3) (1+e)2 E

3
1

Nas integrais a seguir, podemos calcular seus respectivos valores utilizando uma
integracao por partes. Em cada uma delas, determine os candidatos a u e dv para que a
utilizacao da referida técnica esteja correta. Apoés isso, escreva a formula da integracao por

partes com a sua escolha feita anteriormente.
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2
(a) / xln xdx
1

Solugao: Fazemos a seguinte escolha:

2

1
u=Inzr = du=—dx; dv:xdxﬁv:%.
x

Assim, utilizando [ udv = uv — [ vdu, obtemos

/12xlnxda: = (x lnx) /
- (5 ()]
- () (2] (5-3)

l\DI&

= 2In2- §
4
~ 8In2-3
= 1 )
(b) /arccos 6do
Solugao: Fazemos a seguinte escolha:
1

u = arccos ) = du = — df; dv=df=v=20.

Vi- 0

Assim, utilizando [ udv = uv — [ vdu, escrevemos

/arccos 0df = 0arccos § + / \/% df

Agora, para calcularmos esta tltima integral, fazemos a seguinte substituicao:

=V1-0?>=dt =— 0

N do.

Entao,

0
—df=— | dt=—t+C=—-V1-02+C.
/\/1—02 /

Logo, subsituindo este resultado em (12), segue que

/arccos@d@ = fQarccosl — 1 —6%2+C.
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(c)

/ x cossec? x dx

Solugao: Fazemos a seguinte escolha:

== du=dr; dv=cossec’rdr = v= —cotgu.
Assim, utilizando [‘udv = uv — [ vdu, obtemos

/ x cossec’ v dx = —x cotgx + / cotgx dx (13)

Note que a integral do segundo membro pode ser escrita como

/ / cosx dx
cotgx dr =
sen x

Assim, fazendo u = senx = du = cos x dx, temos que

d
/Cotgxdx:/cosxdx = —uzlnu+C’:1n\senx|+C.

sen x u

Logo, substituindo este resultado em (13), segue que

/xcossechdx = —zcotgz + In[senz| + C.

Determine o valor médio das seguintes funcoes ao longo do intervalo dado:

fla) =~ em 0.2

Solucao: Temos que

1 b
fmed = A . f(:L‘)de
1 2 2
= — ——dzx
2-0), 2
ol
- 12/ |,
23
= —— +0
T
B 2
= ==
2, s :
Logo, fmea = —3 é o valor médio de f no intervalo dado.

112



(b) g(t) =t> —t em [—1,2]

Solugao: Temos que

med = ——— t) dt
Gmed a 9()

Logo, gmeq = 3 ¢ o valor médio de g no intervalo dado.

Com t meses de experiéncia um funcionario do correio é capaz de separar Q(t) =
700 — 400e=%t cartas por hora. Qual a velocidade média com que o funcionirio consegue
separar a correspondéncia durante os 5 primeiros meses de trabalho?

Dica: Use o TVM para integrais.

Solugao: Utilizando o TVM para integrais e considerando a funcao ((t) no intervalo

[0, 5], temos que a velocidade média serd dada por

1 5
Q)mea = ——— [ (700 — 400e~ """ dt

5—0J
1 > 5

= — [(700t)| — 400 / e~ 0t dt
5 o 0

1 B
= = {700-5—400 / e~ 05 dt]
5 0

5
= 700 — 80 / e 0% dt
0

Podemos calcular esta ultima integral fazendo a substituicao

u=—0,5t = du=-0,5dt, xr=0=>u=0, z=5=u=—-2,5.
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Entao,

du
-0,5

—25
Qt)med = 700 — 80 / e
0

25
= 700+ 160/ e du
0

—-2,5
= 700 + 160 (e*)

0
= 700+ 160 (e72° — 1)

953,13

Q

Logo, a velocidade média é aproximadamente 553, 13 cartas por hora.

Calcule as seguintes integrais:

(a) /ln3xdx

Solucgao: Podemos utilizar integracao por partes (fudv = uv — f v du) escolhendo

31n’
u=1Inz, du= nx7 dv =dx, v=ux.
x

Entao,

2
/ln3xdx = a:ln3a:—3/xln xdx

i

= xln3x—3/ln2xdx (14)

Esta tltima integral também pode ser resolvida por partes. Para isso, escolhemos

5 2lnz

u=1In"z, du= 0 dv=dx, v=ux.
Entao,
/ln2a:dx = xln2x—2/xm7xdx
— 5 lngm—Z/lnxdx (15)

Finalmente, para esta tultima integral, escolhemos

1
u=Inzx, du=-—, dv=dzr, v=uzx.
0y
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Entao,

/lnxdac = xlnm—/xldac
x

= zlnz—z+C (16)
Logo, substituindo (16) e (15) em (14), segue que

/ln3xd:v = $1n3$—3/ln2xdzx

= zln*z—3(z ln2x—2/lnxdaf;)

= zln*z -3z In*z -2z Inzx—2))+C

(b) /:U(Q + 30)} do
Solucao: Podemos utilizar a regra da substituicao. Assim, escolhendo v = 2 + 3z =

du = 3dx, temos que

1 u— 2 1 du
2 ide = 3
/x( + 3z)3 do /< 3 )u 5

Logo, voltando para a variavel original, segue que

/95(2"‘31’)%(135: % (3(2+3x)3 B 3(2+3x)3> e

7 2

(c) / sen*z dx

Solucao: Utilizando as identidades

1— 2 1 2
con? g = Lo oos) o 14 cos(2z)

2 2
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podemos escrever

/sen%dm = /(sen%)2
/

dx
(1 — cos(2x))?
4

——dx

— 1/ 1 — 2cos(2z) + cos*(2z)) da

— /dx——/cos2x Ydr + = /cos( x) dx

.z 1 [ 1+ cos(4x)

= 7 2/008(2x)dx+4/de
r 1 1 1

- r_Z 2 - - 4z)d
1 2/005( x)daf+8/dx+8/cos( x) dx
3z

1 1
- = 2 - 4
3 2/COS( x)d:v—l—g/cos( x)dx

Note que, utilizando uma substituicao simples, podemos calcular facilmente estas duas

ultimas integrais e obter

sen (2x) sen (4x)

/COS(ZI) dx = 5 +C; e /cos(4x) dr = 1 + Cs.

Logo,

[oteas = 2 _1(mE0) 3 (mala) g
)

sen (4x)
R T S R

onde C = (Cy — (.

Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se for falso, explique ou dé um

contraexemplo.

(a) A formula da integragdo por partes é obtida pela regra do produto para derivadas.

Solugao: Verdadeiro! Da regra de derivacao de um produto de duas fung¢oes u = u(x)
e v =v(z),
(wv) = v'v 4w,

segue por integracao,
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ou ainda,

/uv’dx:uv—/u’vda:
/udv:uv—/vdu.

Toda funcao integravel é continua.

que pode ser escrita na forma

Solucgao: Falso! Como contra-exemplo, considere a funcao Inx que é integravel de 0 a

1, mas nao é definida em x = 0.

O Teorema do Valor Médio para integrais garante que existe um tnico ponto ¢ € |a, b

tal que

me—@:/ﬂmm

Solugao: Verdadeiro! O TVM garante que existe um c € [a, b] tal que

1 b
FO) = s = 5= | f(a)de

Geometricamente, indica que existe um ponto no qual ao tragarmos uma reta horizontal
na imagem de f, a area acima da reta e limitada por f é igual a area abaixo da reta até

0 eixo x.

Esboce o grafico dos integrandos e use areas para calcular as integrais.

3
/ V9 —22dx
-3

Solucao: Note que o gréfico da fun¢do f(x) = V9 — 22 corresponde ao semicirculo de
raio igual a 3, conforme indica a figura abaixo:
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Logo, a area descrita pela integral ¢ dada por

i mr:  w-32 97
rea = — = = — u.a.
2 2 2

(b) / (2 — |a]) dz

1
Solucao: Observe que a regido limitada pelo grafico da funcao g(z) = 2 — |z|, pelas

retas x = —1, x = 2 e y = 0 é da seguinte forma

g(z) =2 - |a|

Ap

Logo, a area descrita pela integral ¢ dada por

p (2+1)-1 2-2 7
Area= Ay + Ay = —Lua
rea 1+ Aa 5 iy 5 2ua
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(c) /22(1 + V4 —2?)dx

Solucao: Observe que a regido limitada pelo gréafico da fun¢ao h(z) = 1+ V4 — 22,
pelas retas x = —2, z = 2 e y = 0 é da seguinte forma

Logo, a area descrita pela integral ¢ dada por

- 22

Area = Al +A2 =

+4-1=2144=~ 10,283 u.a.

2w
(a) Qual o valor da integral / sen z dz?
0

Solugao: Temos que

2w

2m
/ senxdr = (—cosz)| =-1+1=0.
0 0

(b) Sabendo do resultado do item (a), é verdade que podemos entender a integral acima
como sendo a area compreendida entre o grafico da fun¢do f(x) = senz, o eixo = e as

retas x = 0 e x = 277 Explique.

Solugao: Nao é verdade, pois a regiao possui area, como podemos ver no grafico abaixo:
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f(z) = sen (z)

A (+)

A2 (=)

Note que as areas A; e Ay podem ser calculadas da seguinte forma:

A —/ senxrdr =2
0

27
Ay = / senzdr = —2.

Assim,
Al iy A2 S O

(c) Elabore uma maneira para calcular a area da regiao descrita no item (b).

Solugao: Para calcularmos a area da regiao descrita no item (b), separamos a integral

em duas partes considerando o sinal de f em cada intervalo. Assim,

27 T 27
/ senxdr = / sen x dxr — / sen x dx
0 0 T

= (—cosx):+(cosx) '
= (1= -(=D))+ (1= (=1)
= 4

Logo, 4 u.a. é a area da regiao dada.

Se em 1970, foram utilizados 20, 3 bilhoes de barris de petréleo no mundo todo e
se a demanda mundial de petréleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao ano, entao
a demanda A(t) anual de petroleo no tempo ¢ ¢ A(t) = 20,3e%% (t = 0 em 1970). Se a

demanda continua crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual serd a quantidade de petroleo

120



consumida entre os anos de 1970 e 20167

Solucao: A quantidade de petroleo utilizada nesse periodo de tempo é a area sob a curva de

demanda entre t =0 e t = 46.

1400
1200

1000

Entao,

46
20, 3 / D% gt = 225, 56 ¢%0%
0
Logo, foram consumidos aproximadamente 13940 barris de petroleo.

Calcule as areas das figuras determinadas pelas curvas dadas:

2
y:—?x,y::v—5ex:0.

Solugao: Temos que:

(2)
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Note que as retas se interceptam quando
2z
—? =T — 5,

isto é, quando = = 3. Logo, a area procurada é

3 2x 2 x? 3 9 9
A= —— —(z-5)|dze=|—-———1+5 =————-4+15=7>5u.a.
[5-t-9)e=|-5-Frm) --3-3+15-75ua

(b) y=a®ey=a.

Solucgao: Temos que:

15

<
I
8]

T U N

05 0 05

Note que as curvas se interceptam quando 22 = /z =z =0e z = 1.

Logo,
1 3 3 1
2z2 — 1
A:/(\/E—x2)dx: i = - ua
g 3 . 3
(c)y:cosx,y:senx,x:—fex:z
4 4

Solugao: Temos que:
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y = cos(z)

0.5

/4 0 /4

-0.5

Logo, a area sera

w/4
A:/ (cosx —sen ) dz = V2 u.a.

—7/4

(d) A area comum a 2% +y? < 4wz e 2 +y? < 4.

Solucao: Note que, completando quadrados, temos que a equacao:
4y’ =4z = (z-2>2+y* =4

corresponde a um circulo de raio 2 com centro em (2,0). E que 2?4+ 3* = 4 corresponde

a um circulo com raio 2 e centrado na origem.
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Determinamos o intervalo de integragao, resolvendo o sistema:
2 +y? =4x
Entdo, z = 1 e y = £1/3. Pela simetria da regido, calculamos somente a area da regido:

{(z,) |0 <y <V3,1<z<Vi—2?%}

no primeiro quadrante (em amarelo) e multiplicamos por quatro. Integrando em relacao

ay:
V3
A = 4/ (V4d—y?—1)dy
0
V3 V3
= 4 / \/4—y2dy—/ dy
0 0

V3
_ 4</ Mdy_ﬁ> (17

V3
Agora, calculemos / V4 — y?dy fazendo y = 2senf = du = 2 cos 6 dfl. Observe que
0

y:():>6:(]ey:\/§:>9:%.Entéo,

V3 /3
/ Va—yidy = 4/ cos® 0 df
0 0
2T \/§

3 2
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Substituindo este resultado em (17), segue que:

e 8T
A=14 / VA —y2dy — V3 :?—2\/§u.a.
0

Calcule as seguintes integrais:

2
/x3 e* dx.

Solugao: Primeiramente, fazemos

dt
t =22 = dt = 2xdr ou szdm.

1
/x3ex2d.r:§/tetdt.

Integrando por partes, fazemos

Entao,

u=t=du=dt, dv=dt=v=c¢"
Entao,

2 1 1 1
/x?’ez dx:i/tetdt:é(tet—/etdt)zé(tet—et)—i-C'.

Logo, voltando para a variavel original, segue que

. 1
/x‘3 ¢ dr = 5(3:2 e — )+ C.

/e‘m sen(bx) dx; a,b # 0.
Solugao: Fagamos

cos(bx)
—

u=e"=du=ae®dr, dv=sen(br)dr=v=—

Entao,
—e™ cos(br) a

/eaz sen(bx) dx = — + 7 / e cos(bx) dx (18)

Agora, calculemos / e cos(bx) dr, novamente integrando por partes. Fazendo

sen (bx) |

u=e"=du=ae", dv=cos(br)dr=v= 2
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Entao,

ax b
/e‘“’ cos(br) dx = %n(x) — %/e‘” sen (bx) dz

Denotemos por I = /e” sen(bx) dz. Entao, de (18) e (19), temos:

_ a¢sen (br)  e*cos(br) a?

a
- .
b? b b2

Pois a tltima integral é exatamente a integral procurada. Assim,

2 azx b ax b ax
(1 + Z_Q) . s;n( ) _¢€ C([))S( ?) =1= a;—i— 7 (asen (bx) — b cos(bx)).

Logo,

ax

/eaﬂC sen(bx) dr = a?—+b2(a sen (bx) — b cos(bx)) + C.

2 / (5— 4?— 2?)7

Solugao: Primeiramente completamos os quadrados:

5b—4r—2>=9— (z+2)%

Fazendo u = x 4+ 2 = du = dx e substituindo na integral, temos:

e il

Agora, fazendo u = 3senf = du = 3 cosfdf e (9 — u?)

Njw

3 = 27 cos 0, temos:

1
/ dz 3_—/sec20d9:@+c.
(5—4r —x2)2 9 9

Assim, utilizando o triangulo retangulo abaixo

V9 —u?
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U T+ 2 o .
temos que tgf = = . Substituindo no resultado da integral,

-2 ol

/ dx B z+2 LC
(5—4z —22)? 95— dx — a2 '

segue que:

(a) Calcule o comprimento de arco da curva y = v/a2 entre os pontos (8,4) e (27,9).

Solugao: Temos que:

Entao,
. , Vot 44
f@)= V2, f@)=32= o VITF@P = 5o

Logo,

:/abmdx:%/sw%dx

6
Agora, facamos u = 9Va2 +4 = du = —dz. Note que t =8 = u =40 e 2 = 27 =

T
u = 85.
Logo,

1 27 ./ 2 4 1 85
__/ %d‘r:_ \/adu:;—?(m/%—m\/l_())uc
8

840
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(b) Qual é o trabalho realizado ao se esticar uma mola em 8 cm sabendo que a for¢a de 1 N

a estica em 1 ecm? (Dica: Use a lei de Hooke.)

Solugao: De acordo com a lei de Hooke, a forca de y N que estica em x m a mola é
dada por y = kx, onde k£ é uma constante. Como x = 0,01l me y =1 N, temos k£ = 100
ey = 100x.

Logo, o trabalho realizado sera:

0,08
W = / 100z dz = 0,32 J.
0

Calcule o volume do so6lido de revolugao obtido girando em torno do eixo dos x a

regiao limitada pela curva y = sen (z), z € [0,27] e o eixo dos x.

Solugao: Temos que a regiao e o solido de revolugao gerado sao, respectivamente:

Pela simetria do solido, calculamos o volume da metade do sélido e multiplicamos o resul-

tado por 2. Assim,

V(S) = 27?/ sen’ () dx
0
_ o / L= cos(2r) \
0

2
- :( [ e~ [ costzn) o)

= 7 Uu.V.
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