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INTRODUCAO

Caro leitor, o Projeto Newton visa atender aos alunos de
Calculo I e Il da Universidade Federal do Para (UFPA), principalmente
do Instituto Tecnolodgico, oferecendo uma ampla gama de recursos e
apoio aos estudantes. As aulas sdo presenciais em um auditério e
salas remotas que comportam 400 alunos, filmadas no auditério e
transmitidas as salas remotas e também pela internet através do
Portal da UFPA. Estas aulas sao editadas e disponibilidades no
Repositdrio da UFPA no endereco http://www.multimidia.ufpa.br.

Oferecemos um sistema de tutoria presencial didrio além de
apoio pelo Ambiente Virtual de Aprendizagem - Moodle no enderego
http://www.aedmoodle.ufpa.br/mod. Listas semanais de exercicios
sdo dispostas aos alunos, que devem ser devolvidas e corrigidas pelo
sistema de tutoria. A resolucao dos exercicios da lista € divulgada aos
estudantes depois da entrega.

Este livro é um caderno dos exercicios semanais de Calculo Il
propostos no segundo semestre de 2014 e no primeiro semestre de 2015.
Além dos exercicios e suas solucdes, apresenta sugestbes para as
resolucdes das questdes e descreve os metodos matematicos usados
nestas resolugdes. Tem como principal objetivo ser um guia de estudos
para os alunos do Projeto Newton e qualguer aluno interessado em
Caélculo.

Agradecemos a equipe de monitores do ano de 2015 que leram,
comentaram, diagramaram e colaboraram na edicdo deste livro. A todos
Nossos sinceros agradecimentos.

Os autores
Dezembro de 2015



Caleulo I

TS picos arordados Nos exerciaios.
Tépicos 4 * O Espago R" e suas propriedades;

. .. ¢ Dominio, imagem e grafico de funcdes vetoriais;
Métodos e Técnicas 5 ’ g g ¢ ’

Limite e continuidade de fun¢des vetoriais;

Enunciados 6

* Derivada de funcgdes vetoriais;
LDz i * Integral de fun¢des vetoriais.
Respostas 13

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

¢ Geometria Analitica;
* Limite e continuidade de fun¢des de uma varidvel;
* Derivacao de fungdes de uma varidvel,

* Integracdo de funcdes de uma varidvel.



» Efetua-se os cdlculos por componente em cada um dos se-
guintes exercicios, utilizando as regras imediatas de limite,

) derivacdo e integracao.
Célculo componente a

componente e aplica¢do
das regras de derivacdo
e integracao. * No seguinte exercicio utilizam-se as regras basicas de inte-

gracdo para resolver uma equacdo diferencial.



®o0o0o0 Complete os quadrados para obter a equacao candnica da

esfera

X +y2+22-2x+6y+8z+1=0.

Determine o centro e o raio.
000 Descreva o sélido que satisfaz a condic¢ao

x+y? + 22 < 36.

ee0oO Faca o que se pede:

(a) Determine o comprimento dos lados do tridngulo de vérti-
cesA=(1,-3,-2),B=(5,-1,2)eC =(-1,1,2);

(b) Represente os vértices do tridangulo num sistema de coor-

denadas tridimensional;

(c) Este triangulo € retangulo, isdsceles ou nenhum dos dois?

eeo0o0 Faca o que se pede:
(a) Enuncie a defini¢ao de vetores paralelos;
(b) Represente graficamente vetores paralelos no plano;
(c) Dé exemplo de um vetor paralelo ao vetor w = (-6, 8,2);
(d) Dé exemplo de um vetor que ndo é paralelo ao vetor w =

(—6,8,2).

eeo00 Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou fal-

sas. Para o caso falso, explique ou dé um contra-exemplo.

(a) E possivel achar o produto vetorial de dois vetores num

sistema de coordenadas bidimensional;

(b) Seu #0euxv =1 Xwentio Vv = w.
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Calcule a drea do paralelogramo que tem os vetores i =

(3,2,-1) e v = (1,2,3) como lados adjacentes.

Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos
vetores i = (1,3,1),Vv = (0,6,6) e w = (-4, 0, —4).

Faca o que se pede:

>t
Calcule lim 7(z F(t) =ti+
(a) acuetl_r)rzlr()comr() i 7 o;

(b) Determine o(s) intervalo(s) dos pontos de continuidade da
fungdo vetorial 7(1) = Vi i+ Vi—1 j.

-

dr - - -
Determine 7(¢) sabendo que 7 =P i+47 Jj - 2 ke

7(0) = J.

Esboce o gréfico da curva r(¢) = (3,12, 1 € R. Indique

com setas a direcao de crescimento do parametro .

Sejam r(t) = (t,2sen(t),2cos(t)) e wu(t) =
1
o 2sen(t),ZCos(t)) para t > 0. Usando as propriedades de

derivada, calcule:

d
&) ) - W)

(b) %[r(t) xu(r)].

Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou
falsas. Em qualquer um dos casos, explique. Se a afirmacao for

falsa explique ou dé um contra-exemplo.

d
(a) Ser(t)-r(t) é constante entao r - d—: =0.

d /
(®) —lir@Il = [Ir®ll.
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(a) Qual arelagdo entre o vetor tangente unitdrio e a orientacao

da curva? Explique.

(b) Determine o vetor tangente unitdrio a curva representada
por
r(t) = ¢ cos(t)i + €'j

no ponto ¢ = 0.

(a) Defina a fun¢do comprimento de arco de uma curva espa-
cial. Calcule a sua derivada;

(b) Explique como podemos parametrizar uma curva com re-

lacdo ao comprimento de arco. D& um exemplo.

Faca o que se pede:

(a) Determine o vetor tangente unitdrio rf”(zf) e as equagoes
paramétricas da reta tangente a hélice dada por r(r)

2 cos(t)i+2sen(t) j+t k no ponto correspondente a t = %;

(b) Faca um esbocgo da reta tangente a hélice do item (a);

(c) Calcule o comprimento de uma volta da hélice dada no item

(a).

Encontre todos os @ € R tais que os vetores u = 2ai—2j—k

e v = 2ai + 3aj — 2k sdo perpendiculares.

Suponha que os dtomos de hidrogénio de uma molécula
de metano (C Hy) estdo localizados nos pontos (0,0, 0), (0,1, 1),

(1,0,1) e (1, 1,0) enquanto o d4tomo de carbono estd localizado
111
22202
com origem no atomo de carbono e passando cada um por um

em ( ). Encontre o cosseno do angulo entre dois raios ambos

atomo de hidrogénio.
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Qual a equacdo da esfera tal que um de seus didmetros
tem como pontos extremos A = (1,3,-2) e B = (-1,0,4)?

Trés vértices de um paralelogramo sdo A = (1,3,2), B =

(3,5,7) e C = (2,-1,0). Calcule a drea do paralelogramo.

Suponha que u, v € R? sdo vetores de comprimento 2V2
ellu—-v|l = 242 (comprimento ou norma de u — v). Calcule a

norma de u# + v e o angulo entre u e v.

Encontre a equacao linear do plano que contém a cir-

2

cunferéncia de intersecdo das esferas x> + y> + z2 = O e

22 +y2+22-8y+10z+25=0.

Encontre a equagdo da reta s que passa pelo centro da
esfera x> + y2 + z2 —6x —4y + 8z + 4 = 0 e é paralela a reta r de
equacgaor := (=2t —7,t + 4,3t —8),t € R.

Encontre o angulo entre os planos w € 7y, cujas equagdes

sdo dadas respectivamente por 2x+2y—-z =0ex+y—-5z-3 = 0.

As posicoes de duas particulas A e B sdao dadas respecti-

vamente pelas curvas r e s onde:

r(t) = (\/1+t2,t)
2 |2
s(t) = (4—§, Z+6)

Encontre os pontos nos quais as trajetdrias se intersectam e os

valores de ¢ para os quais as particulas colidem.

Encontre o limite da curva () =
(\/f cos(t), Vsen(z), ett_l) quando t — 0.

Calcule o comprimento da curva y(t) = (cos’(t), sen’(z))

para ¢ variando de 0 a 2.

Encontre os pontos onde a reta tangente a curva y(t) =

(cos?(7),sen’(¢)) em t = /4 intercepta os eixos x € y.



eeo©° Encontre o 4ngulo entre as curvas

y1(t) = (1,2t,1%)

ya(s) = (55,1 = 5,2 — 57)

no ponto de interse¢ao das mesmas.

®e0o0 Encontre uma curva y : R — R? com y(0) = (5,0) tal
que y(t).y'(t) = 0 paratodo t € R.

10



Agrupe os termos de mesma varidvel e some
ou subtraia para fechar o trindmio quadrado per-
feito.

Lembre-se da equacdo geral da esfera.

Lembre-se que a distancia entre os pontos
A= (al, as, a3) eB = (bl, bz, b3) ¢ dado por

dap = \/(al —b2)? + (a2 = b2)? + (a3 = b3)*.
Lembre-se que vetores paralelos sdo multi-
plos entre si.

Lembre-se que o resultado do produto veto-
rial € um vetor perpendicular aos outros dois e que
o produto vetorial entre vetores paralelos € igual
ao vetor nulo.

Utilize produto vetorial entre os vetores da-
dos.

Utilize produto misto entre vetores.

11

Aplique o limite em cada componente
e lembre-se que uma curva € continua na in-
tersec¢do dos dominios das fun¢des compo-
nentes.

Encontre a familia de primitivas de

cada componente e utilize a condi¢do inicial.

Encontre uma relag@o entre x e y a
partir de ¢ para esbogar o grifico da curva no
plano xy.

Lembre-se que

d du dr
2 X u@l=r@ - -+ — (@),

e
e que

d du dr
27T xu@] = @) x - + — xu(@).

Seja r(t) = (a(¢), ..., z(t)), definimos
lIr(®)|] = V[a@®)]? + ... + [z(1)]2. Lembre
também que a derivada de uma constante €

nula.



Lembre-se da representacdo geomé-
trica do Vc?tor tangente 2 uma curva e que
T(p) = S

()l

Seja r(t) uma curva e s(¢) a funcao
comprimento de arco. Para parametrizarmos
r(¢) com relagdo ao comprimento de arco s,
devemos ser capazes de escrever t = £(s) (0
parametro ¢ como funcdo do parametro s).
Depois, a curva pode ser reparametrizada em
termos do parametro s pela substituicdo r =

r(z(s)).

Lembre-se que para encontrar as
equacoes paramétricas da reta tangente deve-
se achar o vetor diretor (vetor tangente) € um
ponto pelo qual a reta passa (ponto de tan-
géncia).

Lembre-se que vetores perpendicula-

res tém produto interno igual a zero.

Lembre-se que o cosseno do angulo
entre dois vetores esté relacionado ao produto

interno € a norma dos mesmos.

Utilize o célculo da distancia entre
pontos para encontrar o raio e o centro da

esfera.

Sabe-se que a drea do paralelogramo €
anorma do produto vetorial entre dois vetores
que definem seus lados adjacentes.

12

= 2 .
Lembre-se que || v ||© = v - v e utilize
este fato nos casos da norma da soma e da

diferenca.

Substitua x* + y% + z2 = 9 na segunda
equacio.

Encontre o centro da esfera e lembre-
se que retas paralelas tem o mesmo vetor di-

retor.

Lembre-se que o angulo entre os ve-
tores normais aos planos € igual ao angulo

entre os planos.

Iguale as componentes das curvas e
obtenha fun¢des de uma varidvel. Atente para
o valor positivo ou negativo do(s) ponto(s) de

colisao encontrado(s).
Calcule o limite de cada componente.

Analise a fun¢do modular no intervalo
de integracao.

Lembre-se que, se a reta intercpta o

eixo y, entdo x = 0 e vice-versa.

Use os vetores tangentes a cada curva
no ponto de interse¢do para encontrar o an-

gulo entre elas.

Lembre-se da relagdo entre o vetor
posicao e o vetor tangente da circunferéncia.



Complete os quadrados para obter a equacao canodnica da esfera

x2+y2+z2—2x+6y+81+120.

Determine o centro € o raio.

Solucao: completando os quadrados

Il
()

X2 +y?+722-2x+6y+8z+1
W2 =2x+1+y?+6y+32-32+72+8z+42-42 = 0
(x -1+ +3)2 + (z +4)?

Il
W
o

dessa forma o centro da esfera € o ponto (1, -3, —4) e raio 5.

Descreva o sélido que satisfaz a condi¢ao

x2+y2+z2336.

Solucao: podemos reescrever a equagao acima da seguinte forma
+y?P+2<6?
que representa uma esfera maciga de raio 6 e centro na origem.

Faca o que se pede:

(a) Determine o comprimento dos lados do triangulo de vértices A = (1,-3,-2), B = (5,-1,2) e
C=(-112)

Solucdo: Os comprimentos dos lados sao dados pelas distancias entre os pontos A, B e C,

V(=524 (=3 = (=) + (-2 - 2)2
Vi6+4+16

= V36

= ¢

daB

dac = \/(1—(—1))2+(—3—1)2+(—2—2)2
_ ViTi6516
= 6

13



dse = 5= (=D + (-1 - 12+ (2-2)?
VETaT0

= V40

2V10

(b) Represente os vértices do tridngulo num sistema de coordenadas tridimensional;

Solucio:

(c) Este triangulo € retangulo, isdsceles ou nenhum dos dois?

Solucdo: Nao é um tridngulo retangulo, pois essas medidas ndo satisfazem o teorema de
Pitdgoras. E um tridngulo is6sceles, pois tem dois lados de mesma medida.

Faca o que se pede:

(a) Enuncie a defini¢do de vetores paralelos;

Solucdo: dois vetores il e v sdo paralelos se eles tem a mesma direcdo, equivalentemente,se
existe @ € R* tal que
i=av.
(b) Represente graficamente vetores paralelos no plano;

Solucio:

14



(c) Dé exemplo de um vetor paralelo ao vetor w = (-6, 8, 2);
Solucao: Basta tomar @ € R* que o vetor ii = aw serd paralelo ao vetor w, dessa forma, seja
a=2.
i = aw
2(-6,8,2)
(-12,16,4)

(d) Dé exemplo de um vetor que ndo é paralelo ao vetor w = (-6, 8,2).

Solugio: Dado um vetor que ndo € paralelo ao vetor i, se nao existir uma constante @ € R*,

tal que
aw =i,

dizemos que os vetores w € i ndo sdo paralelos, dessa forma, basta anular uma das coordenadas

de w, assim, seja
i=1(0,8,2).

Determine se as afirmagdes abaixo s@o verdadeiras ou falsas. Para o caso falso, explique

ou dé um contra-exemplo.
(a) E possivel achar o produto vetorial de dois vetores num sistema de coordenadas bidimensional;
Solugio: Nio, pois se tomarmos dois vetores i € V que ndo sejam paralelos, teremos
UXV =W
onde w é ortogonal a ii e v simultaneamente, logo w ndo esta no plano que contém i € V.
(b) Seii#0euxv=iuxwentdov = w.
Solucao: Falso, pois dados trés vetores i, v e w ndo nulos e paralelos teremos que
UXv=uxw=0

mas podemos ter

<i
H
s

por exemplo, sejam
i=(1,1,1),w=(222)ev=(333)

como
w=2ieV=23u

15



temos que

mas

<\
H
s

Calcule a drea do paralelogramo que tem os vetores il = (3,2,—1) e v = (1,2,3) como
lados adjacentes.

Solucao: Lembremos inicialmente que dados dois vetores i e v, ndo nulos, a drea do paralelepi-

pedo determinado por i e v € dado pelo médulo do produto vetorial.

i j k
ixv = |3 2 -1
12 3
= (8’_1054)7
Area = \/82+(—10)2+42

V64 + 100 + 16
V180
6v5

Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores & = (1,3, 1), Vv = (0,6, 6)
ew = (-4,0,-4).

Solucao: Lembremos que o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores iZ, Ve w é 0
modulo do produto misto:
V=i.(vxw)]

dessa forma, calculemos inicialmente

i j ok
VXW = 0O 6 6
4 0 -4

= (=24,-24,24),

16



assim,

V = |u.(v xw)|
= [(1,3,1).(-24,-24,24)|
= |—-24-72+24
= 72.
Faca o que se pede:
(@) Caleule lim7(t) com 7y = 17+ L=4 7. Lz
a alcule imr com r =11 — K,
—2 2_2:7 71
Solucio:
> P-4, 1-
1. - = 1. _
tgl;r(t) tgr%(tz+t2_2t] tk)
. > (=-2)t+2)-> 1-
= lim(ti+ —————j+—k
thl(’ -2 ' r)
> t+25 1-
= lim(ri+—j+—k)
t—2 t t

- - 1—)
= 2i+2j+ <k.
1 ] 3

(b) Determine o(s) intervalo(s) dos pontos de continuidade da funcdo vetorial 7(1) = V¢ i+
Vi—17j.

Solucdo: Notemos inicialmente que a fungdo f(¢) = V¢ tem como dominio o conjunto

Al=xeR;x >0,

e a funcao g(¢) = V¢ — 1 tem como dominio o conjunto

Ay=xeR;x > 1,

nesses conjuntos as fungdes f e g sdo continuas, dessa forma, o conjunto onde a funcao vetorial
7 é continua é dado por
A=A NA =xeR;x>1,

-

d - - - -
Determine 7(¢) sabendo que d—; =12 i+48 j-1* keF(0) =].

17



-

d
Solugio: Sabendo que 7(¢) = f d—: Segue que:

F(t) = ftzdt ?+f(4t3)dz f+f(—r2)dt/€
3

-

£ P AN
= —i+t"j-=k+C
3T I3

Como 7(0) = f temos

- 03—) - 03—)
= —i+0tj-——k+C
c = j.
Logo,
s 3
rit)y = =i+t j—-|(=-1| k
r(t) 3l+ J (3 )

Esboce o grifico da curva r(¢) = (3,12, t € R. Indique com setas a direcdo de

crescimento do parametro z.

Solucdo: Observe que x = > e y = 12, Logo, t = x!'3 e y = (x'/3)? = x?/3. Assim, a imagem
da curva r(¢) coincide com o grifico da fun¢do y = x*/3. Além disso, calculando alguns pontos da

curva podemos observar o crescimento do parametro ¢. De fato,

t -2 -1 0 1 2
r(r) | (-8,4) | (-1,1) | (0,0) | (1,1) | (8,4)

Para tragar o grifico da funcdio y = x?/3, vocé pode usar os seus conhecimentos de Calculo I

(estudo da variacdo de funcdo). Assim,

18



1
Sejam r(¢) = (t,2sen(t),2cos(t)) eu(t) = (;, 2sen(t),2cos(t) | parat > 0. Usando as

propriedades de derivada, calcule:
d
—|r() -u(z)].
(@) dt[r() u(r)]

Solucao: Sabemos que a derivada do produto escalar é dada por

d du dr
E[r(t) cu()] =r(@) - =t -u(r).

Calculando as derivadas obtemos

dr du 1
7 = (1,2 cos(t), —2sen(t)); T = (_t_z’ 2 cos(t), —2sen(t)) .
Assim,
k) 2 = (@, 25en(r), 2c05(1) - [~=, 2 cos(r), ~2sen(n)
7 - @ sen(t), 2 cos 7 cos(t), —2sen
= —; + 4sen(t) cos(t) — 4 cos(t)sen(t)
S 1
= o
dr 1
I -u(®) = (1,2cos(t),—2sen(?)) - (;, 2sen(t),2005(t))
= % + 4sen(z) cos(t) — 4 cos(t)sen(t)
_ !
= -
Portanto,

d 1 1
—[r(?) -u(@)]=-——-+-=0.
FALORIEUIE S
(b) d [r(z) X u(r)]
dt '
Solucio: Sabemos que a derivada do produto vetorial € dada por

d du dr
E[r(t) xu(t)] =r(t) X i + 7 xu(t);
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Dai,

i j k
r(r) X du — t  2sen(t) 2 cos(?)
d
: —12 2cos(t) —2sen(t)
t
= —di+ (—2";’; 9. 2tsen(t)) i+ (2t cos(t) + 2set121(t)) k
i k
ar a@y = |1 2cost) —2sen(r)
d
! % 2sen(t) 2cos(?)
= i+ (—286?(” - ZCos(t)) j+ (2sen(t) - ZCOS(”) k.
Portanto,
%[r(t) xu()] = (_ZC‘;ZS @ s 2rsence) - 2D 5 05| i+
(2z cos(t) + 256;10 ) 4 2sen(r) — 2“’:0 )) k

Determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos casos,

explique. Se for falsa explique ou dé um contra-exemplo.

d
(a) Ser(t)-r(t) é constante entdo r - d—; =0.

Solucdo: Verdadeira. Como r(t) - r(¢) = ¢, derivando em relacdo a ¢ e fazendo o uso da

propriedade de derivada para produto escalar, obtemos

dr dr dr
el - 2r. — = . =0.
7 r(r) r 7 Oer 0 0

d dr
E(r- I') = r(t)E +
d y
(b) EHI'(I)H = [ @]

Solucao: Falso. Considere r(¢) = (cos(t), sen(t), 1). Entdo,

[IE@I] = yeos()? + sen(r) + 1 = V2; %[nrmn] = 0.
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(a)

(b)

(a)

Entretanto,

a@_ (—sen(?), cos(?),0); = \/(—sen(t))2 +cos(®)?2+0=1.

dt

d dr
L — —1.
o Lo o2

Qual a relagdo entre o vetor tangente unitdrio e a orientagdo da curva? Explique.

Solucdo: O sentido do vetor tangente unitdrio depende da orientag@o da curva ou a orientacao

da curva determina o sentido do vetor tangente unitario.

Determine o vetor tangente unitdrio a curva representada por
r(t) = e’ cos(t)i + e'j

no ponto ¢ = 0.
r'(0)
I (O]

r'(t) = (¢ cos(t)—e'sen(t))i+e'j:
IX' ()| = \/eZ’(cos(t) —sen(t))? + e,

Assim, r'(0) = (1, 1) e ||r/(0)|| = V2. Portanto, o vetor tangente unitdrio € dado por

Solucdo: Precisamos determinar o vetor T(0) = Notemos inicialmente que

T(0) = %(i+j).

Defina a fun¢do comprimento de arco de uma curva espacial. Calcule a sua derivada;

Solucao: Suponha que C seja uma curva dada pela fungdo vetorial
r(t) = fOi +g@) ]+ h()k, a <t <b,

com r’(¢) continua e C percorrida exatamente uma vez a medida que ¢ aumenta de a para b.

Definimos a fun¢ao comprimento de arco por

3 3 dx\? dy dz
s(t) = fllr (u)||du = f\/ du +(du) du

comx = f(t), y =g(t) e z = h(t). Pelo Teorema fundamental do Calculo tem-se

dt (f IIr(u)lldU)—llr(t)ll
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(b) Explique como podemos parametrizar uma curva com relacdo ao comprimento de arco. Dé

(a)

um exemplo.

Solucdo: Considere o Exemplo 2 dado na pagina 769 do livro texto: seja a hélice circular
r(t) = cos(¢)i + sen(?)j + tk.

Logo,

r'(t) = -—sen(t)i+ cos(?)j +Kk;

s’ (1)

[IX' ()] = \/sen(t)2 +cos()2 + 1 = V2;

s(t) f ||r’(u)||du:f V2du=V21.
0 0

S
Portanto, s = V2 t = t = —. A reparametrizacdo é dada por
2

r(t(s)) = cos (%) i+ sen (%)J + %k.

Faca o que se pede:

Determine o vetor tangente unitdrio T(r) e as equacgoes paramétricas da reta tangente a hélice

dada por r(¢#) = 2cos(¢)i+ 2sen(¢) j + ¢ k no ponto correspondente a t = %

Solucgao: Sabemos que o vetor tangente unitdrio € dado por:

> r'(1)
T(t) = T
[lx’ ()]
como,
r'(r) = —2sen(r)i + 2cos(?)j + k
I @)|| = \/4 sen(t)2 +4 cos(t)2 + 1 = V5,
segue que

’f‘(t) = %( —2sen(?)i + 2 cos(t)j + k).

Para determinar as equacdes paramétricas da reta tangente a hélice no ponto (xy,y1, z1) =

r (z), ou seja, na direcao do vetor (a, b, c) = T (%), precisamos calcular

() (3)
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Assim,

Il
—_—
I~
I~
NS
el

= (=V2,V2,1).
Portanto,

= x1+tat = V2-vV21

= yi+bt = V2+V271

= ZIEET = %+T

(b) Faga um esbogo da reta tangente a hélice do item (a);

Solucao:

(c) Calcule o comprimento de uma volta da hélice dada no item (a).

Solucao: Sabemos que o comprimento de arco em [a, b] € dado por

b
S=f |Ir’ ()] ]dt.

Para uma volta da hélice temos 0 < ¢ < 2 7, e logo,

2
s = vV5dt = 2xV5.

0
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Encontre todos os @ € R tais que os vetores u = 2ai —2j —k e v = 2ai + 3aj — 2k sdo

perpendiculares.

Solucdo: ulv & u-v = 0. Entdo, de u = 2a,-2,-1) e v = 2a,3a,-2), temos u - v =
4a’* —6a +2 =0. Assim, 2a° - 3a+1=0=

_ 3xV9-4.2-1
¢ = 1

B 3+1

T4

1
Logo,azlouazi.

Suponha que os dtomos de hidrogénio de uma molécula de metano (C Hy) estao localizados
em (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1) e (1,0, 1) enquanto o 4tomo de carbono estd localizado em (%, %, %).
Encontre o cosseno do angulo entre dois raios com vértice no &tomo de carbono e vértices nos &tomos
de hidrogénio.

Solugdo: Sejam O = (0,0,0), P = (0,1,1),Q = (1,0,1),R = (1,1,0) e C = (3,1, 1). Observe
que o tetaedro OPQR € regular, pois seus lados sdo todos diagonais de quadrados unitarios e,
portanto, medem V2. Verifique ainda que CP = CQ = CR. Entio, basta calcular o angulo entre
quaisquer dois destes trés vetores CﬁP, C@, CR. Seu=CPev = CQR, entao u = (—%, %, %) e
V= (%, %, —%). Assim,

u-v
cosd

el |- 1101

+

ENT

1
1

U).I — Nlﬁ D=
wfS

Qual a equagdo da esfera tal que um de seus didmetros tem como pontos extremos
A=(1,3,-2)e B=(-1,0,4)?

Solugdio: Considere os vetores OA = (1,3,-2) ¢ OB = (~1,0,4). O vetor OC = 2408 ¢ (q]

(1,3-2D+(=104) _ (n 3
= (0

que C é o ponto médio do segmemto AB. Portanto, C = L 5 1) € o centro da

esfera.
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5
. - |AB|| .
Se r é o raio da esfera, entdo r = — Assim,

_ VEI-1D2+4(0-32+@-(=2)

2
. V4+9+36
2
I
2

3 7
Logo, a equacido da esfera de centro C = (0, > 1) eraior = > é

2 2
x2+(y—%) +(z—1)2:(%) .

Trés vértices de um paralelogramo sao A = (1,3,2), B = (3,5,7) e C = (2,—-1,0).

Calcule a area do paralelogramo.

Solugdo: Sejam u = ABev = AC. Entdo, u = B3 -15-3,7-2) = (225 ev =
2-1,-1-3,0-2) = (1,-4,-2). A drea do paralelogramo formado por estes vetores € igual a

norma do produto vetorial entre eles. Assim,

i j k
uxXv = 2 2 5
1 -4 -2

= uxXv=-4+5j—-8k—-2k+20i+4j = (16,9, -10). Portanto, a drea do paralelogramo é
igual a

llu X v|| = V162 + 92 + 102 = V256 + 81 + 100 = V437

Suponha que u, v € R? sdo vetores de comprimento 2V2 e |[u — v|| = 2V2 (comprimento

ou norma de u# — v). Calcule a norma de u + v e o angulo entre u e v.

Solucao: Considere os vetores u, v € R". Sabemos que ||u|| = Vu -u. Logo, lul]?> = u - u.
Assim,
Nu+v|>=@+v) - u+v)=u-u+u-v+v-u+v-v=|ull>+2u-v+|| (1)
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Analogamente, tem-se que
2 2 2
o = vII® = ull” = 2u-v +[]vl| 2)

De (1) + (2) temos,
o+ vI? = 20l + 200l = e —vI[* =2 2V2)2 +2- 2V2)? - 2V2)2 =24.  (3)
Portanto, ||u + v|| = V24 = 26 . Por outro lado, de (1) — (2) temos
wev = 2+ vIR = ke =vIP) = (24 - @V2Y) = 4. @

Como

u-v
cos = ——
Hull - v

e llull - IVl = 2V2)* = 8
4
(2V2)2
1

>

cos

1 b4
Portanto, o angulo entre u e v € § = arccos (—) = 3

Encontre a equacao linear do plano que contém a circunferéncia de interse¢ao das esferas
X2+ +22=9ex?+y2+72-8y+10z+25=0.

Solucdo: Substituindo x? + y? + z? por 9 na segunda equacio, obtemos 9 — 8y + 10z +25 = 0 =
4y — 5z = 17 que € a equagao do plano de intersecao.
Justificativa: Todo ponto que dista 9 unidades da origem (ponto na esfera de raio 3) e satisfaz
a equacgdo deste plano satisfard a equacdo da outra esfera. Observe que na equagdo do plano a
varidvel x € livre. Isto se deve ao fato de os centros estarem contidos no plano yz, logo o plano da

R
circunferéncia de intersec¢ao serd paralelo ao eixo Ox.

Encontre a equacdo dareta s que passa pelo centro da esfera x>+ y>+z°—6x—4y+8z+4 = 0
e € paralela a reta r de equagdo r := (-2t —7,t + 4,3t — 8),t € R.

Soluciio: Completando quadrados na equacio da esfera, temos (x —3)% + (y—2)% + (z +4)? = 52.
Logo, seu centro € C = (3,2, —4). Reescrevendo a equacdo da reta r obtemos r := t(-2,1,3) +
(=7,4,-8),t € R. Como as retas sdo parelas, possuem o mesmo vetor diretor. Logo, a equacao de s
édadapors:=1(-2,1,3)+(3,2,-4) = (-2t +2,t + 2,3t — 4),t € R,
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Encontre o angulo entre os planos w e 7y, cujas equacdes sao dadas respectivamente por
2x+2y—-z=0ex+y-5z-3=0.

Solucdo: Das equagdes dos planos, deduzimos que um vetor perpendicularaw é v = (2,2, -1)
e, perpendicular a y, temos o vetor u = (1, 1, —5). Encontrando o angulo 6 entre estes dois vetores
podemos determinar o angulo « entre os planos. Assim,

w-v  242+5 9 3

9: - - = —0
oSO = Il = Ve ov3 3

Portanto, 6§ = arccos —.

As posicoes de duas particulas A e B sdo dadas respectivamente pelas curvas f e g onde:

r(t) = (\/1+t2,t)
22
s(t) = (4—§, Z+6)

Encontre os pontos nos quais as trajetdrias se intersectam e os valores de 7 para os quais as particulas
colidem.

Solucgao: As trajetdrias se intersectam nos pontos com coordenadas iguais. Assim, devemos ter:

2

X
1+2=4-" 5
+ g (5)

2
X
t=4/—+6 6
) (6)
Observe que a intersecdo das trajetdrias pode ocorrer sem ser ponto de colisdo. Também ¢ € sempre

nao negativo. De (6) temos,

\S]

= xz+6
2
1+ = xz+7
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e substituindo em (5)

4 8
x? 2t
= = 42-2.4.-— +—
i 8 " 64
x? x
- = 16— x2+
7] +7 6—x +64
x5,
0 = 6-4-1)6 +9
Assim, temos uma equacao biquadrada.
5 25 _ 4
) VAT i
i = ]
2.4
5 25-9
= I+ ==
: (4+ 16 )
5
= 32(-=1
i1
= 40+32

Assim, x2 = 72 ou x2 = 8.

O valor x? = 72 ndo satisfaz (5), pois o termo esquerdo €& positivo.

O valor x> = 8 substituido em (5) implica que V1 + 12 = 4 — % = 3, ou seja, > = 8 de onde
¢ = 2V2 (lembre que ¢ é ndo negativo). Logo os pontos de intersecio ocorrem em +x =t = 2V2. A
trajetoria de s intercepta a trajetéria de r no mesmo ponto duas vezes, mas a colisdo ocorre apenas
parat = x = 2V2. Sobre as trajetérias o ponto correspondente ¢ r (2\5) =5 (12\/5) = (3, 2\5)

e'—1

; ) quando ¢ — 0O*.

Encontre o limite da curva y(¢) = (\/f cos(?), Vrsen(z),

Soluc¢ao: O limite da curva existe se existirem os limites de cada uma das componentes y1, y2, ¥3 :

R* > R, onde y; (t) = Vi cos(1), y2(t) = Visen(t) e y3(t) = ett'l. Observe que vy € y> sdo continuas

emt = 0. Logo,
lim y1(1) = 71(0) = V0 cos(0) =0
t—0*

lim y2(1) = 72(0) = V05sin(0) = 0.
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Como a funcdo y3(t) = =l

nao € continua em ¢ = 0, e temos uma indetermina¢do do tipo (Q),
podemos aplicar a 1° regra de L’Hopital. Assim,

el —1 el —17
lim y3(7) = lim = Jim Vo fime =1,
t—0* =0t 1 t—0* [t) t—07*

Portanto,
li%l v(t) =(0,0,1).
t—0+

Calcule o comprimento da curva y(¢) = (cos3(¢), sen’ (1)) para t variando de 0 a 2.

Solugao: Sabemos que o comprimento C,;, de uma curva y definida em um intervalo [a, b] €
dado por C,p, = fab |y’ (t)|dt. Como,

y'(t) = (=3cos’(t)sin(r), 3 sin(r) cos(t))

temos
b
Cap = f ly'(t)|dt

2r
f \/(—3 cos2(t)sen(t))? + (3sen?(¢t) cos(t))%dt
0

2n
= 3f \/(cosz(t)senz(t)(senz(t)+cos(t)2)dt
0

2n
= 3 f | cos(t)sen(t)|dt
0

2r
2
_ 3f seni2)
0

2

3 2
= — f |sen(2t)|dt
2 Jo

3 % = iz 2
= E( f sen(2t)dt + f —sen(2t)dt + f sen(2t)dt + ﬁ —sen(2t)dt)
0 & T 7”

2

T

3 7
— - 4f sen(2t)dt
2 0

2

1
6 [—5 Cos(2t)]0
-3(-1-1)=6

Encontre os pontos onde a reta tangente a curva y(t) = (cos?(r),sen’(¢)) em t = n/4
intercepta os eixos x € y.
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Solugio: Seja r a reta tangente a curva y em t = 7. Primeiramente, vamos determinar uma

equacdo paramétrica de r, que terd como vetor diretor

) = (oo (5o (5) 0 (s (2)

Il
T e
&
| =
o]
w
M| —

) = (T’ \/TE) . Assim, a equacdo da reta r € dada por

4 T4 4 T2

3
Nk
R

<5

) ( V2 V2 3rV2 \5)
= (-3 25 24 22

Assim,

Encontre o angulo entre as curvas

y1(t) = (1, 2t,1%)

ya(s) = (5% 1 - 5,2 — 5%)

no ponto de intersecao das mesmas.

Solucio: O angulo entre duas curvas € o angulo formado pelos vetores tangentes a cada uma
destas curvas no ponto de intersecao.

Para que haja interse¢ao, devemos encontrar os valores de ¢ e s tais que y;(¢) = y2(s). Devemos

ter entao

er=ys
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e 2t=1-3s

¢ 2=2—s?

Da primeira e terceira equacio obtemos 1> = 2 — ¢ que tem como solugdo r = 1 et = —2. Parat = |
obtemos da segunda equacdo s = —1 que satisfaz o sistema. Para t = —2 obtemos s = 5 que nao
¢ uma solucdo do sistema. Logo temos um Unico ponto de intersecao yi(1) = (1,2,1) = ya(-1).
Sejam u =y (1) = (1,2,2-1) = (,2,2) ev = y)(-1) = (2- (-1),-1,-2- (-1)) = (-2,-1,2).
Tudo o que resta agora € calcular o angulo 6 entre u e v. Assim,

w-v  -2-2+4
el ] - [[v]] ER

cos(f) = 0.

Portanto, u e v sdo perpendiculares e 6 = 90°.

Encontre umacurvay : R — R? com v(0) = (5,0) tal que y(¢).y’(¢t) = Oparatodot € R.

Solucdo: Da geometria plana, sabemos que todo segmento tangente a uma circunferéncia é
perpendicular ao raio da mesma no ponto de tangéncia. Entdo, basta tomarmos um circulo centrado

na origem que passe pelo ponto (5, 0) para satisfazer as condigoes impostas. Assim,
v(t) = (5cos(t),Ssen(t))

Vte R.
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* Dominio e Imagem de uma funcdo de vérias varidveis;
* Curvas e Superficies de nivel;

* Grifico de uma fungdo de vdrias varidveis.

ContelGdos essenciais para a resoluedo dos
exercicios
* Geometria Analitica Espacial;

* Nocoes sobre dominio e imagem de uma funcao real;

* Construgdo de graficos de uma fungao real.
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» Nas seguintes questdes utiliza-se as intersecoes da funcdo
com o0s planos coordenados e as curvas de nivel para esbocar

o grafico de uma fun¢do de duas varidveis.
Esboco de gréficos
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000 Determine e faca um esbo¢o do dominio das seguintes
funcoes:

@ f(x,y)=In(x+y+1).

() f(x,y) =V4—x2-y2+ VI -x2.

2

e 000 O paraboléide hiperbélico dado por z = y? — x? é mostrado

na figura abaixo.

mEOMRo=MaLR G

DoL0L D000 5

coooo ocoooo
dbodooooooo
coooo ooooo
MEOmR RROEO

Esboce um mapa de contorno para esta superficie e faca uma

breve descri¢do deste mapa de contorno.

ee0o0 Faca o que se pede:

(a) Defina o grafico de uma func¢ao de duas varidveis.

(b) Esboce o grifico da funcio f(x,y) = x% + y2.

@000 Determine o dominio, a imagem e encontre as curvas de
nivel da fungao
Floy) = 02—
X,y) = .
’ x2 +y?
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eeeo0 Esboce as curvas de nivel e determine o gréfico da funcao

X+y
xXy) = —>=.
fooy) = —— )2
¢eco Determine e esboge as curvas de nivel da fung¢do
1

x5y =——7
fxy) =5~ =
e, a partir desta informagao, esboce o grafico da mesma.

0060 Determine as superficies de nivel da funcido w(x,y,z) =

2x% — y? — z? e esboce o grifico das superficies de nivel.
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Lembre-se da defini¢do logaritmo.
Faca a interseccdo do dominio de cada ra-
dical.

Iguale a funcdo a uma constante k e
analise parak # 0e k = 0.

Lembre-se que o grafico de uma fung¢ao
f(x,y) estd contido no R>. Utilize os mapas
de contorno.

Faca a mudancga de varidvel para coo-
denadas polares.

36

Faca f(x,y) = k, utilize completa-
mento de quadrados para obter uma equagao.

Analise o dominio da funcdo e utilize
os conceitos de curvas conicas pra encontrar

as curvas de nivel.

Analise os casosem que k < 0,k =0
e k > 0. Lembre-se dos conceitos de super-
ficies quadricas.



Determine e faca um esboco do dominio das seguintes fungdes:
(@) fCx,y) =In(x +y+ 1);

Solucao: Sabemos que a fungdo logaritmo estd definida apenas para valores positivos, dessa

forma, temos que ter, x + y + 1 > 0. Portanto,

Ds={(x,y) eR:x+y+1>0}.

A seguinte figura representa um esbogo de D :

(b) f(x,y) = 4 —x2—y2+ V1 — 22,

Solucao: Como a raiz quadrada estd definida apenas para nimeros nio negativos, facamos por
parte. Analisemos inicialmente o dominio de g(x, y) = v/4 — x2 — y2. Neste caso, temos que

4-x2—y?>00 x*+y* <4

Logo, D, = {(x,y) € R?; x% + y* < 4}. Assim, D, € aregido limitada por uma circunferéncia de

centro (0,0) e raio 2 (um disco de centro (0, 0) e raio 2), como mostra a seguinte figura:

any
N,

Analisemos agora h(x, y) = V1 — x2. Neste caso temos que

2

I-x*>0ex*<loe-1<x<I.
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Logo, Dj, = {(x,y) € R%;—1 < x < 1}. Assim, D), é a faixa limitada pelaretas x = —lex =1,
como mostra a seguinte figura:

Portanto Dy = Dg N Dy, = {(x,y) € R%x2+y2 <4dex?<1).

A seguinte figura representa um esbogo de D:

O parabol6ide hiperbélico dado por z = y* — x? é mostrado na figura abaixo. Esboce um
mapa de contorno para esta superficie. Faca uma breve descri¢do deste mapa de contorno.
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Solucdo: Descri¢ao do mapa de contorno

Para cada valor constante k tal que f(x,y) = y> — x> = k com k # 0, a curva de nivel é uma

hiperbdle com assintotas y = +x.

Para k£ < 0, o eixo transversal da hipérbole € horizontal e para k > 0 o eixo transversal da

hipérbole € vertical.

Para k = 0 temos uma conica degenerada e tem-se as assintotas y = +x.

S
)

Esboc¢o do mapa de contorno:

ZA

Faca o que se pede:

(a) Defina o grafico de uma fun¢do de duas varidveis.

Solucdo: Se f ¢ uma funcao de duas varidveis com dominio D, entdo o grafico de f € o conjunto
de todos os pontos (x, y,z) € R3 tal que z = f(x,y) e (x,y) pertenga a D, ou seja, o subconjunto do
espaco dado por

Gf=1{(xy2) €R’; 2= f(xy) com (x,y) € D).

(b) Esboce o grifico da funcdo f(x,y) = x> + y.

Solucdo: O dominio da funcdo f(x,y) = x> +y>é D r= R? e o grifico de f é o subconjunto do
espaco dado por
Gr=1{(x,y,2) € R3: 7 = x? +y2 com (x,y) € RZ}.

Para esbocarmos a superficie que representa Gy podemos reconhecer que z = x?+y*éa
equacao de um paraboldide eliptico com a = b = 1 ou fazer cortes em planos paralelos aos planos

coordenados.

Para planos paralelos ao plano zy temos x = k, com k # 0, ou seja, z = y* + k? (equagdes de

pardbolas);

Para planos paralelos ao plano zx temos y = k, com k # 0, ou seja, z = x> + k? (equacdes de

parabolas);
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Para planos paralelos ao plano xy temos z = k, k > 0, ou seja, x>+ y> = k? (equagdes de circulos
de centro (0, 0) e raio Vk se k £ 0; para k = 0 tem-se (0, 0)).

As figuras abaixo representam um esbogo de G:

25
20 —
15—

Determine o dominio, a imagem e encontre as curvas de nivel da funcao

Xy
x2 4+ y2’

flxy) =
Solucio:

* Dy (Dominio de f): Observe que f estd bem definida se x2 +y2 # 0, ou seja, se (x,y) # (0,0).

* Imy (Imagem de f): Da desigualdade (a média geométrica de dois nimeros positivos € menor

ou igual a média aritmética) obtemos VY(x, y) € R2, temos x2 + y2 > Ixz_yl Logo,

1 Xy 1
e
27 x2+y2 72

Portanto, Imy = [—%, %] .

* Curvas de Nivel: Vamos escrever a fungdo em coordenadas polares x = rcosf e y = rsenf.

Se k € Imy = [—%, %] a curva de nivel € dada por

Xy rcos6-rsenf 1
k = = = —sen(20).
x2+y? % 2° (29)

Assim a curva de nivel de cota k corresponde a reta pela origem

1
0= Earcsen(Zk).
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Veja alguns exemplos de valores para k:

Esboce as curvas de nivel e determine o gréfico da fungao

X+y
x2 +y2

fx,y) =

Solucdo: As curvas de nivel sdo dadas pelas interseccdes dos planos de equacdo z = k com a
superficie z = f(x, y). Assim, as equacoes de tais curvas sdo dadas por k = f(x,y). Se k = 0, entdao
f(x,y) =0, 0que implica y = —x. Se k # 0 temos,

ko = f;x;y)
ko= sziz
2y o= xzy
X +y —2-%-)6—2'%')7 =0

> ()

(%)

—_ /0

= =

| I
== Bl-
[\S) [\S)

+ +
e

2 A

| I
Rl= Rl=
~—— ~~————
[\ [\

| I
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Observe algumas curvas de nivel e gréifico da funcdo:

Grifico da funcado f(x, y):

Determine as curvas de nivel da fun¢do

1
fxy) = ryz

e, a partir desta inform¢ao, esboce o grafico da mesma.

Solug¢ao: Inicialmente, observe que Imy = R — {0}. Assim As curvas de nivel sdo dadas por
k = f(x,y),onde k # 0.
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Temos

k= f(xy)
1
s = 22
k-x*—k-y* =1
2 2
2 v
1 1
k k
Portanto, as curvas de nivel sdo hipérboles, centradas na origem, cujos comprimentos dos eixos
1
real 2a e imagindrio 2b se igualam a 2a = 2b =2 - 2

Observe algumas curvas de nivel e grafico da funcao:

E o gréfico seré:
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Determine as superficies de nivel da fun¢io w(x, y, z) = 2x% — y? — 7> e esboce o grifico

das superficies de nivel.

Solucdo: As equacdes das superficies de nivel sdo dadas por k = w(x,y,z). Se k = 0, entdo
w(x,y,z) =0, 0 que implica

y2 22
2x2—y2—z2:0:>x2:7+?.
Logo, se k = 0 a superficie de nivel € um cone com vértice na origem e eixo sobre o eixo x. Se k # 0
temos,
k = wx,y,2)
k = 2x*—y? - 72
* Y2
% kK k

Se k < 0, temos um hiperboléide de uma folha cujo eixo de simetria € o eixo x. Se k > 0, temos um
hiperboléide de duas folhas cujo eixo de simetria é também o eixo x.

Portanto, esbog¢ando as superficies de nivel, temos:
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Caleulo |l

Limite e continuidade

. /.
TS picos aBOrdados NOs exercicios
* Limite e continuidade de uma funcdo de vérias varidveis;
Tépicos 45

* Teoremas de limite de uma fun¢do de vdrias varidveis.

Métodos e Técnicas 46

Enunciados 41 Conteldos essenciais para resolucdo dos

exeraicios
Dicas 49

* Limite e continuidade de uma funcdo de uma varidvel;

Respostas 50 * Teoremas de limite de uma fun¢do de uma varidvel;
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* No exercicio a seguir, utiliza-se o Teorema do Confronto
Teorema do Confronto para mostrar a continuidade de uma fungio.

* Nos exercicios a seguir usa-se o limite da composta entre
Aplicagdo da Defini¢ao a fungio dada e duas curvas diferentes para mostrar a ndo

de Limite para fungoes existéncia dos limites considerados.

de varias variaveis
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eeoco Explique sua resposta para as seguintes perguntas:

(a) Se f(0,0) = 6, vocé pode concluir alguma coisa sobre

lim (x,y)?
(x,y)—>(0,0)f Y

(b) Se ( l)in%0 0 f(x,y) = 6, voc€ pode concluir alguma coisa
x,y)—(0,

sobre f(0,0)?

(c) Se ( l)in}o 0 f(x,y) = 6eafuncio f € continua em (0, 0),
x,y)— (U,

vocé pode concluir alguma coisa sobre f(0,0)?

2
®0 0O . . o g
Considere  lim veja figura abaixo).
(x.y)—=(0,0) x* + y? (veja fig )
(a) Determine (se possivel) o limite sobre qualquer reta da
formay =ax,a #0.
(b) Determine (se possivel) o limite sobre a pardbola y = x2.
(c) O limite existe? Explique.
ee0oO Discuta a continidade da seguinte fung¢do:
4 x2y?
2 e (xy) #(0,0),
fluy)=q ¥ 1Y
k se (x,y) =(0,0).
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eeco Usando as propriedades de limite e continuidade, calcule

os limites abaixo. Cite as propriedades usadas.

X
(@ lim —y.
(xy)=(L1) x2 + y2

(b) lim cos(xy).
(xy)—(5.2) Y ’

ecoo0 Verifique a existéncia do limite

2 2
x —
m —y
(x.y)—=(0,0) x2 + y2

ee0o0 Verifique a existéncia de

. sen(x? — y?)
lim e
(xy)—00)  x2 + y?

e calcule se o limite existir.

eoco0o0 A funcdo f : R? - R tal que f(x,y) = x%ycos(x® — 7y°)

€ continua? Justifique.
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Lembre-se da defini¢do de fungao con-
tinua em um ponto. Lembre que o limite
€ uma tendéncia e ndo necessariamente ex-
pressa o valor da fun¢io no ponto. Lembre-
se da definicdo de fun¢do continua em um

ponto.

Determine f(x,y) = f(x,ax) e uti-
lize as propriedades de limites. Determine

f(x,y) = f(x, x2) e utilize as propriedades
de limites. Verifique se os limites encontra-

dos em (a) e (b) sdo iguais ou diferentes.

Lembre-se que f(x,y) é continua em
(a,b) se lim = f(a,b) - definicdo de
(x,y)—=(a.b)

continuidade.

Faga f(x,y) = xy e g(x,y) = x* + )2
e utilize as propriedades de soma, produto
e quociente de limites. Faca f(x,y) = xy
e h(t) = cos(t) em cos(xy) para encontrar
o limite desta fungdo através do teorema de
continuidade de fun¢des compostas e das pro-
priedades de produto de limites. Em seguida,
utilize novamente as propriedades de produto
de limites na funcdo y cos(xy).
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Utilze duas curvas
parametrizadas(f(x, y) = vi(t) e

flx,y) =

tes e comparar os resultados encontrados

v2(t)), para cdlcular os limi-

para esses limites.

Utilize curvas parametrizadas para cél-
cular os limites e comparar os resultados en-

contrados para esses limites.

Atente para a composicdo de funcdes
continuas.



Explique sua resposta para as seguintes perguntas:

(a) Se f(0,0) = 6, vocé pode concluir alguma coisa sobre " hrrzo 0 f(x,y)?

Solucao: Nao, pois o valor de f no ponto (0,0) ndo tem influéncia na existéncia do limite

( 1)111}0 0 f(x,y). Pode acontecer deste limite ndo existir, como mostra o seguinte exemplo:
xX,y)—

X2 - y2
floy) =4 ¥+
6 se (x,y) =1(0,0).

se (x,y) #(0,0)

Observe que:

li ,0)=1im1 =1
lng 5.0 = lny

lim £(0,y) = lim -1 = —1
ylg(l)f( y) L

(b) Se ( l)ilrzo 0 f(x,y) = 6, vocé pode concluir alguma coisa sobre f(0,0)?
x,y)—(0,

Solucao: Nio, pois a existéncia do limite ( hn}0 0 f(x,y) = 6 ndo garante que f estd definida
xy)—
em (0, 0) com valor igual ao do limite. Por exemplo,

x+y+6 se (x,y)# (0,0)
fxy) =

10 se (x,y) =1(0,0).
Observe que:
lim X, Iim x+y+6=6,
(x,y)—(0,0) Fy) = (x,y)—(0,0) ’

mas f(0,0) = 10.

(c) Se ( l)in}O 0 f(x,y) = 6 eafuncdo f é continua em (0, 0), vocé pode concluir alguma coisa
X,y)— (U,
sobre f(0,0)?

Solucio: Sim, pois f é continuaem (0, 0) se ( l)in%o 0 f(x,y) = £(0,0)ecomo . hn%o 0 f(x,y) =
x,y)—(0,
6 temos que f(0,0) =6
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2

X
Considere  lim —~2 (veja figura abaixo).
(xy)—>(0,0) x* + y?

(a) Determine (se possivel) o limite sobre qualquer reta da forma y = a x, a # 0;
Solucdo: Vamos nos aproximar de (0, 0) ao longo da reta y = ax. Entdo

xzax ax3 a

x
= = Vx # 0.
x+ (ax)?  x*+a?x?2 X2+ a¥

fxy) = fx,ax) =

Fazendo g(x) =axe h(x) = x2 + a® temos que

2

lim g(x) = alim x = 0; lim A(x) = lirr(l)(xz +a*)=a*,coma#0

Usando a propriedade de limite do quociente obtemos

ax
lim f(x,ax) = lim —— =
x—0 x—0 x2 + (12

(b) Determine (se possivel) o limite sobre a pardbola y = x;

Solucao: Seja f como no item (a). Vamos nos aproximar de (0,0) ao longo da pardbola
y = x2. Entdo
2.2 4

X°x X 1
— =— VYx#0.
A2 22 2

flxy) = fxx%) =
Portanto,
i) = Img=s
(c) O limite existe? Explique.

Solucio: O limite ndo existe, pois ao longo dasretas y = @ x com a # 0 (caminho C}), a fun¢do

aproxima-se do nimero L; = 0 e ao longo da pardbola y = x> (caminho C;), aproxima-se do

1
numero L, = X Dai, L # L, (limites diferentes).
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Discuta a continidade da seguinte fung¢ao:
4 x%y?

fay) =1 ¥ +y°

k se (x,y) =(0,0).

se (x,y) # (0,0).

Solucdo: A fungdo f(x,y) € continua em (a, b) se %m% » f(x,y) = f(a,b). Isto implica
X,y)—(a,

(
que:

i) f estd definida em (a, b);

ii) existe lim (x,y);
(x,y)—(a,b) f J

jii lim v) = f(a,b
)(x,y)ﬁ(a,b)f(x y) = f(a,b)

4 a*p?

Observe que Dy = R2, pois f(a,b) = ——5 s (a,b) # (0,0) e f(0,0) = k, k € R. Logo, f
a

+ b?
estd definida em Y(a, b) € R?.

Agora vamos verificar se existe

. 4 x2y2
lim ﬁ
(xy)—0,0) x“ +y
2
Para isto, notemos que para todo x, y € R, temos que x> < x> + y2, e logo, —
xX“+y

(x,y) # (0,0). Portanto,

2

<1 se (x,y)#(00).
x2 + y?

Por outro lado, lim 4 y? = 0. Estes resultados implicam que
(x,y)—=(0,0)
2.2
X
im R 0.
(x.)—(00) xZ + y2
Dessa forma, analisemos os casos a seguir:

1. £k = 0. Neste caso, temos:
4xzy2 3 4 a?b?

Se (a, b) # (0,0) entdo (x’y%iir%mb) ERNE Iy, = f(a, b);
252
Se (a,b) = (0,0) entdo  lim =0=£(0,0).

(x.y)=(0,0) x2 + y2

Portanto, f € continua em R2,
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2. k # 0. Neste caso, temos:

= f(a, b);

4xzy2 4 ab?
Se (a,b) # (0,0) entao  lim =
(a.5) # (0.0) ()= (ab) x2 +y2 a2+ b2

2.2

- . 4x%y
Se (a, b) = (0,0) entdo (x,yl)ILI%O,O) m =0+ £(0,0).

Portanto, f € continua em RZ — {(0,0)}.

Usando as propriedades de limite e continuidade, calcule os limites abaixo. Cite as

propriedades usadas.
Xy
im ——.
(xy)=>(L1) x2 + y2
Solucdo: Sejam f(x,y) = xy e g(x,y) = x> + y>. Note que

(a)

lim x=1ce lim y=1.
(xy)—>(L1) (x,y)—>(1,1)

Usando as propriedades de limite do produto tem-se

lim xy= Ilim x lm y=1-1=1;
(xy)—(L1) @y)=>(LD " )= (1LD)

lim x*= lim x lim x=1-1=1;
(xy)—(L1) @y)=>(LD " (y)—(LD

lim y?>= lim lim y=1-1=1.

y
(x,y)—(L,1) (x)—=>@LD " (xy)—=(11)

Usando a propriedade de limite da soma obtemos

lim x*+y>= lim x>+ 2-1+1=2.

= lim y
(xy)—(L1) (xy)—(L,D) (xy)—(LD)

Observando que g(x,y) = ¥ +y2#0 para (x,y) # (0,0) e que

lim X, y) =2,
(x,y)—>(1,1)g( 2

podemos aplicar a propriedade do limite do quociente para obter

Xy I SOy 1

hm ﬁ = 1im = .
(xy)—=(LD) x% +y =) glx,y) 2

b lim cos(xy).

(b) L TP (xy)
Solucio: Sejam as fungdes f(x,y) = x y e h(t) = cos(z). Pela propriedade do limite do
produto tem-se

. . . T T
lim xy= lm x Ilm y=-—-2=_—.
(xy)—~(5.2) (xy)—=(%2)  (xy)—(32) 4 2

53



Como h(t) € continua em f (f’ 2) -z e f(x,y) = xy € continua em (%, 2), pelo

4

teorema da continuidade da composta temos que A(f(x,y)) = cos(x y) é continua em

T
R 2)5 j )
(4 ou s¢ja

: — 1 _ Tolh = (F) = cos &
lim cos(xy)= lim )h(f(x,y))_h(f(4,2))—h( )—cos2

(xy)—(3.2) (y)— (5.2

2

Finalmente, usando a propriedade de limite do produto obtemos

lim  ycos(xy) = lim lim  cos(xy)
()= (5.2) x—=(52) y»—=(5.2)
T
- 3. (—):0.
Ccos >

Verifique a existéncia do limite

w2 — yz
1m —_— .
(x)—(00) x2 + y?

= 0.

Soluciio: O limite existe se, dadas quaisquer curvas y1, ¥2 : R = R? comy (t9) = y2(t0) = (0,0),

tivermos
lim f(y1(2)) = lim f(y2(2)).
-t 1>ty

Assim, sejam y1 () = (£,0) e y2(¢) = (0,7). Temos

t2
li 1) =lim— =1
liin 7 Grae)) = i -

—12
li £)) = lim — = 1.
i £ G20 = lim =5

Portanto, o limite nao existe.

Verifique a existéncia de

_ sen(x?-y?)
lim ————~
()00  x2 + y2

e calcule se o limite existir.
Solucio: Sejam y;(7) = (¢,0) e y2(¢) = (0,7). Temos

. . sen(?)
1 ) =1 =1
lim /(y1(0)) = lim —> o u
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pois a mudanca de varidvel u = ¢> que resulta no limite fundamental nos diz que # — 0 quando

t — 0. Analogamente,

sen(—1?) P sen(—u) _ . —sen(u) _

. . sen(u)
iz £(r2(60) =l =5 m

—1.

u—0 u u—0 u u—0 u

Portanto, o limite nao existe
A funcdo f : R? - R tal que f(x,y) = x?ycos(x® — 7y°) é continua? Justifique.

Solucdo: Observe que as fungdes g, 4, j : R? - R tais que

glxy) = x =Ty

h(x,y)
jny) = x%y

5

cos(x)

sdo todas continuas. Como R = Im, C D), = R? e a composta de fungdes continuas é uma fungio
continua, temos h o g continua. Como o produto de fungoes continuas ¢ uma fun¢do continua,
f =7j-(hog)écontinua.
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Caleulo |l

Diferenciarilidade

TS picos aROrdados NOs exerdaicios.

L. * Derivadas parciais e sua interpretacao geométrica;
Tépicos 56 p pretagao g ’

Diferenciabilidade e diferencial;
Meétodos e Técnicas 57

Derivadas direcionais e Gradiente: Cdlculo e Interpretacdao

Enunciados 58 Geométrica;

* Regra da Cadeia e o Teorema da Funcao Implicita;
Dicas 68

* Derivadas de Ordem superior e o Teorema de Clairaut.
Respostas 72

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exercicios.

Geometria Analitica;

Derivada de uma funcdo de uma varidvel e regras basicas
de derivacgdo;

Regra da Cadeia para fun¢Oes de uma varidvel;

Limite de fun¢des de vdrias varidveis.
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* Nas questOes que seguem, faz-se uso direto da regra da

. cadeia para funcoes de mais de uma variavel.
Regra da Cadeia p ¢

* Nas questdes a seguir, aplica-se o teorema da fung¢ao impli-
cita para calcular derivadas ordindrias e parcias de fungdes

dadas implicitamente;

Teorema da Fungao

Implicita
* Nos seguintes exercicios, aplica-se o teorema da fungdo
implicita para determinar o coeficiente angular de uma reta
tangente a uma curva dada implicitamente.
* Nas questoes a seguir, aplicamos o Teorema de Clairaut
Teorema de Clairaut para discutir sobre a continuidade de derivadas parciais.
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® 0OO0O0

(a) Defina as derivadas parciais fy(x,y) e f,(x, y);

(b) Descreva um procedimento para calcularmos as derivadas
parciais fy(x,y) e fy(x,y) dafungdo z = f(x,y).

O 66 Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou fal-

sas. Em qualquer um dos casos, explique. Se a afirmacao for

falsa, explique ou dé um contra-exemplo.

0 0
(@) Sez=f(x,y)e g _ % entdo z = c(x + y);
ox dy

0 0
(b) Sez = f(x)g(y) entdo —(f + 2 = ) g +Hf(X) § ().
x dy

ecoo0 Calcule as derivadas parciais como indicado:

(a) Usando a defini¢do calcule fy(x,y) e f,(x,y) para
flay)=xy*=x7y;

(b) f(x,y) =sen(3x)cos(x* + y?) ; fr(x,y) € fy(x,y);

© f(8Y) = 525 i y) e fy(x )
x2+y

@) f(xy)=e &) fixy)e fy(xy).

ee0o0 Calcule as derivadas parciais e as derivadas parciais de

ordem superior como indicado:

(a) f(-x’y’z) = \/3x2+y2_2Z2 5 fx(X,y’Z)a fy(x’yaz) €

f2(x, ¥, 2);

(b) f(x’ Vs Z) = #}i‘z ;fx(-xa Y Z)7 fy(x, Y Z) efz(x’ Vs Z),

(C) f(x’ Vs Z) = exsen(yz) ; fxyz(x’ Y, Z)a

xZ . 83f . a3f .
+2z 0x20y  0z0ydx’

d flxy.2) =
y
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eeocoO Seja z = f(x,y) uma fun¢do com derivadas parciais no
ponto (xp,yo) € Dy. Responda as seguintes perguntas, lem-
brando que o gréfico da fun¢do g(x) = f(x, yo) € a intersecao do

plano y = yg com o grafico de f(x, y).

0
(a) Qual € ainterpretacdo geométrica de 6_f (x0, y0)? Explique
X
e desenhe;

2
(b) Para f(x,y) = —— — y2 + —, calcule a inclinagdo da reta

1 1
tangente ao gréafico de g no ponto (5 L, f (5 1))

0
(c) Interprete geometricamente a—f(xo, yo). Explique e dese-
y

nhe.
ecoo0 Considere a fungao
2 _ 2
DY) o () # (0,00
flxy) = Aty (7)
0 se (x,y) =(0,0).

(a) Calcule fr(x,y) e fy(x,y) para (x,y) # (0,0);

(b) Use a defini¢ao e calcule f,(0,0) e f,(0,0).

ee0o0 Considere a fun¢do dada em (7) e responda as seguintes

perguntas:
(a) Use a defini¢do e calcule f,,(0,0) e f,.(0,0);

(b) Usando o Teorema de Clairaut (veja pagina 817 do livro)
e oresultado do item (a), o que podemos concluir sobre f,

€ fyx?
eoco0o0 Sejam f(x,y) = e*sen(y) e (xg, yo) = (0, %)
(a) Mostre que f € diferencidvel em (xo, yo);

(b) Encontre a linearizagdo L(x, y) de f em (xq, yo). Compare
os valores de L(x, y) e f(x,y) no ponto (0.2,0.68).
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®0e 00

Considere a fun¢do f e o ponto (xg, yo) dados na questao

4.8.

(a) Encontre a equacdo do plano tangente a da reta normal ao
gréifico de f no ponto (xg, yo);

(b) Se (xg, yo) varia até o ponto (0.2,0.68), calcule o diferen-
cial dz e o acréscimo Az de f em (xg, yo). Compare os

resultados obtidos;

(c) Descreva a diferenca entre dz e de Az para uma funcgdo

f(x,y) qualquer.

Justifique suas respostas para as seguintes perguntas:

(a) Disseram-lhe que existe uma funcao f(x, y) com derivadas

0
parciais a(x, y)e %

¢ diferencidvel em (xq, yp). Vocé€ deve acreditar nisso?

(x, y) descontinuas em (xg, o), que

(b) Toda fun¢do descontinua nao € diferencidvel?

(c) Existe um plano tangente ao grafico da funcao

2

e iy (x,y) # (0,0);
X,y) =

0 se (x,y) =(0,0).
no ponto (0,0,0)?

(d) Para algumas superficies, a reta normal em quaisquer de
seus pontos passa por um mesmo objeto geométrico. Qual

€ o0 objeto comum para a esfera?

(a) Sejaz = f(x,y) comx = x(t) e y = y(t). Enuncie a regra

da cadeia para calcular d_j Aplique a regra na funcao
z=1In (X), com x = cos(t) e y = sen(z).
X

(b) Sejaz = f(x,y) com x = x(s,t) e y = y(s,¢). Enuncie a
0z
ot

funcdo z =sen(2x +3y),comx =s+tey=s—t.

regra da cadeia para calcular e &8 Aplique a regra na
s
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(a) Descreva a diferenca entre a forma explicita e a forma im-
plicita de uma fun¢do de duas varidveis x e y. D& um

exemplo em cada caso;

(b) Se F(x,y) = 0, enuncie a regra da cadeia para calcular

implicitamente d_z Se F(x,y,z) = 0, enuncie a regra

. o 0z 0z _,
da cadeia para calcular implicitamente Ix e F Dé um
X Yy
exemplo em cada caso.
ee0oO Usando a regra da cadeia apropriada, calcule as seguintes
derivadas:

d
(a) st para z=1In (X), x =cos(t) e y = sen(t);
dt X
d2 2
(b) ﬁ para z:%,x:tzey:t+l;
0 0
(c) a—f e 8—2 para 7 = /25 -5x2-5y2, x = rcos(f) e
y = rsen(6);
0 0
(d) v did para w = xcos(yz),x =2,y =t*ez = s—2t.
os Ot
eeeo0 Diferenciando implicitamente, calcule as seguintes deri-
vadas:
dy
(a) I para cos(x) +tg(xy) +5=0;
X

0z 0
(b) gc e o< para xIn(y) + 22+ 22 =8.
ox 0y
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®ee0 Sejam f(x,y) = x*> + y? e it = cos(0)i + sen(0)j

(a) Usando a defini¢do, calcule a derivada direcional

D, f (x0, yo) de f em (x¢, yo) na dire¢do do vetor .

(b) Considere g(h) = f(xo + hcos(8), yo + hsen(8)). Verifi-
0 0
que que g'(h) = 6_§(x0, o) cos(6) + %(m yo)sen(6) e
g’(0) = D, f(x0, yo). Conclua que

0 0
D, f (x0, y0) = %(Xo, yo) cos(6) + 0—§(X0, yo)sen(6).

ccee Faca o que se pede:

(a) Defina o vetor gradiente da funcdo z = f(x, y) e enuncie

suas propriedades;

(b) Descreva a relagdo entre o vetor gradiente e as curvas de

nivel da funcdo z = f(x, y).

ecoo0 Calcule a derivada direcional das seguintes fun¢des, no
ponto P na direcdo do vetor v:

(@) f(x,y) =+x2+y2, P=(3,4) e v =3i-4j;
(b) f(x,y)=e @) P=(0,0)ev=i+];
(©) f(x,y)=cosx>+y*, P=(l,1)ev=i;
(d) f(x,y)=Inx*>—y, P=(23)ev=j.

eeo©° Considere a fun¢io f(x,y) = 9 — x2 — y2.

(a) Calcule D, f(x,y) comu = cos(6)i+sen(f) jpara8 = g;
(b) Calcule Vf(1,2) e ||V f(L,2)]l;

(c) Ache um vetor unitdrio u ortogonal a Vf(1,2) e calcule
D, f(1,2);

(d) Discuta o significado geométrico do resultado do item (c).
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eeeo0 Seja f(x,y) = ye* + x In(z). Mostre que:

(a) o'f = 62f'
Y e e

PE PE PE
o B B &

0z20x  0z0x0z  0x0z2

eeeo0 Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou
falsas. Em qualquer um dos caso, explique. Se for falsa explique

ou dé um contra-exemplo.

(a) Se f(x,y) tem um médximo local no ponto (a, b) e as deri-
vadas parciais de 14 ordem existem entdo o plano tangente

a superficie z = f(x, y) no ponto (a, b) € horizintal;

(b) Todos os pontos criticos de uma funcdo f(x, y) sdo maxi-

mos locais ou minimos locais de f(x, y).

(c) Se Vf(a,b) = (0,0) entdo o ponto (a, b) € ponto critico da
funcdo f(x,y).

(d) Seja f(x,y) = v/x2+y2. O ponto (a,b) = (0,0) ndo é

ponto critico da func¢ao f.

ecoo Para as fungdes abaixo, calcule todas as derivadas de 2¢

ordem:

(@) f(x,y) =+/x2+y%
(b) f(x,y) =In(x—y);
© flx,y)=2xe’=3ye™;
(d f(x,y) =sen(x —2y).
Loee Para as fun¢des abaixo, mostre que as derivadas mistas

o f >f . >f
dy20x’ 8ydxdy ~ 0x0y?

sdo iguais.

(@ f(x,y,2) =e *sen(yz);

2z
xX+y

®) flxy) =
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eeeo0 Mostre que a funcdo dada satisfaz a equacao diferencial
indicada.

0’z 9%z
a) Equacao de Laplace: — + — =0;
(a) Equag p a2 " 5y

funcdo: z = e sen(y)

9%z 9%z
b) Equacao daonda: — = cz—; c #0;
(b) Equac 572 a2
funcao: z =sen(w ct)sen(w x).
dz  ,0°z
c) Equacaodo calor: — =c"—; ¢ #0;
e a=em(]
funcdo: z=e"cos|(—|.
c
e 00
(a) Defina cada um dos seguintes conceitos para uma funcao
de duas varidveis:
(i) Maximo relativo e minimo relativo;
(ii) Ponto critico e ponto de sela.
(b) Enuncie o teste das derivadas parciais de 2 ordem para
extremos relativos e pontos de sela.
*c00 Encontre os extremos relativos das seguintes fungdes:
(@ f(x,y)=-x+4xy-2y*+1;
(b) f(x,y) = x*y*.
@000 Calcule as derivadas parciais da funcdo f(x,y) =
esen(x? — yz).
@000 Determine se as derivadas de segunda ordem fyy € f), da

fungdo f(x,y) = xy3sen(x? — 3y°) sdo continuas e verifique o
teorema de Clairaut para a mesma.
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Encontre a equacao do plano tangente ao grafico da funcao
f :R?> > Rtal que f(x,y) = 3x> — 8y? no ponto (5, 7).

Determine uma aproximacdo linear para a funcdo

2x+y
V) = —= to (=3,-5).
f5) = 57 1o ponto (=3, =5)

Dada a funcio f : R?> — R tal que f(x,y) =
af

0
x2y cos(xyrn), calcule a—f(—2, 1)e 8_(_2’ 1) e interprete estes
X y

nuimeros como inclinagdes.

Dada a fungdo f(x,y) = e’ (x3 — 2x2y + y — 1), estude
0
o sinal da fun¢do g : R — R tal que g(x) = —f(x, 1), e a partir
X
destas informagdes, esboce a intersecao do gréfico de f com o

plano y = —1.

Dada a funcao f(x,y) = e¢*Y cos(2x — y), usando a regra

da cadeia, determine:

() aa—];, se x(t) =32 —ley(t) =2t + 1.

(b) (;_f, se x(s,1) =22 + 3 e y(s, 1) = 3st + 1.
s

Em cada um dos itens anteriores, substitua as fungdes x
e y, obtenha g(7) = f(x(1),y(®)) € h(s,1) = f(x(s,1),y(s,1)), €

8
Icule — e —.
cacuedteas

Comparando com os resultados obtidos no problema 4.32, o que

vocé pode notar?

Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem
82

-veyu,v) = 3uv?, determine —=.
ou?

continuas, e x(u, v) = 2u?

Dada a fungio F(x,y,z) = 10x% — 3y? + 4z%, determine
as equacoes do plano tangente a superficie de nivel F'(x, y, z) = 2
no ponto (—1,2, —1) e a equagdo da reta normal a esta superficie

no mesmo ponto.
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Mostre que a fungdo f(x, y) = tg(xy) é diferencidvel:

Determine o conjunto dos pontos em que a fungao

3
flx,y) = XZXi} 12 se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) =(0,0)

¢ diferenciavel.
Mostre que a equagio
3x2y +sen(2y) = x

define implicitamente pela menos uma fun¢do y = y(x) com

y(0) = 0. Expresse d—y em termos de x e y.
X

Mostre que a equagao
eI 6xyz =1

define implicitamente pela menos uma funcdo z = z(x,y) com

0 0
2(0,0) = 0. Expresse gz e gz em termos de x, y e z.
ox 0y

[V

Determine as equagOes das retas que sejam tangentes

elipse 2x? + y? = 3 e paralelas areta 2x + y = 7.

oo/

Determine as equagdes das retas que sejam tangentes

curva x* + xy + y> = 7 e paralelas a reta 4x + 5y = 13.

(a) Escreva uma expressao definindo a derivada direcional de

f em (xg, yo) na dire¢ao do vetor unitdrio u = (a, b)

(b) Como interpretd-la como taxa de variacdo?  Como

interpreta-la geometricamente?

(c) Seja f(x,y) = 7 yz. Usando a definicdo, calcule a

derivada direcional de f no ponto (1,1) e na direcdo do

(%
vetor U = |——

2 V2
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o000
(a) Expresse D, f em termos de V f
(b) Explique o significado geométrico do gradiente.

(c) Considere f(x,y) = x2+ xy. Calcule a derivada direcional

de f no ponto (1,2) e na direcao do vetor i = (3,4).
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Lembre-se da defini¢do de derivadas
parciais. Lembre-se, também, que para se de-
rivar com relacdo a x, considerey constante.
O procedimento € andlogo para se derivar
com relagcdo a y, ou seja, considere X cons-
tante.

Verifique a afirmativa para f(x,y) =
e**Y e lembre-se da regra para calcular as
derivadas parciais de f(x, y).

Lembre-se que

f(x"‘h’y)—f(x’)’)
h

fx(x,y) = }11152)
e que
(a+b) =a+3d°b+3ab> + b

Lembre-se de utilizar as regras de derivagao,
atencdo para a regra da cadeia.

m Derive parcialmente utilizando a regra

da cadeia e regra do quociente.

W Note que 2/ (gg’y()) = dgé;“]), ou seja, a
derivada parcial de f no ponto (xg, yo) com

relacdo a x, nada mais € do que a inclinagao
da reta tangente a curva g, que € intersec¢ao
do plano yy com o grafico de f, no ponto x.

Perceba que a inclinag@o da reta tangente ao

gréfico de g no ponto é dado por a—f(xo, Y0)
X

e lembre-se da interpretacdo geométrica para

a derivada nas fun¢des de uma varidvel.
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m Utilize aregra do quociente e lembre-se
da definicdo de derivada.

Lembre-se que fy,(x,y) = ;—x (g-ij) .

Observe que

af f(x+h,}’)_f(x,)’)

5 :}1111}}) h :fy(x,y),
logo,

i % th fy(x"'h,)’)_fy(?@y).
ox \dy h—0 h

Semelhantemente para f,(x, y), temos

fx(x,y"'h)—fx(x,)’)
h .

fxy(xa y) = },ll,l(l)

Observe a continuidade das derivadas mistas
no ponto.

m Utilize o critério de diferenciabilidade:
se as derivadas parciais de uma funcao exis-
tem e sdo continuas num ponto, entdo a fun-
cdo ¢é diferencidvel neste ponto. Lembre-se
que L(x,y) = f(x0, ¥0)+5E (xo, yo) (x—x0)+
£ (x0, 50) (3 = o).

m Utilize as equagdes que calculam o
plano tangente e calculam a reta normal de

f(x,y) em um ponto (xo, Yo).
equacoes que expressam o cdlculo de Az ,

Utilize as

dzede z = f(x,y). Perceba a diferenca en-
tre a variacdo da linearizacdo e a variagcao da

funcao.



Voce pode utilizar o seguinte teorema:
Sejam f : A C RZ 5> Re (x0,¥0) € A. Se
g—fz e g—]; existem e sao continuas em (xq, yo),
entdo f € diferencidvel em (xo, yp). Utilize a
contrapositiva deste teorema para a sua res-
posta. Use a contrapositiva do seguinte re-
sultado: toda fun¢do diferencidvel é conti-
nua. Verifique se f € diferencidvel em (0, 0)
pela defini¢do, pois esta é uma hipdtese para
a existéncia do plano tangente em (0,0, 0).
Considere uma esfera de centro (a, 5,y) €
raio r; além disso, considere (xg, yo, zo) um
ponto dessa esfera (z > 0). Encontre a equa-
cdo da reta normal que passa por este ponto
genérico, conclua que T = zo—z e dai conclua
que o ponto em comum (x,y,z) € o centro

(a, B,7) da esfera.

Lembre-se da regra da cadeia caso 1
e caso 2.

Na forma explicita temos z = f(x, y),
jé na forma implicita temos F'(x,y) = 0. Dé
a sua resposta com maiores detalhes. Ja para
a segunda alternativa utilize o caso 1 daregra
da cadeia para ambos os lados da igualdade.

Para aresolugdo da alternativas utilize
a regra da cadeia, levando em consideragao

os seus "casos". Na letra b, utilize a regra da
. dz d’z
cadeia para calcular —. Para calcular —,
dt dr?

dz
basta derivar I em relagdo a z.

Use o teorema da fung¢ao implicita.

Use a defini¢do de derivada direcio-
nal. Na outra alternativa utilize a regra da
cadeia para calcular g (%) e use a definicdo

de derivada para encontrar g (0).
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Use a definicdo de vetor gradiente.
Faca uma andlise geométrica do vetor gradi-

ente.

A derivada direcional de uma fun¢do
diferencidvel f na direcdo do vetor unitario u

no ponto (x, y) é dado por

Dyf(x,y) =Vf(x,y) u.

Verifique, em cada item, se o vetor v dado é
unitario, se for, faca u = v, caso ndo seja uni-
2.5 . v
tario, considere u = —

[Ivl]’
titua o ponto P = (x¢, yo) dadoem Dy, f (x, y).

Em seguida, subs-

Utilize a definicdo de deri-
Utilize Vf(xo,y9) =
fx(xo, yo)i + fy(x0,¥0)j € IV f(x0, yo))ll

V0, 30)% + (fy(x0, y0))%. Lembre-se
que o produto escalar entre dois vetores orto-

vada direcional.

gonais € nulo. Faga o produto escalar entre
V£(1,2) e o vetor unitario u = (a, b).

Em cada item, calcule cada uma das
derivadas superiores membro a membro e ve-

rifique aigualdade comparando os resultados.

As derivadas parciais, caso existam,
sao nulas em um ponto de maximo local.
Substitua este resultado na equagao do plano
tangente. No seu raciocinio, considere o teste
da segunda derivada. No seu raciocinio, con-
sidere a defini¢do de ponto critico. Considere
a definicdo de ponto critico e verifique se as

derivadas parciais existem no ponto dado.

Em cada item, calcule as derivadas
parciais de primeira ordem e a partir delas cal-
cule as derivadas parciais de segunda ordem.

Tenha atencdo com as regras de derivacao.



Atengdo com a notagao utilizada. Por
3

exemplo, indica que vocé deve deri-

dy2dx
var f primeiro em relacdo a x, depois em
relacdo a y mais duas vezes. Identifique esta
ordem lendo o denominador da direita para a
esquerda. Verifique a igualdade comparando

os resultados obtidos.

Em cada item, aparecem derivadas
parciais de até segunda ordem. Calcule estas
derivadas parciais e susbstitua nas equagoes
para verifica-las.

Estes conceitos, encontardos em li-
vros de calculo diferencial, utilizam as deri-

vadas parciais de primeira e segunda ordem.

Em cada item, obtenho os pontos
criticos calculando as derivadas parciais e
igualando-as a zero. Resolva o sistema de
equacoes. Finalmente, classifique estes pon-
tos criticos utilizando o teste da segunda de-

rivada.

Ao calcular a derivada parcial de z
em relacdo a x, considere y constante e vice-

versa.

Ao calcular a derivada parcial ce z em

relagcdo a x, considere y constante e voc-versa.

Utilize a férmula para o calculo do
plano tangente.

Use a equacgdo do plano tangente.

Geometricamente, as derivadas par-
cias, calculadad num ponto (xg, yg), sdo coe-
ficientes angulaes de retas tangentes, parale-

las aos eixos x € y.
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Encontre os intervalos nos quais a fun-
¢do0 g(x) tem imagem negativa e os intervalos
onde a funcdo tem imagem positiva e os va-

lores de x tais que g(x) =0
Utilize a equagdo da regra da cadeia.

Derive h em relacdo a s e analise a
equivaléncia de resultados com a questao an-
terior.

Utilize a equagdo da regra da cadeia.

Use a equagdo do plano tangente a
superficie de nivel.

Verifique a continuidade de suas de-
rivadas parciais de primeira ordem.

Verifique a continuidade das deriva-
das parciais em R?.

Utilize o teorema da funcao implicita.

Verifique a continuidade das deriva-
das parciais e utilize o teorema da fungdo

implicita.

m Use a equacdo da reta s na forma pa-
ramétrica e lembre-se que vetores perpendi-

culares tem produto interno igual a zero.

Esta questdo pode ser resolvida com
o mesmo metodo do exercicio anterior. Se
for oportuno, tente de outra forma. Utilize o
teorema da funcdo implicita.



Considere z = f(x, y) uma superficie Note que V f(xo,yo,z0) € ortogo-
e v um vetor diretor de um plano que passa  nal ao plano tangente a superficie no ponto

pelo ponto P(xg, yo, zo) da superficie. P(x0, yo, 20)-
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(a) Defina as derivadas parciais fy(x,y) e fy(x,y);

Solugao: Seja f(x,y). Entdo as derivadas parciais f(x,y) e fy(x, y) sdo definidas por
li L&+ Y) = (% y)

fx(xy) = o0 A
_ 18 f(-x’y_'—h)_f(x’y)
fy(x,y) - }lll—r}%) h .

(b) Descreva um procedimento para calcularmos as derivadas parciais f(x, y) e fy(x, y) dafungdo
z=f(xy).
Solucao: Seja z = f(x,y). Para calcularmos f,(x, y) devemos tratar y como uma constante

e derivar f(x,y) em relacdo a x. Analogamente, para calcularmos f,(x, y) devemos tratar x

como uma constante e derivar f(x, y) em relagdo a y.

Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos casos,

explique. Se a afirmacao for falsa, explique ou dé um contra-exemplo.

0 0
(@) Sez=f(x,y)e oL _ % entdo z = c(x + y);
ox 0y
~ : 0z 0z
Solucao: Falso, pois para f(x, y) = ¢ temos que Fialr Y,
X Yy

0 0
(b) Se z = f(x) g(y) entdo a—z + 2 g + f() O
x 0Oy

0 0
Solugio: Verdadeiro, pois £ = f'(x)g(y) e 6—§ = f(x)g’(y), e logo,

0 0
6_2 + 222 g0 + £ ).
x 0Oy

Calcule as derivadas parciais como indicado:

(a) Usando a defini¢do calcule f,(x,y) e f,(x,y) para f(x,y) = xy? — x3y.

Solucao: Pela definicdo de derivada parcial temos que

hy) = f(x, . Ly +h) — fx,
fx(x’y):}llii%f(x"' y})l f(x,y) efy(x,y):}lll_r)r(l)f(xy-'-})l f(x,y)
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dessa forma,

lim f(x'*‘h’Y)_f(x»)’)

fx(xy) = i A
~ (x+h)y2—(x+h)3y—xy* +x3y
>0 h
_ xy? + hy? — x3y = 3x%hy — 3xh%y — b3y — xy? + X3y
B h—0 h
I h(y2 - 3x2y — 3xhy - hz)’) o 2 2 2
= }lll_I)I(l) ; —/111_I>I(1)y —3x“y —=3xhy — h”y
= (" =3x%y) + lim(=3xhy - h%y)
=y’ = 3%y

y 4 =

h—0 h

 x(y+ =X+ h) - xy? + 53y
= lim
h—0 h

3 hmxy2+2xyh+xh2—x3y—x3h—xy2+x3y
a h—0 h

43
_ limh(2xy+)ch x7)

= lim 2xy + xh — x°
h—0 h h—0 Y

= (2xy —x%) + lim xh
2xy —x7) hli%x

= 2)cy—x3
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(b) f(x,y) = sen(3x) cos(x* + y*) 5 fr(x,y) € fy(x,¥);

Solucao: Neste item usaremos a regra do produto e a regra da cadeia para fungdes de uma

variavel

fx(xay)

i(sen(sx)) cos(x? + y%) + sen(3x)i(cos(x2 +3%)
dx dx

= cos(3x)dii(3x) cos(x2 +y ) sen(3x)sen(x +y ) (x +y )

= 3cos(3x) cos(x2 + yz) - 2xsen(3x)sen(x2 + yz);

d
fy(x,y) = sen(3x) (d—y(cos(x2 +y%)
= sen(3x)( — sen(x2 + yz)di;(x2 + yz))
= —2ysen(3x)sen(x2 + yz)

(© flxy) = 212 s fr(xy) e fy(x,y);

Solucao: Neste item usaremos a regra do quociente para fun¢des de uma varidvel

fx(x,y) y(x? +y?) - xy(2x) _ y3 = x%y

x5y ()C2 + y2)2 - ()C2 n y2)2
Ay = XD -0y X
o (x2 +y%)? (x2 + y2)2

d) fOry)=e D0 fny) e fy(x ).

Solucio: Neste item usaremos a regra da cadeia para fungdes de uma varidvel

_2x e_(x2+y2)

filny) = @ L 22
dx

_2y e_(x2+y2)

_(“” ( (> +y%)

fy(x»)’)

74



Calcule as derivadas parciais e as derivadas parciais de ordem superior como indicado:

(a) f(x’ y7 Z) = \/3)‘:2 + y2 - 2Z2 > fx(-xa y’ Z), fy(x’ y? Z) efz(x’ y’ Z)a

Solucdo: Neste item em cada derivada parcial usaremos a regra da cadeia para funcdes de
uma varidvel

1 3x
fr(x,y,2) = —(3x +y? =278 =
24/3x2 + y2 — 272 dx B3xZ2+y2 =272
1 d
fy(x’yaz) = —(3X +y 212) = Y
24/3x2 + y2 —272dy V32 +y2 =272
fZ(xayaZ) _(3x +y _ZZ ) =

24/3x2 + y2 =272 dz 3x2+y2 =272

@)ﬂ%%w=—4Q—EJML%@JN%%@eﬂUJJx

X+y+

Solucdo: Neste item em cada derivada parcial usaremos a regra do quociente para funcdes de
uma varidvel

Fapg = YErYFD-xy _ yieyz
e (x+y+2)? (x +y+2)?
oy = x(x+y+z)—xy _ x% + xz
A (x +y+2)>? (x+y+2)?
Ly = O(x+y+2z2)—xy e
A (x+y+2)? (x+y+2)?

0° o
©) J(53,2) = 7sen2) s foe = ﬁza){;x 9z (8)’ (aﬁ))

Solucao: Neste item usaremos a regra da cadeia e do produto para funcdes de uma varidvel

= e*sen(yz)

Ox
o (0f . d .

8_ (8_) = e" cos(yz) dy (yz) = ze* cos(yz)
1)

0z

(_ (af)) = ¢* cos(yz) — ze"sen(yz)d%(ﬂ) = " cos(yz) — yze*sen(yz)

oy \0x
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x2 . 33f (93]0

d b b = b ;
@ fx52) y+2z 0x20y © 0z0y0x

Solucdo: Neste item usaremos a derivada da fun¢ao polinomial e a regra do quociente para fun-

0° o ( 0° o (a (0
¢oes de uma varidvel. Determinemos inicialmente i ( / ) (— (—f))

ax2dy _ 0x \dxdy| ~ 9x \dx \ay
of _ _—x*
dy B (y + 2z7)?
O (o) o8 (=2 ) _ 2
ax\dy) ax\(y+22)?)  (y+22)?
A (Pf\_ 2
Ax \0xdy| (v +22)2
Calculemos an —i 82f —i i a—f
dzdydx 0z \dydx) dz \ay\ax))
(9_f B 2x
dx  y+2z
Pf 0 (of) |
dydx  dy \ox| — (y+2z)?
O (Pf\_ _Ff  =(=20)Q0» +22)(Q2)
9z \dyox| 0z0yox (y +22)4
8x(y+2z) 8x

(y+22)*  (y+22)3

Seja z = f(x,y) uma fung¢do com derivadas parciais no ponto (xo, yo) € Dr. Responda
as seguintes perguntas, lembrando que o gréfico da funcdo g(x) = f(x, yp) € a intersecao do plano

y = yo com o grafico de f(x, y).
.. ~ o of .
(a) Qual € a interpretacdo geométrica de B_(XO’ vo)? Explique e desenhe;
X

0
Solucao: 6—f(xo, yo) € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de g (curva C) no
X
ponto (xo, yo, f (X0, ¥0))-
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J J ’
b

-————,a’l )
(o, o)
2 fa% ’,/
0
Observe que —f(xo, Yo) = tga.
0x
xr 5, 25
(b) Para f(x,y) = 5 =Y + —, calcule a inclinagdo da reta tangente ao grifico de g no ponto

1 1
- Lfl=1]]
/)
~ T . 1 1
Solucdo: A inclinag@o da reta tangente ao gréafico de g no ponto (xo, Yo, 20) = (E’ L f (5, 1))
€ dada por

of ) of (1 \ 1
%(xo,yo)— X0=>ax (2,1)— .

0
(c) Interprete geometricamente a—f(xo, vo). Explique e desenhe.
y

Solucao: A intersecdo da superficie z = f(x,y) com o plano x = xo € o gréfico da funcao

h(y) = f(x0,y). Logo, h'(yg) = (9_(x0’ yo) € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico
y

de 4 (curva C) no ponto (xg, yo, £ (X0, ¥0))-

z

T
i
1
1
1
1
! -
T F
i o
- &l _______ __
2 ('Jf[J: '."}[J)

0
Observe que %(xo, yo) = tga.
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Considere a funcao

2 2
YY) e () # (0,0);
flnyy={ X+ )

0 se (x,y) =1(0,0).

(a) Calcule fr(x,y) e fy(x,y) para (x,y) # (0,0);

5D
Solu¢ao: Como (x, y) # (0,0), temos que f(x,y) = M, assim
x2 +y2
O oy = CEZP=PNe @ i) =y =) I
ax (x2 + y?)?
_ Bxy -yt + Baly - y7)y? - 22y — 2y°)x?
(xz + y2)2
_ FGx%y -y - 22y +2y%) + Bx%y - y)y?
(XZ + y2)2
_ @y )+ Gy -y xty+ %y’ +3x%y0 -y
(x? + y2)? (x? +y2)?
_ x4y + 4x2y3 _ yS _ y(x4 + 4x2y2 _ y4)
- (x2 + yz)z - (x2 + yz)z
O vy = (¥ =3xy%) - (& +¥%) - (*°y — xy?) - 2y
ay "’ (x2 + y2)?

TAGE = By oh (67 = Sy — (e = s
(x2 + y2)2

2203 = 3xy2) + y2(=x3 — xy?) B x5 = 3x3y2 — 1392 _ xy?

(x2 + y2)2 - (x2 + y2)2

o = 4p3y2 = eyt B xt = dx2y2 =y
(2+y2)2 (242
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(b) Use a defini¢ao e calcule f,(0,0) e f,(0,0).

Solucdo: Da definicdo de derivada parcial temos

f(O+h,0) - £(0,0) e £,(0,0) :}Zig(l)f(O,O+h)—f(0,0)

#:{010) = lien

h h
dessa forma, .
_ o fO+R0) - £0,0) 5z 0
f=(0,0) = lim v = 11111)% -
= lim==0
ho0 h
. f(0,0+h) - f(0,0)
0,00 = 1
500 = Jim ==
0
= —=0
= lim2Z— =9
hli% h
Considere a fun¢do dada em (8) e responda as seguintes perguntas:
(a) Use a defini¢do e calcule f,,(0,0) e f,.(0,0);
Solucao:
aZf fy(h, 0) - fy(07 0)
0,0) = 0,0) = 1
£+0,0) Oxay( ) hlg(l) h
wo_
= lim 2
hl—% h
= lim—-=1liml =
h—0 h—0
O’ f fx(0,h) — £:(0,0)
xy(0,0) = 0,00 = 1
F(0,0) = 5552000 = Jim n
-
= _ _
= lim 2 :lim—h:—l
h—0 h—0 h
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(b) Usando o Teorema de Clairaut (veja pagina 817 do livro) e o resultado do item (a), o que

podemos concluir sobre fy, e fy,?

Solu¢ado: Podemos concluir que a derivada mista f, ou a derivada mista f), ou as duas

derivadas mistas ndo sao continuas em (0, 0).

T

Sejam f(x, y) = €* sen(y) e (xo, yo) = (o, Z)'

(a) Mostre que f € diferencidvel em (xo, yo);

Solucdo: Usaremos o critério de diferenciabilidade, o qual diz que se as derivadas parciais
existirem e forem continuas em um ponto, entdo a funcao serd diferencidvel nesse ponto. Desta

forma, note que
af

0
) = e“sen(y) e —f(x,y) = ¢* cos(y)
X oy

sdo continuas em qualquer ponto (x, y) € R?, pois sdo produtos de fun¢des continuas. Portanto,

f é diferencidvel em R.

(b) Encontre a linearizacdo L(x, y) de f em (xo, yo). Compare os valores de L(x,y) e f(x,y) no
ponto (0.2,0.68).

Solucio: A lineariza¢do de uma fun¢do f(x, y) € dada por
0 0
L(53) = £ 0. 30) + Z- G 300 = 30) + 5o 300 =30

Desta forma, teremos

e = 105 o0 F 0303

= eO - Sén (%) + eOSCI’I (%) X + 60 Cos (%) (y - z)

4
\/Q(+ n+1)
= —|(x == .
2 Y7y

Agora, comparamos os valores de L(x, y) e f(x,y) em (0.2,0.68).

V2 s
b (O.2+0.68— ap 1)

0.7741

L(0.2,0.68)

%
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(a)

enquanto que

¢%2sen(0.68)
0.7680

£(0.2,0.68)

IR

Comparando os resultados, obtemos |f(0.2,0.68) — L(0.2,0.68)| = [0.7680 — 0.7741| =
0.0061. Podemos observar que L(0.2,0.68) é uma boa aproximacgao de f(0.2,0.68), pois o

erro absoluto foi de aproximadamente 1072,

Considere a funcdo f e o ponto (xo, yo) dados na questao 7.1.

Encontre a equacio do plano tangente a da reta normal ao grafico de f no ponto (xo, yo);

Solucdo: Sabemos que a equacdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (xg, yp) € dada

por
0 0
z = f(xo0,y0) + —af (x0, yo)(x — x0) + or (x0, y0)(y = y0)-
X 0y

Dessa forma,

L IS I

\/§(+ ﬂ+1)
—(x == .
¢ 2 Y73

Também sabemos que a equacao da reta normal ao grafico de f no ponto (xg, yo) € dada por

0 0
(x, ¥, 2) = (x0. Y0, f(x0,y0)) + T (—0f (x0, Y0), o (x0, ¥0)s —1), TER
X ay

ou seja,
0
= x0+Ta—f(X0,yo)
X
0
= yO"'Ta_f(xO,yO)
y
Z = Zo—T.
Assim,
B Vs T of (.« 6f( 7T) B
(X’Yaz) - (Oa 49f(07 4))+T(ax (0,4),ay 0,4 5
n V2 V2 V2
- (0’2’7)”(77‘1)’TER
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ou seja,

S

X = -7

;o= To¥2
4 2
V2

% = 7—‘('.

(b) Se (x0, yo) varia até o ponto (0.2,0.68), calcule o diferencial dz e o acréscimo Az de f em
(x0, ¥0). Compare os resultados obtidos;

Solucio: O diferencial e o acréscimo sao dados respectivamente por,

0 0

dz = —f(xo, yo)h + —f(xo, yo)k
0x ay

Az = f(x() aly /’l, Yo + k) = f(X(), y()).

Neste caso, (xq, yo) = (O, %) Assim,

dz = a—f(o,f)ma—f(o,f)k

Il
w
2]
]
=]

Uma vez que (O, ’41) varia até o ponto (0.2, 0.68), temos

h=02ek=0.68—~.

4
Logo,
2 )
dz:£-02+£(0.68—z)50.06689
2 )
(&} \/_
— 0.2 z _z)__zz_
Az=e sen(4+0.68 7) - 5 = -0.69261.

(c) Descreva a diferenca entre dz e de Az para uma fungdo f(x,y) qualquer.

Solucao: dzéavariacdo dalinearizacdo L(x, y) quando (xg, yo) varia até o ponto (xo+h, yo+k)
e Az é a variacdo da fungdo z = f(x, y) quando (xo, yo) varia até o ponto (xo + A, yo + k).
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(a)

(b)

Justifique suas respostas para as seguintes perguntas:

0 0
Disseram-lhe que existe uma fun¢do f(x,y) com derivadas parciais a—f(x, y) e a—f(x, y)
X y

descontinuas em (xg, yo), que € diferencidvel em (xg, yp). Vocé deve acreditar nisso?
Solucdo: Sim.

Justificativa 1: Use o seguinte resultado:

Sejam f : A C R?2 — R e (xo, yo) € A. Se as derivadas parciais existem e sdo

continuas em (x, yo) entdao f é diferencidvel em (xo, o).

Logo, se as derivadas parciais sao descontinuas entao a fung¢ao f pode ou nao ser diferencidvel.

Justificativa 2: Apresente um exemplo:

Considere 1
2 2
fx,y) = (x“ + y“)sen (m) se (x,y) # (0,0)
0 se (x,y) =(0,0).
Entao,
2x 1

Z_f _ 2xsen(x2 + yZ) - 2+ y2 COS (x2 +y2) se (x’y) + (0’0)
i ’ se (x,y) =(0,0).

0 0
Entretanto, o limite lir% —f(t, t) ndo existe. Logo, —f nao € continua em (0, 0).
r— X

ox
Por outro lado,

f(h k) = £(0,0) = fx(0,0)h — f,(0,00k lim V2 1 k2 SCH(L)

1m
(hk)—(0,0) [|(h, k)| (h,k)—(0,0) h? + k2
0.

Logo, f € diferencidvel em (0, 0).
Toda fun¢do descontinua nao € diferenciavel?

Solucdo: Sim, pois esta afirmagdo € a contrapositiva do seguinte resultado: Toda funcao

diferenciavel € continua.
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(c)

(d)

Existe um plano tangente ao grafico da fun¢ao

x y?

floy)y=q ¥+
0 se (x,y) = (0,0).

se (x,y) # (0,0);

no ponto (0,0,0)?

Solucao: A hipdtese para que exista o plano tangente ao grafico de f em um ponto dado € que
a funcdo seja diferencidvel nesse ponto. Portanto, verifiquemos se f € diferencidvel em (0, 0).

(9f . f0)=-70,00 . 0
;00 = lim h ==
f .. fO,k)-f0,0 . 0
e e e
Assim,
. f(hk) = £(0,0) = fx(0,0)h — £,(0,0)k B
(hk)—(0,0) ) [|Ch, k)|
hk
= lim h, k
(h,k)—(0,0) (h2+k2)\/m (hk)—)(OO) G(h, k).
Entretanto, {
}g% G(0,7) =0; }g% G(t1) = 2—\/5

o que implica que o limite . hrrzo 0 G (h, k) nao existe.

Portanto, f ndo € diferencidvel em (0, 0). Logo, ndo admite plano tangente no ponto (0,0, 0).

Para algumas superficies, a reta normal em quaisquer de seus pontos passa por um mesmo

objeto geométrico. Qual € o objeto comum para a esfera?

Solu¢do 1: Sejam S uma esfera, P um ponto de S, O o centro desta esfera e 7,,S o plano
tangente a S no ponto P. De fato, seja r uma reta normal a esfera em P - note que r L T),S.
Seja OP um raio de S. Este é perpendicular 2 T,S; logo, OP esti contido na reta r. Dai,
comcluimos que r passa por O. Como r foi tomada genericamente, concluimos que todas as

retas normais a esfera passam por O.

Solucao 2: Considere a esfera de centro («, 8, y) e raio r entao

(x=a+ (G =P+ =9 =P s =yt - (x—a)2 = (3= 220

Por outro lado, seja (xo, yo, Zo) um ponto da esfera (para z > 0). Entdo a equacdo da reta
normal passando por (xg, yo, Zo) € dada por
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y

%

- xO—T(xo_“) 9)

20—
- yo—r(y"_ﬁ) (10)
20—

= 20— T.

Logo, T = zg — z. Substituindo em (11) e (10) obtemos

X0 — X
20 — <
Yo—Y
20 — <

X0 —

= S>x=a,z=Y
0—Y

_ yo—ﬁ:”}:a’zzy‘
0~Y

Portanto, (x, y, z) = (a, 3,7y) (centro da esfera).

d
(a) Sejaz = f(x,y)comx = x(t) ey = y(t). Enuncie a regra da cadeia para calcular d—f Aplique

aregra na fungcao z = In (X), com x = cos(t) e y = sen(z).
X

Solucao: Regra da Cadeia (Caso 1): seja z = f(x, y) uma funcdo diferencidvel em (x, y), com

x = g(t) ey = h(t) funcdes diferencidveis de . Entdo f(x(z), y(¢)) € uma funcao diferencidvel

dete

dz_% dx

of dy

dt ~ 0x dt  dy dt

Assim,

dt ox

dz 0 (ln(y

_ b (—sen(t)) + L cos(t) =
X y

X

) e 2 (f2) e

dy
sen(t) cos(t)
cos(t) sen(t)

= tg(t) + cotg(?).

0
(b) Sejaz = f(x,y) com x = x(s,t) e y = y(s,¢). Enuncie a regra da cadeia para calcular gz e

ot

ds

—Z. Aplique a regra na fungdo z =sen(2x+3y),comx =s+tey =5 —1.

Solucao: Regra da Cadeia (Caso 2): suponha que z = f(x, y) seja uma fun¢do diferencidvel de

xey,comx = g(st)ey=h(st)funcdes diferencidveis de s e t. Entao

0z
ds
0z
ot

oz 4%, 0 O
ox 0s 0dy O0s
o5 4, 0% 6
dx o0t 0y Ot

85



Assim,

(a)

(b)

0z 0 0 0 0

5 - a(sen(Zx +3y)) - a(s +1) + a—y(sen(Zx +3y)) - g(s —1)
= 2cos(2x+3y)-1+3cos(2x+3y) -1
= 5cos(2x + 3y);

0z 0 0 0 0

i a—x(sen(2x+3y)) . E(s+t)+a—y(sen(2x+3y)) . E(s—t)

= 2cos(2x +3y)-1+3cos(2x +3y) - (-1)
= —cos(2x + 3y).

Descreva a diferenca entre a forma explicita e a forma implicita de uma funcao de duas varidveis

x e y. D€ um exemplo em cada caso;

Solucio: Nas fungdes explicitas temos uma forma de determinar o valor de z em termos de
X ey, ou seja, temos z = f(x,y). Ja nas fungcdes implicitas, o valor de z é obtido de x e y

através da resolucdo de uma equagdo da forma F'(x, y) = 0.
Exemplos:
Forma explicita: seja f uma funcio tal que f(x,y) = x> + y.

Forma implicita: seja y = y(x) uma funcdo diferencidvel dada implicitamente pela equagao
v+ xy+x3=3.

d
Se F(x,y) = 0, enuncie a regra da cadeia para calcular implicitamente d_y Se F(x,y,z) =0,
x

: : T 0z 0z _,
enuncie a regra da cadeia para calcular implicitamente Ix e 3y Dé um exemplo em cada
X y

caso.

Solucdo: Suponhamos que uma equacdo da forma F(x, y) = 0 defina y implicitamente como
uma funcdo diferencidvel de x, isto €, y = f(x), em que F(x, f(x)) = 0 paratodo x no dominio
de f. Se F ¢ diferencidvel, podemos aplicar o Caso 1 da Regra da Cadeia para diferenciar

ambos os lados da equacdo F(x, y) = 0 comrelacdo a x, ja que x e y sdo funcoes de x, obtemos

oF dx+(9F dy_o
dx dx dy dx
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dx oF d
No entanto, T =1, entdo se m # 0 resolvemos para d—y e obtemos
x

x y
oF

dy _ _dx

dx (9_F

dy

d
Exemplo 1: Determine d_y se ycos(x) = x> + y?.
X

Solucgao: A equacgdo dada pode ser escrita como
F(x,y) = ycos(x) —x* = y* =0

e dessa forma, da equacgdo

oF
dy __3s
dx oF
dy

teremos,
dy  (—ysen(x)—2x) ysen(x)+2x

dx cos(x) =2y  cos(x) =2y

Suponhamos agora que z seja dada implicitamente como uma fun¢do z = f(x,y) por uma
equagdo F(x,y,z) = 0. Isso significa que F(x,y, f(x,y)) = 0 para todo (x,y) no dominio
de f. Se F e f forem diferencidveis, utilizamos a Regra da Cadeia para derivar a equacao
F(x,y,z) = 0 da seguinte forma:
OF dx OF by OF 03 _
dx Ox dy dx 0z Ox
Entetanto, ; ;
—~(x)=1le—(y) =0,
5 ) =1e =)

portanto, essa equagao resulta em

OF OF 9z
dx 0z dx
F
Se 0_ # 0, resolvemos em % Dai, obtemos
0z ox
oF
9z _ ox
0x 3_F
0z

Analogamente teremos
OF ox OF dy OF 0z _

ox ay oy oy 9z ay
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Entretanto, . 5
—_— = 1 —_— =] O,
3y ) e 3y (x)

portanto, essa equacgdo resulta em

OF | OF 0z _
dy dz 0y
Se (9_F # 0, resolvemos em % e obtemos
0z ady
oF
0z 8_y
dy  OF
dz
Exemplo 2: Determine % e % se et = xyz.
x Jdy

Solucao: A equacdo dada pode ser escrita como
F(x,y,z) =e*—xyz =0.

Dessa forma, das equagdes

OF oF
0z 9gx _ 0z dy
ax _ OF © 9y oF
az az
obtemos
9z _ _(=y3) _ vz 0z (=x3) _ xz
ox et —xy e*—xy 0y et —xy ei-—xy

Usando a regra da cadeia apropriada, calcule as seguintes derivadas:

d
g para z = \/E, x =cos(t) e y = sen(t);
dt X
Solucao: Aplicando a regra da cadeia, temos
dz 0z dx 0z @

dr " ox di oy dr

dz 1 Jy L /L.
- = 2x\/: ( sen(t))+2 o cos(?)

Assim,

dz 1 sen(r) - 1 cos(1)
dt— 2cos(t)  cos(r) sen(e) + 2 cos(t) V sen(z) cos(?)
dz

dz _ 1 32 1 12
7 2(tg(t)) +2(C0tg(f)) .
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(b)

(©)

d?z
dr?

X 2
para z=—,x=t"ey=t+1;
y

Solucao: Notemos que

ar?

d?*z i
dt

dz
dt]’

L dz :
Vamos calcular inicialmente I Pela regra da cadeia, temos

Logo,

or 06

Solucio:

dz 0z dx 0z dy

dt ~ Ox dt 9y dt

% — 2_)6 .2t — x_z -1

dt y y?

dz 4P i

dt t+1 @+
d’z 8+ 1262 28 + 61t + 413
arr (t+1)? (r + 1)*
d’z 6 +22t* + 28 + 1217
a2 (r + 1)

para z = /25— 5x2 - 5y2, x = rcos(d) e y = rsen(d);

Usando a regra da cadeia teremos

%
or

0z
06

0z O0Ox

0z 0dy
ox or oy or

5 " or
—10x
- C
24/25 — 5x% — 5y2
S
V25 — 5r2

0s(0)

—5r(cos?(0) + sen?(6)) _

10y

225 _5x2 5,2

: (r 0052(9) + rsen2(0))

—5r

Vo5 572

0z Ox

dz dy
ox 0 "9y a6

dy a6
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—10x 10y

= - (=rsen(6)) — -rcos(0)
24/25 — 5x2 — 5y2 24/25 — 5x2 — 5y2
= S—r . (r2 cos(f)sen(d) — rzsen(Q) cos(@))
V25 — 5r2
=0
0 0
(d) —We—w para w = xcos(yz), x = sz,y =t?ez=ys5-2t
ds Ot

Solucao: Usando a regra da cadeia para funcao de trés varidveis, teremos

os ox ds dy 0ds 0z Os

cos(yz) - 2s + (—xsen(yz) - z) - 0+ (—xsen(yz) - y) - 1

= 2scos(t’s — 21°) — s*t*sen(r%s — 20°).

Ow _ 0w dx ow By ow 0z
ot ox ot dy ot 0z Ot

= cos(yz) -0+ (—xsen(yz) - z) - 2t + (—xsen(yz) - y) - (=2)

= —2xztsen(yz) + 2xysen(yz)

(=215> + 65%1%)sen(st* — 21°)

Diferenciando implicitamente, calcule as seguintes derivadas:

d
(a) d—y para cos(x) +tg(xy) +5=0;
X
Solucao: Seja F(x,y) = 0, onde F(x,y) = cos(x) + tg(xy) + 5, assim, da equacdo a seguir,

podemos determinar =4
dx
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oF

dy  9x oF
i 6_F se 3y #0
dy
OF 2 2
— = -—sen(x) + cos” (xy)y + sen (xy)y = —sen(x) + -
O0x cosZ(xy) cosZ(xy)
8_F 3 cos?(xy)x + sen®(xy)x B X
dy cos2(xy) ~ cos?(xy)
Logo,
Q = |sen(x) — N — + _r
dx cosZ(xy) cosZ(xy)
@ _ sen(x) cos?(xy) — y e x#0.
dx X
0 0
(b) g« e gc para xIn(y) + Y2 + 72 =8.
ox 0y
Solucdo: Seja F(x,y) = 0, onde F(x,y) = xIn(y) + zy2 + z2 — 8, assim, das equagoes a
0
seguir, podemos determinar gL XL,
x dy
oF
oz 9x OF
a = —@ S€ a_Z #0
0z
0z In(y) 2
— = —— + 2z #0.
0x y2 +2z e ¢
oF
oz ay oF
5 = 6_F se PP #0
0z
1
—+2
o _ Ty
dy v +2z
0z x +2y°z 3
— = —— +2zy #0.
e V+ 22y sey zy

91



(a)

(b)

Sejam f(x,y) = x> + y* e it = cos(6)i + sen()j

Usando a defini¢ao, calcule a derivada direcional D, f (xo, yo) de f em (xo, yo) na direcao do

vetor i.

Solucao: Sabemos que a derivada direcional de f em (xg, yp) na direcao do vetor unitario

i=(ab)é
f(xo + ha, yo + hb) — f(xo0, y0)
h

D, , = li
f(x0,¥0) lim

se esse limite existir. Dessa forma

lim f(xo + hcos(0), yo + hsen(6)) — f(xo, yo0)
h—0 h
(x0 + hcos(0))? + (yo + hsen(6))* — x§ — y3

D, f (x0, yo)

D, f(x0,y0) = Plll_r)r(l) p

_ 2x0hcos(0) + h? cos?(0) + 2yohsen(8) + h*sen?(0)
D.f(xo,y0) = lim =2 =0

_ h(2xpcos() + 2ygsen()) + h*(cos>(0) + sen?(6))
D, f(x0,y0) = }111_1)1(1) Y
Dy, f(x0,y0) = }llig(l)(Z)co cos(0) + 2ypsen(0) + h)

D, f(x0,y0) = 2xcos(6) + 2ypsen(6)

0
Considere g(h) = f(xo + hcos(0), yo + hsen(6)). Verifique que g’'(h) = %(xo, yo) cos(8) +

0
8—§(XO, yo)sen(6) e g(0) = D, f (xo, yo). Conclua que

0 0
D, f (x0, y0) = 6—£(Xoa Yo) cos(6) + %(xo, yo)sen(6).

Solucdo: Como g(h) = f(xo + hcos(6), yo + hsen(d)), pela regra da cadeia tem-se

, _dg  Ofdx dfdy
8 =2 = Fxan T oy dn

2x - cos(f) + 2y - sen(h)

Mas, x = xg + hcos(6) e y = yo + hsen(8). Logo,

0 d 0 d
g@:fvwwﬁ+ﬂmm£:menhmM» (11)

dx dh ' 9y
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Por outro lado,

g —g(0)

g'0) = }l—)O ;
- lm f(xo + hcos(8), yo + hsen(8)) — f(xo, yo)
=0 h
= Dy f(x0, yo)

Mas, item (a) tem-se D, f (xo, yo) = 2x0 cos(8) + 2ypsen(8). Portanto, por (11), obtemos

0 0
Dy f (x0, yo0) = %(XOa Yo) - cos(6) + a—JyC(xO, Yo) - sen(6).

Faca o que se pede:

(a) Defina o vetor gradiente da fungdo z = f(x, y) e enuncie suas propriedades;

Solucio: Seja z = f(x, y) uma funcio que admite derivadas parciais em (xg, yp). O vetor

0 0
Vf(xo0, y0) = a—f(xo, ¥0)s —f(xo, )’0))
X 0y
denomina-se gradiente de f em (xo, yo).

Propriedades: O vetor gradiente de z = f(x, y) € um vetor no plano xy que aponta na direcao
de maior crescimento da fungao f.

(b) Descreva a relagdo entre o vetor gradiente e as curvas de nivel da funcdo z = f(x, y).

Solucao: Se f ¢ diferencidvel em (xo, yo) € V.f(xo, yo) # (0,0), entdo V f(xq, yo), € um vetor

normal a curva de nivel em (xg, yo).

Calcule a derivada direcional das seguintes fungdes, no ponto P na direcao do vetor v:
Observacao: Sabemos que a derivada direcional de uma func¢do diferencidvel f na direcdo do

vetor unitdrio u no ponto (x, y) € dado por

Duf(x,y) =Vf(x,y)-u.

Dessa forma, nos itens a seguir, verificaremos inicialmente se o vetor v dado € unitério, se for,
~ . el v
faremos u = v, caso nio seja unitdrio, tomaremos u = —.

VIl
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@ f(x,y) =+x2+y% P=(3,4) ev=3i-4j

VIl = /32 + (42 = V9 + 16 =5

Solucdo: Note que
dessa forma,

determinemos agora o gradiente de f,

Y

Vi(x,y) = i+ J
\/)c2 +y2 \/)c2 +y?2

dessa forma,

3 4 3. 4,
Vf(3,4) = W1+ = +42J = Vf(3,4) = §l+ gJ
portanto,
Duf(3.4) = Vf@A%(%—g)
3 4 3 4

- (33)(6-3)

3 7

25

(B) fx,y) = e @D, P=(0,0)ev=i+];
Solucao: Notemos inicialmente que
V(x,y) = —2xe” i = 2y~ (P Hj

dessa forma
V£(0,0) =0
portanto
Duf(0,0) =0
(©) f(x,y)=cos(x*+y?),P=(1,)ev=i;

Solucdo: Note que
[lv]|=1=>u=v

determinemos agora o vetor gradiente
Vf(x,y) = —2xsen(x? + y»)i—2ysen(x> + y?)j

dai
V£i(,1) =-2sen(2)i — 2sen(2)j
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dessa forma

Dyf(1,1)

Vi, 1)-(1,0)
= (-2sen(2),—2sen(2)) - (1,0)
—2sen(2)

(d) f(xy)=In(x*~y), P=(23)ev=j

Solucdo: Note que
vl =1=u=v

determinemos agora o vetor gradiente

2x 1
Vf(x»y): 2 1— 2 J
X2 =Yy X==Yy
dai
Vf(2,3)=4i-]

dessa forma

Dyf(2,3) = Vf(23)-(0,1)
= 4-D-(O1)
= -1

Considere a fun¢io f(x,y) =9 — x — y2.

(a) Calcule D, f(x,y) comu = cos(f)i+ sen(d) jpara 6 = g;

Solucio: u = (cos(n/3),sen(n/3)) = (% ?) Entao,

Vf(x’)’) = (fx(x»}’)’fy(xay)):(_2)@_2)’);

Duf(x,y) = Vf(x,y)-u
= (—2x, _2y) . (1 ﬁ)

2" 2

= —x—V3y.
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(b) Calcule V£ (1,2) e [|Vf(L2)]l;
Solucio: Do item (a) temos que
Vf(x,y) =-2xi-2yj

assim,
V£(l,2) =-2i—-4j

V(=2)2 + (=47

2V5

IIVf(1,2)]]

(c) Ache um vetor unitdrio u ortogonal a V£ (1, 2) e calcule D, f (1, 2);

Solucdo: Temos que teru L Vf(1,2) e ||u|| = 1, dessa forma sejau = (a, b)

u-Vi([l,2) =0= (a,b) - (-2,-4) =0=>a =-2b

Dai
L = ||ull
= Va?+ b?
= V4b> + b?
Assim, . .
b:— = ——
V3 V3
Dessa forma,
_2V5 V5
575 )
Note que,
Dyf(1,2) =Vf(1,2).u=0.
De fato,
Dyf(1,2) = Vf(1,2)-u
2
g [ 255
5 5
_ A5 a5
= = = .
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(d)

(a)

(b)

Discuta o significado geométrico do resultado do item (c).

Solucdo: No item (c) temos que os vetores V f(1,2) e u sdo perpendi- culares, o que implica
que Dy f(1,2) = 0. Portanto, a taxa de variacdo de f na direcdo u, perpendicular ao gradiente
V£(l,2), énula.

Seja f(x,y) = ye* + x In(z). Mostre que:

9’f 0 f
dxdz  9z0x’
2
Solucdo: Determinemos inicialmente
0x0z7
of _x P _ 0 () _1
9z  z dxdz ox\dz) 7’
Por outro lado, )
of ocf 0 (af) 1
ox ¢ tinz) = dz0x 0z (6x) 7
Portanto,
0*f _ O*f
dz0x  0x07

o A S |
dz20x  0z0x0z  Ox0z%’
Solucdo: Calculemos cada uma das derivadas de ordem superior

af af\ 1 _ a8 (o (af\)_ 1
(o) =1~ 7 (3 (5)) -2

0
— =ye* +In(z) > —
ox

o 2,2 (a0) 1 00 3 L

0z =z ox\dz] =z az \ox \ 9z 2

e finalmente

of x 9 (af\_ x _ a(d (af\) 1
Hz_z:;‘@z(az)_ zzzax(az(ﬁz))_ 7

’f  8f  8f
0z20x 0z0x0z 0Ox0z2

portanto,

Determine se as afirmagdes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos caso,

explique. Se for falsa explique ou dé um contra-exemplo.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Se f(x,y) tem um mdaximo local no ponto (a, b) e as derivadas parciais de 1“ ordem existem

entdo o plano tangente a superficie z = f(x, y) no ponto (a, b) € horizontal;

Solucao: Verdadeiro, pois se (a,b) € um ponto de maximo local e as derivadas parciais
existem, entao

af af
—(a,b) = —(a,b) = 0.
PG 3y (a, b)
Subistituindo na equacao do plano tangente obtemos z = zg = f(a, b). Logo, o plano tangente

€ horizontal.

Todos os pontos criticos de uma fungdo f(x,y) sdo maximos locais ou minimos locais de
. y).

Solucao: Falso, pois existem pontos criticos denominados de pontos de sela, os quais ndo sao
maximo e nem minimo.

Por exemplo, para f(x,y) = y> — x2 tem-se fx(x,y) = —2x e fy(x,y) = 2y e, logo, o tnico
ponto critico é (0,0). Mas, f(x,0) = —x> <0sex #0e f(0,y) = y> > 0se y # 0. Logo,
no disco de centro (0, 0) existem pontos para os quais f € positiva e pontos para os quais f €
negativa. Logo, f(0,0) = 0 ndo pode ser um valor extremo de f, e portanto, f ndo tem valor

extremo.

Se Vf(a,b) = (0,0) entdo o ponto (a, b) € ponto critico da funcio f(x,y).
Solucao: Verdadeiro, pois pela definicdo de ponto critico, temos que: Um ponto (a, b) é

of af

chamado de ponto critico de f se a—(a, by =0e 8—(a, b) = 0 ou se uma das derivadas
X y

0 0
parciais —f(a, b) ou —f(a, b) nao existe.
0x ady

Seja f(x,y) = y/x2 + y2. O ponto (a, b) = (0,0) ndo € ponto critico da fungdo f.

Solucao: Falso, (0,0) é ponto critico de f, pois

of .. f(O+h0)-f(0,0)
500 = fm g
Vh2 |h|

= lim — = lim —.
hl—r% h hl—%h

h _
Mas, Iim — = 1e lim — = -1
h—0* h h—0~

h
logo, o limite }llin(l) % ndo existe, o que implica que a
—

0
derivada parcial a—f(0,0) nao existe. Portanto, pela definicdo (0,0) € um ponto critico de f.
X

Para as funcdes abaixo, calcule todas as derivadas de 2¢ ordem:
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(@) f(x,y) =x?+y2%

Solucdo: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que

of X of y

—(xy) = e ——(xy) = ——
O0x X2 +y2 Oy [x2 + 32
dessa forma,
1-x2+y2—x- —L—2x
Py - R R
ox2 x2 + y? VG2 +y2)3
o’ f 1 2, 2\-3 —Xy
(xy) = -5y (x"+y) 2 -2x= ——
dxdy 2 [(x2 + y2)3
o2 1 3 —-X
af (x,y) = —E'x-(x2+y2) 2 '2y=—y
X ,/(XZ +y2)3
. 2 2 _y. 1 .
32f( : l-yx=+y—y e 2y 2
X,y = =
0y2 x2+y? V2 +y2)3

(b) f(x,y) =In(x-y)

Solucao: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que

0 1 0 1
—f(x,y) = e —f(x,y) = —
ox xX—y 0dy y—x

dessa forma,

;];(xw - —1-<x—y>—2-1=ﬁ
2f( P = =0 s
azf ~@y = -1 G- -(—D—ﬁ
] .
M(xy) = —1-(y—x>‘2-1=(y_—lx)2

© f(x,y)=2xe’ =3ye™

Solucao: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que

0
—f(x y)=2e +3ye

0
e —f(x,y) =2xe’-3e™"
dy
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dessa forma,

azf(x y) = =3ye™
82f ( ,y) = 2’ +3e"
62]‘ (x, y) = 2 +3e™”
azf(x y) = 2xe’

(d f(x,y) =sen(x —2y).

Solucio: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que
0 0
—f(x y) =cos(x —2y) e —f(x y) = =2 cos(x —2y)

dessa forma,

82
“Lioy) = —sen(r-2y)
2f
( »¥) = 2sen(x —2y)
2
8 f (x, y) = —sen(x —2y)-(=2) =2sen(x —2y)
02 f

5 — —=(x,y) = 2sen(x —2y)-(-2)=—-4sen(x —2y)

O f A f 3 f

8y20x° 8ydxdy - 0x0y2 O

Para as fun¢des abaixo, mostre que as derivadas mistas

iguais.

(@ f(x,y,z2) =e "sen(yz)

Solucao:

0
_f(xa Y, Z) = _e_xsen(yz)
ox

3 o2

calculando m Tyox (x,y,2) = —ecos(yz)-z=—ze *cos(yz)
03
9,20 / (x v,z) = ze *cos(yz)-z= zZe *sen(yz)
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calculando

calculando

portanto,

(®) f(xy) = .
X+y
Solucio:
of _ 0-(x+y)—-2z-1_ -2z
ox (x + )2  (x+y)?
g f 0 (x+y)P-(22)-2(x+y)-1 4z
calculando ayax - (x+y)4 - (x+y)3
o f 0-(x+y)°-4z-3-(x+y)>  -12z
——(%2) 6 = 4
0y*dx (x+y) (x+)
af 0-(x+y)—-2z-1 -2z
dy (x+y?  (x+y)?
udand o2 f 0-(x+y)?—(-22)-2(x+y)-1 4z
n =
calculando 8y0%0y 9x0y (x+y)4 (x+y)3
&3 f 0-(x+y)P°-4z-3-(x+y>-1 _ 12z
dydxdy (x +y)° ()t

&3 f

af
a(x’ Y, Z)

2

3 f

0ydxdy

f
0xdy (%, .2)

3

(x,y,2)

0ydxdy

af _
5()@ Vs Z) -

d%f

x0y?

f
9502 (x,y,2)

9,2 (x, ¥, 2)

63

Of  0f

ze " cos(yz)

—ze *cos(yz)

e *cos(yz) - z = ze ¥ cos(yz)

ze *sen(yz) - z = z2e *sen(yz)

—ze™"sen(yz) - z = —z2e *sen(yz)

z2e *sen(yz)

f

dy20x  0ydxdy - dxy?
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6_f 3 -2z
dy  (x+y)?
Yt 3 f A f 0-(x+y)2—(-22) - 2(x+y) -1 4z
calculando = =
axdy2|  9y? (x + y)* (x +y)3
FBf 0-(x+y)P—4z-3-(x+y?- 1 -12z
0x0y? B (x +y)° (x4 y)4
portanto,

Ff  f df
dy2dx  0ydxdy  Oxdy>

Mostre que a fungdo dada satisfaz a equagdo diferencial indicada.

9%z 0%z

a2 oy

(a) Equacao de Laplace:

funciao: z = e*sen(y)
Solucdo: Note que

£ = e*sen(y) e z—i = e* cos(y)

dessa forma,

6* 0
8_); = e*sen(y) e a—; = —e*sen(y)
portanto z satisfaz a Equagao de Laplace,
0’z 9%z
—+—=0
0x?  0y?
~ 8%z  ,0°z
(b) Equacao da onda: Fro c @; c#0;

funcdo: z = sen(w ct)sen(w x).

Solucdo: Note que

0
gz _ wc cos(wct)sen(wx) e a—z = wsen(wct) cos(wx)
X

ot
dessa forma,
8%z 9%z
— = —wzczsen(wct)sen(wx) e —— = —wzsen(wct)sen(wx)
ot 0x
portanto z satisfaz a Equagdo da onda,
9%z ,0°z
—_— = —
or? 0x?
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(©

(a)

(b)

0z 2 9%z
E aod lor: — ; 0;
quacio do calor: — =c"——: ¢ #
. X
funcdo: z = e’ cos (—)
c

Solucdo: Note que

ox G
dessa forma,

6 L cos (x )
—_— = —
0x2 2 c
portanto z satisfaz a Equagao do calor,
0z 282
ar - ox?

Defina cada um dos seguintes conceitos para uma funcdo de duas varidveis:

(i) Maximo relativo e minimo relativo;

Solucao: Uma funcao de duas varidveis tem um maximo relativo em (a, b) se f(x,y) <
f(a, b) quando (x, y) estd préximo de (a, b). [Isto significa que f(x,y) < f(a, b) para
todos os pontos (x,y) em alguma bola aberta com centro (a, b)]. O nimero f(a,b) é
chamado valor méaximo relativo. Se f(x,y) > f(a, b) quando (x, y) estd proximo de

(a, b), entdo f tem um minimo relativo em (a, b) e f(a, b) € um valor minimo relativo.

(ii) Ponto critico e ponto de sela.

Solu¢do: Um ponto (a, b) é chamado ponto critico (ou ponto estaciondrio) de f se

0
6_f( ,b)=0¢ 6—((1 b) = 0, ou se uma das derivadas parciais ndo existir.
y
Seja
52 52 52 2
H = H(a,b) = f( ,b) - f( ,b) — [ / (a b)]

Definimos como ponto de sela, o ponto (a, b) para o qual H (a, b) < 0.

Enuncie o teste das derivadas parciais de 2¢ ordem para extremos relativos e pontos de

sela.
Solucdo: Teste da Segunda Derivada. Suponha que as segundas derivadas parciais de

0
f sejam continuas em uma bola aberta com centro em (a, b), e suponha que G_f (a,b) =0
X

af

e H—(a, b) = 0 [ou seja, (a, b) € um ponto critico de f]. Seja
y

o’ f

2
f (a, b)] .
xdy

H:H(a,b)— ——(a,b)- f

—(a b)—[
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2
(i) Se H>0¢ ﬁ(a, b) > 0, entdo f(a, b) € um minimo local.
X

2
(ii) Se H >0e ﬁ(a, b) < 0, entdo f(a, b) € um maximo local.
X

(iii) Se H < 0, entdo f(a, b) ndo é minimo local e nem maximo local.
Encontre os extremos relativos das seguintes funcoes:

@ f,y)=-x3+4xy-2y2+1

Solucao: Determinemos inicialmente os pontos criticos de f, note que

a—f(x, y)=-3x>+4y e 8—f(x,y) = 4x — 4y
0x ay

igualando a zero as derivadas parciais, teremos

3x+4y = 0 (i)
4x —4y = 0 (if)

de (ii) temos que

Substituindo (ii) em (i) teremos

3x% +4x =

x-(=3x+4) =0

dai

4
:0 = -
X ou Xx 3

dessa forma, os pontos criticos sao

A=(0,0) e B:(%,g).

As derivadas parciais de segunda ordem sdo:

2 2 2 2
ST T
0x2 dy? dydx  0xdy
assim, ) )
o f o f (4 4
9T 0,0=0e 2L (2 2) =g,
g2 00 =0e 55 (3 3)
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dessa forma,
H(0,0)=0-(-4)-4>=-16<0

portanto, (0, 0) € ponto de sela.
Por outro lado,
H 24) 8- (-4)—42=16>0
3’3 B ’

2
H(4 4)>Oe ﬂ(él 4)<0,

como
73)7%° 92 \33

concluimos que (g, §) € um ponto de maximo local.

() f(x,y) =x>y>

Solucao: Determinemos inicialmente os pontos criticos de f, note que

% =2xy* e g
ay

= 2y2
0x i

igualando a zero as derivadas parciais, teremos

0=>x=0o0uy=0

\®)
=

S
Il

2x2y = 0=>x=0 ou y:()’
dessa forma, os pontos criticos ocorrem em:
0,y), yeER e (x,0), xeR

ou seja, 0s pontos criticos, sdo todos os pontos que pertencem aos €ixos x € y. Analisemos
agora se esses pontos sao de miaximo ou minimo local, para isto, note que as derivadas

parciais de segunda ordem sao:

Of o &f »  Pf _ 9f
SLogyt Tl e 2L - _ Ay,
g2 Y dy? e dydx  0xdy R
Para (0, y) temos
9? 9? 92 9?
OF o2 90 9 _9F _ g0 =0
0x2 0y?  9dydx 0xdy
portanto pelo teste da segunda derivada nada podemos afirmar.
Para (x, 0) temos
9? 9? 9? 9?
_f:22 J_9f _ f:O:>H(0,0):0,

dy? T Aydx  0xdy
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portanto pelo teste da segunda derivada nada podemos afirmar.

Por outro lado, notemos que
fO,y) = f(x,00=0e f(x,y) =x*+y*>0Vx#0ey#0.

Logo, os pontos criticos (x, 0) e (0, y) sdo pontos de minimo (absolutos) de f.

Calcule as derivadas parciais da funcao f(x,y) = e*” sen(x? — y?).

Solucao: Para avaliar a variacdo de f na direcdo x, devemos olhar para y como sendo uma

constante. Assim,

0
a—f(x, y) = ye - sen(x? — y?) + e [2x - cos(x* — y?)]
X
= ™[y sen(x? — y?) + 2x cos(x? — y?)]
Analogamente,
af

G—(x,y) = xe™ - sen(x? — y?) + e [-2y - cos(x? — y?)]
y

e [x sen(x® — y?) — 2y cos(x> — y?)]

Determine se as derivadas de segunda ordem fyy e fy, da fungdo f(x,y) = xy> sen(x? —
3y°) sdo continuas e verifique o teorema de Clairaut para a mesma.

- 0 0
Solucao: Inicialmente, vamos determinar —f e —f Temos,
X y

0
%(x, y) = y3 . sen()c2 - 3y5) + xy3 - [2x cos(x2 — 3y5)]

= [ sen(x? — 3y°) + 2x% cos(x? — 3y7)]
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0
0—§(x,y) = 3xy?- sen(x? —3y°) + xy> - [-3 - 5y* cos(x? — 3y°)]

= 3xy?- sen(x? - 3y°) — 15xy’ cos(x? — 3y°)

Calculando f,, temos

0 (0 0
Fay(e3) = 55 (%(x, y)) =3 (v* - sen(x® =3y) + 2y°x% cos(x® - 3y")) =

2. sen(x? - 3y°) + y’[—15y* cos(x? — 3y°) ]+

= 3y
+6y2x% cos(x? = 3y%) + 2y X [(=15y*) (=sen(x? — 3y7)],

Assim,

Fay (x5, y) = (6y*x* = 15y7) cos(x* — 3y°) + (3y* + 30x?y7) sen(x* — 3y°).
Analogamente,

d (d 9
Fre(x,y) = =~ (%(x,y)) = = (3xy% - sen(x? = 3y°) — 15xy” cos(x” = 3y”)) =
= 3y2 . sen(x2 - 3y5) + 3xy2[2x cos(x2 - 3y5)]+
—15y” cos(x? = 3y°) — 15xy’ (2x) (- sen(x? = 3y°)],

Assim,

Fix(xy) = (6y*x% = 15y7) cos(x? — 3y°) + (3y? + 30x%y") sen(x? — 3y°).

Como fyy € f,x sdo resultados da soma de produtos de polindmios por composi¢do de funcdes
trigonométricas continuas com polinomios, tais derivadas sdo continuas. Além disso, os cdlculos

acima mostram que fyy = f)y, 0 que verifica o Teorema de Clairaut.

Encontre a equagio do plano tangente ao grafico da funcdo f : R? — R tal que f(x,y) =
3x% — 8y? no ponto (5, 7).

Solucdo: A equagio do plano tangente ao grafico de uma fungio f : R — R no ponto (a, b) é
dada por

0 0
- f@b) = S @na-a+ Lano-b
X ay
Se as derivadas parciais de f existirem e forem continuas em um disco D contendo (a, b). Como

of 3
a—x(x,)’) - 6X
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0
% (xy) = 16y
y

sdo continuas Y (x, y) € R?, a equagio do plano tangente no ponto (5,7) fica determinada por

0 0
- fGT = L6 -5+ B—J;(s, D=7

o que implica
z2+317=30(x=-5)-112(y = 7)

2x +
Determine uma aproximagao linear para a fungdo f(x,y) = % no ponto (-3, =5).
Xty

Solucao: Inicialmente, vamos determinar as derivadas parciais de f no ponto (-3, -5). Temos

(9f( ) 2(x2 + 1) = 2xQ2x +y)  —2(x%—y* + xy)
9 (x.y) = _
ax 7 21 PP 212
€
o v v 262 +y%) —2y(2x +y)  2(x% - 4xy)
9 (x.y) = _ |
oy Y (x2 + y2)2 (x2 + yz)z
Assim,
Of 4 gy 2B -(52+3:5) -18-25+15 28 7
ax 7T (9 +25)2 - 342 T 342 289
€
af —2((-3)2-4-3-5) -2(9-60) 102 3
—(—3, —5) = = = = —.
dy (9 +25)? 342 342~ 34

Como as derivadas parciais de f existem e sdo continuas em qualquer disco que ndo contem a
origem O = (0,0), A equacdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (-3, -5) € dada por
7

2=-f(=3-5) - 355

3
(x+3)+ 3—4(y+5).

Se consideramos a fungdo g(x, y) = z, temos que tal funcdo € linear e, além disso, f(x,y) — g(x, y)
quando (x,y) — (—=3,-5). Assim, g € uma aproximacao linear para f, sendo a aproximacao tanto
melhor quanto menor for a distancia entre (x, y) e (=3, -5).

0
Dada a fungdo f : R? — R tal que f(x,y) = x%ycos(xynr), calcule a—f(—Z,l) e
X
0
—f(—2, 1) e interprete estes nimeros como inclinagdes.

dy

Solucio: Temos,

af

(')_x(x’ y) = 2xycos(xym) + xzy(—yn sen(xym)).
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Assim,

(;—i:(—Z, 1) = —4cos(-2n) + 4(—n sen(—-2m)) = —4.

Se 8 € o dngulo no sentido anti-hordrio, formado pelo plano xy e a reta tangente ao grafico de f no
ponto (-2,1), contida no plano y = 1, entdo 6 = —arctg(4).

Similarmente,
af _ 2 2
G—(x,y) = x“cos(xym) + x“y(—xm sen(xym)).
y
Assim,
af

6_(_2’ 1) =4 cos(-2m) + 8 sen(—2x) = 4.
y

Se a € o angulo no sentido anti-hordrio, formado pelo plano xy e a reta tangente ao gréafico de f no
ponto (-2,1), contida no plano x = -2, entdo a = arctg(4).

Dada a funcio f(x,y) = e’ (x3 — 2x2y + y — 1), estude o sinal da funcdo g : R > R tal
0
que g(x) = a—f(x, 1), e a partir destas informacdes, esboce a intersec@o do grafico de f com o plano
X
y=1.

Solucao: Temos,

0
—af (x,y) = yze"yz(x3 - 2x2y +y-1)+ exyz(?ax2 —4xy).
X

0
g(x) = a—f(x, 1) = e"(x* —2x%) +e*(3x% — 4x)
X
= ¢ (x° +x* - 4x)
= xe*(x’+x-4)
Para estudar o sinal de g, devemos estabelecer para quais valores de x temos g(x) =0, g(x) <0Oe

g(x) > 0. Vejamos:
Se g(x) =0 entio xe* (x> +x-4)=0=

xe* =0 (12)
ou
x> +x-4=0 (13)
(12) = x = 0. De (13) temos,

Sl =2NT-4 T (8 -1V17
*= 2-1 - 2
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2xe _ i _ i 4 i 4
202 —x—2 L E _ i — i +
g(x) — i + i — i +

1— /17 i 0 i 1+V17 i

Analisando os sinais destas expressoes, vemos que g(x) >0V x € [} = [—1—2\@’ O] U [%ﬁ, +00)
eg(x) <0V xelf =R-1I,.

A intersecdo do grifico de f com o plano y = 1 € o grédfico da fun¢do ~ : R — R tal que
h(x) = f(x,1) = e*(x> = 2x?). Como g(x) = I (x), h é cresecente para todo x € I; e decrescente
em [7.

h(x) =0= " x*(x-2)=0=x=0
ou
x-2=0=>x=2.

Assim, estes sdo os zeros da fun¢do h. Como o crescimento exponencial é mais rapido que o

polinomial, ~(x) — +co quando x — +oco e h(x) — 0 quando x — —oo. Observe o grafico abaixo:

-4
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Dada a fungdo f(x,y) = " cos(2x — y), usando a regra da cadeia, determine:

() Z—J;, se x(t) =32 —1ey(t) =2t + 1.

Solucio:
% dx

95 @n D &Y
ot ox dt 0y dt
= (ye”cosQx —y) — ™ sen(2x — y)2) - 6t + (xe™ cos(2x — y)

+ eVsen(2x —y)) -2

= e"[cos(2x — y)(y - 61 +2x) —sen(2x — y)(2 - 6t — 2)]
= 2e¢"[cos(x —y)(y -3t +x) —sen(2x — y) (6t — 1)]

= 207 32=Dcos(662 — 26 — 3) (612 + 3¢ + 312 — 1)

— sen(6t* — 2t — 3)(61 — 1)]

= 203 2=D 1005662 — 26 — 3)(982 + 3¢ — 1)

—  sen(6f> — 2t —3)(6t — 1)]

(b) g_f’ se x(s,1) =22 + 3 e y(s,t) = 3st + 1.
S

Solucao:

o _ af ox of oy

ds  dx ds dy Os

(ye™ cos(2x — y) — & sen(2x — y)2) - 3s°

+ (xe”cos(Qx —y) + e sen(2x — y)) - 3¢

= e"[cos(2x — y)(y - 35 + 3 - x) —sen(2x — y)(2 - 3s% — 31)]

3¢ [cos(2x — y)(y - s> +1 - x) —sen(2x — y)(2 - s> — 1)]
3¢+ NG D cos (2212 + 5%) — (3st + 1) (s2(3st + 1) + 122 + 5%))
sen(2(21% + 5%) — (3st + 1))(25% — 1)]

= 3@ N [065(4r2 1+ 253 — 35t — 1) (45>t + 52 + 21%))

sen(4s? + 25> = 3st — 1)(2s> = 1)]

Em cada um dos itens anteriores, substitua as fungdes x e y, obtenha g(¢) = f(x(¢), y(¢))

e h(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)), e calcule E e %
dt  0s

Comparando com os resultados obtidos no problema 1, o que vocé pode notar?.
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Solucdo: Temos
g(t) = F(x(0), y(1)) = B DD 605232 = 1) = (2t + 1)).

Logo,
g(1) = O 372D (62 — 2 — 3)

€ assim

— = (8746~ 2)e @ +3°-2=1) o612 — 21 — 3)

_ 6321 gon(6r2 — 2 — 3)(12f — 2)
= 2O +37-2=D19s2 L 35 _ 1) cos(62 — 2 — 3)
— (6t —1) sen(6t> — 2t — 3)]

Por outro lado,
h(s,t) = F(x(s,1), y(s5,1)) = e@+ICD 052212 + §3) — Bst + 1))

Entao,
3 4 2 3
h(s, 1) = O H3H27457) oog(412 + 25° — 3st — 1)
e assim

oh
3 = (683 + 12531 + 352) O 43 102%+5Y) 004y 4 263 — 351 — 1)
S

_ o653 24 o (4s2 4 263 35t — 1)(65% — 31)
= 3O3R (03 L 4631 4 $2) cos(4r® + 2% — 35t — 1)

— (25 —1) sen(4r* + 25> = 35t — 1)

Comparando com os resultados obtidos no problema 1, podemos notar que

oy _ o

ds  Os
c

9f _dg

ot dt’

Assim, vemos que a regra da cadeia pode ser dispensada para o cdlculo de derivadas de funcdes

compostas em alguns casos. Entretanto, para muitos outros problemas ela € essencial.

Se z = f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem continuas, e x(u, v) = 2u—ve
2
y(u,v) = 3uv?, determine —=.
ou?
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~ 0
Solucdo: Inicialmente, vamos determinar G_f Temos:
u

of of o0x ﬁf Gy

Au B Gw Gy ow

_ of af
= 3 4u+6y 32
Entao,
2f _ 0 (of
ou2  du\ou
_ 9 (af of o
= 5. \35 4u+6y 3v)
o (of d (Of
= Bul\ox 4)+0u(8y 3 )
_ 9 (of 9f 0 s 9 (9f) 5,2, 90
= du ax) Mt axon M B (a ) 3 8y8u(3v)
_ 9 (of of 0 (9f) 50
~ Ou 0x) du 43x+[)u(6y) 3

0 0
Como 8_f e 6_f também sdo funcdes de u e v, precisamos aplicar a regra da cadeia a estas
X y

fungdes. Assim,

2 2 2 2
G ein o er &7 8y G5 .. TS o (14)
ou \0x 9x2 du  dydx Ou  Ox% 0yox
e
o (0 92 0 0%f 0 9? 92
2 (0f)_ 8 9x OF by _ O |, OF 4 (15)
Ou \ dy 0xdy Ou  0y? ou 0x0y dy?

Portanto,

NS}

af i(a_f).4 WO (‘9f)
ou?  Ou\ox “r Ox (9u ay

= (Bzf 4u + 2f -3y )4 +4_f+(82f 4u+82—f-31/2)-3v2

x? Aydx dx  \dxdy dy?
62 62
Pelo teorema de Clairaut, ayafx = 0x8fy’ entao
o*f o*f é’2f aof (9*f *f 2
CatA 302 du+ 4L 4 3
9is2 (axZ " 9xdy ) ox (axay “t gy ) ’
o f 2, O%f of  0*f 0 f
= 21 .16 2u? + 42 2w+ =L gyt
0x? wer dx0y v 0x - 0x0y o dy? ’
2 2 2
= 6—f-16u2+6—f-9v4+ of -24uv2+46—f
0x? dy? dx0y Ox
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Dada a fungiio F(x,y, z) = 10x> — 3y? + 472, determine as equacdes do plano tangente
a superficie de nivel F(x,y,z) = 2 no ponto (-1, 2, —1) e a equagdo da reta normal a esta superficie

no mesmo ponto.

Solucao: A equacgdo do plano tangente a superficie de nivel F(x, y, z) = k no ponto (xg, Yo, Z0)
¢ dada por

Fy(x0, y0, 20) (x — x0) + Fy(x0, Y0, 20) (¥ — yo) + F(x0, Y0, 20)(z — z0) = 0.

Como,
FX(x’ y’ Z) = Zox = Fx(_la 2,_1) = _20,

Fy(x,y,2) = =6y = Fy(-1,2,-1) = -12,
F.(x,y,2) =8z = F,(-1,2,-1) = =§,

A equacio do plano tangente a superficie de nivel 10x% — 3y? + 4z2 = 2 no ponto (—1,2, —1) é dada
por
200x+ 1)+ 12(y—2)+8(z+ 1) =0.

Observe que a reta normal a superficie F'(x, y, z) = 2 no ponto (—1,2, —1) tem a mesma dire¢ao
do vetor diretor do plano tangente neste ponto. Portanto, a equagdo paramétrica da reta normal é
dada por
r(t) = (-1,2,-1) + (20, 12, 8).

Mostre que a fungdo f(x, y) = tg(xy) é diferencidvel.

Solug¢ao: Observe que o dominio de f € o conjunto Dy = {(x,y) € Rzlxy +@2n+ 1)L neZ.
A funcdo f € diferencidvel se o € em todos os pontos de seu dominio. f € continua, pois € a composta
das funcdes continuas g(x) = tg(x) e h(x,y) = xy.

Vamos verificar se f é de classe C!:

0
a—f(x, y) = y sec’(xy),
X

af

—~(x,y) = x sec*(xy).
dy

Como a funcio u(x,y) = sec’(xy) é a composta de funcdes continuas, tal fungiio é continua

no conjunto Dy. Além disso, o produto de fung¢des continuas € uma fun¢do continua. Portanto, as

derivadas parcias de f sdo continuas, e assim f € diferencidvel.
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Determine o conjunto dos pontos em que a fungdo
3

Xy
fGay) =1 x2+y?

se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)
¢ diferencidvel.
Solucao: f € continua, pois
limitada
—
32
= lim xy - ————==0,
(x, y) (00>f( Y) = (x.y)—(0,0) VA y2
y?
pois g(x,y) = ——— ¢ limitadae lim xy = 0. Assim, vamos estudar a continuidade das
xXc+y (x,y)—(0,0)

derivadas parciais de f:

Se (x,y) # (0,0), temos

O gy LEHY) =22 y2x _ yloa+57)
ax T (x2 + y2)? (22
e
H_f(x ) = 3xy?(x® + y?) -2y - y3x 3 3y2x3 + xy*
V)= B )P e
Se (x,y) = (0,0), entdo
6—f(0 0= lim I®VJOD_ 1y, 020,
(x,0)~(0,0) x-=0 (x0)—(00) x
e
a_f(o 0o gm LOV-FOO L 0-0
(0,y)—(0,0) y=0 0.y)—00) y

Como as derivadas parciais de f sdo quocientes de polindmios, elas sido continuas em R? — {(0, 0)}.
Vamos verificar a continuidade em (0, 0).

0 3(v2 _ X2 2 2 X2
im —f( ,Y) = yOr-x) = lim y- LA =0,
(x.y)—=(0.0) dx @)=00) (x2+y2)?2  @y)-00" xZ+y2 x2+y?
yz y2 — 32
ois g(x, eh(x,y) = sdo limitadas e  lim =0
pois g(x,y) = 71 )2 (x,y o Do =
Analogamente,
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0 3y2x3 + xy* 2 2 +3x2
lim —f(x, y) = im S YA im x- / L =0,
(x.y)=(0.0) Jy @)—00) (x2+y2)2  (@y)-00 x4y x2+y?
32 2 1 352
ois g(x,y) = —— e j(x,y) = ——— sao limitadase Ilim x =0.
pois g(x, y) ER J(x,y) P o™

Portanto, a diferenciabiliade de f em todos os pontos de R? segue da continuidade de suas

derivadas parciais.

Mostre que a equagao

3x2y + sen2y = x

d
define implicitamente pelo menos uma fun¢do y = y(x) com y(0) = 0. Expresse d_y em termos de
X

xey.

Solucdo: Seja F(x,y) = 3x%y + sen2y — x. Temos

oF
—(x,y) =6xy—1,
0x
© oF
—(x,y) = 3x% + 2 cos 2y.
dy
. ) | oF e
Assim F € de classe C'. Como F(0,0) =0e 6_(0’ 0) # 0, pelo teorema das fun¢des implicitas,
y

existe um intervalo

U= (_61’ 62)’ €1, €2 > 0

e uma funcdo y : U — R tal que F(x, y(x)) =0 paratodo x € U, y(0) =0e

dy 2—5_ 6xy—1
dx g_};_ 3x2+2cos2y

Mostre que a equagao
62x+3y+z + 6xyz =1

dz 0
define implicitamente pelo menos uma fun¢do z = z(x,y) com z(0,0) = 0. Expresse 8—Z e 6_Z em
X y
termos de x, y e z.

Solucdo: Seja F(x,y,z) = 23+ 4 6xyz — 1. Temos

OF
(%) = 2624 4 6y,
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oF :
oY) = 32X 4 6xz
y

oF
—- (0 y) = eV 4 6xy.
Z

Assim, F é de classe C!, pois suas derivadas parciais sio soma de funcdes continuas. Como

oF
F(0,0,0) =0e —(0,0,0) # 0, pelo teorema das fun¢des implicitas, a equacdo F(x, y, z) = 0 define

<
implicitamente uma funcio z = z(x,y) satisfazendo z(0,0) = 0 e F(x,y, z(x,y)) = 0 para (x,y)

pertencendo a um aberto de R? contendo (0,0), e

oF
az _ 5 _ 262x+3y+z +6yZ
dx %_1; e2X+3y+2 + 6xy
oF
az ~ 3_y ~ 382x+3y+z + 6x27
Ay %_1; e2xt3y+2 4 6xy

Determine as equacdes das retas que sejam tangentes 2 elipse 2x? + y> = 3 e paralelas 2

reta2x +y="7.

Solucdo: Sejam r; e r, as retas procuradas tangentes a elipse. Sabemos que estas retas tém a

mesma direcdo de sua paralela s, dada por s : 2x + y = 7. Vamos escrever esta ultima em forma

paramétrica:
2x+y=T=>y==-2x+7,

entao
s(x) 1 (x,2x+7) = s(x):(0,7) + x(1,=2).

Logo, a direcdo de r; e r, também € dada pelo vetor (1, -2). Seja (x¢, yo) um ponto de tangéncia.
Se F(x,y) = 2x% + y?, entdo, pela regra da cadeia, o vetor gradiente de F é ortogonal 4 todo curva

contida na curva de nivel F(x, y) = 3. Em particular,

VF(xo,y0) - (1,-2) =0.

Portanto,
(4x0,2y0) - (1,=2) =0 = 4x9 —4yo = 0 = x0 = yo.

Como (xg, yp) pertence a curva F(x, y) = 3, temos

2x%+y8:3:>2x%+x%:3:>x0:4_-1.
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Assim, as equagoes das retas procuradas sao dadas por:

ri(t) =(1,1)+1(1,-2)

ra(t) = (=1,-1) +¢(1,-2).

2

Determine as equacdes das retas que sejam tangentes a curva x> + xy + y> = 7 e paralelas

aretadx + 5y = 13.

Solucao: Este problema poderia ser resolvido exatamente com o mesmo método do problema
anterior, mas vamos aplicar aqui o teorema das funcdes implicitas e assim explorar uma nova técnica.
Seja F(x,y) = x*> + xy + y> — 7. Temos,

O e 39) = T g
0x

F
a—(x, y) =2y +x.
Ay

Logo, F é de classe C!, pelo teorema das funcdes implicitas, para qualquer ponto (a, b) com
F(a,b) =0e¢ g—i(a, b) # 0 a equacdo F(x,y) = 0 define implicitamente uma funcdo y = y(x) na
vizinhanca de a com y(a) = be

dx 2_5 2y + x

Sejam ry e r; as retas procuradas tangentes a curva F'(x,y) = 0. Sabemos que estas retas t€m
o mesmo coeficiente angular de sua paralela s, dada por 4x + 5y = 13 = y = —%‘x + 15—3 Entao,

devemos encontrar os pontos (a, b) pertencentes a curva F(x, y) = 0 tais que

dy 4
a(d, b) = —g.

Assim,
2a+b A 044 5b=8b+da=2a=b.
b+ta 5

De F(a, b) = 0 temos

A +ab+b*-T=0=>d*+2a*>+4a*>=7=a = +1

Portanto, as equacdes reduzidas das retas r e r, sdo dadas por

4
y=2=—2(x-1)
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(a)

(b)

y+2=—g(x+1).

4.42

Escreva uma expressdo definindo a derivada direcional de f em (xo, yp) na direcdo do vetor

unitario u = (a, b).

Solucdo: A derivada direcional de f em (x¢, yo) na direcdo do vetor unitério u = (a, b) é

f(xo+ ha, yo + hb) — f(x0, y0)
h

Duf(x(), y()) = lim
h—0
se esse limite existir.

Como interpreta-la como taxa de variacao? Como interpreta-la ggometricamente?

Solucdo: Consideremos uma superficie S com equagdo z = f(x, y) e tomemos zg9 = f(xo, yo)-
Logo, o ponto P(xo, Yo, 20) estd em S. O plano vertical que passa por P na dire¢do do vetor
unitdrio u, intercepta S em uma curva C. A inclinacdo da reta tangente 7 a C em P € a taxa de
variacdo de z na dire¢do u. Geometricamente, temos

P(xo, Yo, 20)
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(c) Seja f(x,y) = x2 + y2. Usando a definicao, calcule a derivada direcional de f no ponto (1,1)

e na direcdo do vetor @ = (—— —)

1

V2' V2

Solucdo: Usando o item (a) teremos que

D, f(1,1)

(a) Expresse D, f em termos de V f.

}llirr(l) f(xo + ha, yo +hhb) - f(x0,y0)

f(1- \Lﬁh, 1+ %h) - f(1,1)

Solucao: Se f é uma funcdo diferencidvel, entdo f tem derivada direcional na direcdo de

qualquer vetor unitério u e

D.f=Vf.u

(b) Explique o significado geométrico do gradiente.

Solucdo: No caso de uma funcdo w = f(x,y, z) que define S como a superficie w = wy, o

vetor gradiente em um ponto P = (xg, yo, Z0) € S € perpendicular ao vetor tangente ’(z() onde

r(t) é qualquer curva em S tal que r(tp) = P. Geometricamente temos
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VF (X0, Yo Zo)
plano tangente

/

(c) Considere f(x,y) = x> + xy. Calcule a derivada direcional de f no ponto (1,2) e na dire¢ao
do vetor W = (3,4).

~ z 1 .z z —> ~ 2z
Solucdo: Temos que f(x,y) é diferencidvel em todo o R?, porém o vetor % = (3,4) ndo é
unitdrio, logo devemos calcular o seu versor. Assim,

e
i@z \5'S5)

Portanto, segue do item (a) que:

5

34 34 16
Duf(1,2)=Vf(1,2).(§,§)=(4,1).( )

55) "
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Caleulo I

Intearais mualktiplas

TS picos aBOrdados NOs exeraicios

Topi 122
. * Definicdo e cdlculo de integrais duplas e triplas;
Meétodos e Técnicas 123 * Teorema de Fubinni para integrais multiplas;
Enunciados 124 * Mudanga de Varidvel em integrais multiplas.
Dicas 127
Conteldos essenciais para a resolugdo dos
Respostas 128

exeraecios

* Integral de funcdes de uma varidvel em um intervalo fe-
chado;

* Teorema Fundamental do Célculo para fungdes de uma
variavel;

* Mudanga de Varidvel na integral de uma fun¢do de uma
variavel;

* Coordenadas Polares.
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* Nas questdes abaixo, utiliza-se o teorema de Fubinni para

Theeime dle ki calcular as integrais multiplas de forma iterada.

» Nas seguintes questdes, usa-se a mudancga de varidveis para

coordenadas polares para resolver as integrais multiplas;

* Nos seguintes exercicios, faz-se uso da mudanca de varid-
veis para coordenadas esféricas para resolver as integrais

Mudancga de Varidveis e 1
multiplas;

* Nas exercicios abaixo, utiliza-se a mudanga de varidveis
para coordenadas cilindricas para resolver as integrais mul-
tiplas.
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® OO0O0

®® 0O

000

Calcule as seguintes integrais iteradas:

1 \ll—yz
(a) ff (x +y)dxdy;
0J0

/4 ~cos
(b) f f 3 r2send dr db.
0 0

Escreva a integral dupla nas duas ordens de integracdo e

use a mais conveniente para calcular a integral . Esboce a regido

de integracao.

(a) f f % dA, R :triangulolimitadopory = x,y =2x
RX“tY

ex =2
(b) H —2ye*dA, R : regido limitada por y = 4 — x” e
R
y=4-x;

(c) f f xdA, R : setor circular limitado por y = V25 — x2,
R

3x+4y=0ey=0;
(d) f f (x+y)dA, R :semicirculo limitado por y = V4 — x2
R

ey=0.

Faca o que se pede:

(a) Use coordenadas polares para calcular a integral f f (x*+
R

y?) dA, onde R : aregido anular localizada entre os circulos
?+y?=lex?+y*=5;
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L e

000

L e

(b) Use coordenadas polares para calcular o volume do sélido

limitado acima por z = /16 — x2 — y2 e abaixo por x> +
Y <4

1 pxpxy
(c) Calcule a integral tripla iterada f f f xdzdydx;
0J0J0

(d) Usando integral tripla, calcule o volume do elipséide

4x% + 4y? + 22 = 16.

Faca o que se pede:

(a) Usando coordenadas cilindricas calcule a integral tripla

2 V-2 4
f f f xdzdydx;
-2 J-Va-x2 x2+y2

(b) Usando coordenadas esféricas calcule o volume do sélido
limitado acima pela esfera x> + y% + z2 = 9 e abaixo pelo
cone z2 = x*> + y%, 7 > 0.

Calcule a integral iterada:

4 2
(a) f f (6x* — 2x)dydx;
1 0
1 1
b \Jx2 + y2dydx.
()fO fo Xy X<+ y“dydx

Calcule a integral dupla:

(a) f f y>dA onde D é a regido triangular com vértices
D
0,2),(1,1) e (3,2);

(b) f f x cos ydA onde D é limitada por y = 0,y = x2,x =
D
1.
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eeeo0 Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas po-
lares:

(a) f f xzydA, onde D é a metade superior do disco com
D

centro na origem e raio 5;

(b) f f sen(x2 + yz)dA, onde R € a regido do primeiro qua-
R
drante entre os circulos com centro na origem e raios 1 e
3.

¢eeo0 No célculo de uma integral dupla sobre uma regiao D,

obtivemos uma soma de integrais iteradas como o que segue

1 2y 3 3=y
[ [ randa= [ [ ponasays [ [ reasay
D 0 0 1 0

Esboce a regido D e expresse a integral dupla como uma integral

iterada com ordem de integracdo contréria dydx.

eeeo0 Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coor-

denadas polares:

3 VO—x2
(a) f f sen(x? + y*)dydx;
-3J0

®) f f (x4 y)dxdy.
0 Jy
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Use o teorema de Fubini.

Para a resolugdo das alternativas da
questdo esboce as regides para encontrar os
limites de integracdo e, se necessario, faca
mudanca de varidvel para resolver as inte-

grais. Use o teorema de Fubini

Lembre-se que x = r - cosf e y =
r - senf. Esboce a regido de integragdo para
determonar os limites de integracdo. Dese-
nhe a regidio x*> + y? < 4 para determinar os
limites de integracdo e, se necessdrio, faca
uma mudanca de varidvel para resolver a in-
tegral. Utilize o teorema de Fubini para in-
tegrais triplas. Faca um esboco do elipséide
para determinar os limites de integrag@o e ob-
serve que podemos usar simetria para calcular

o volume desejado.

m Faca a mudanga para coordenadas ci-
lindricas e utilize o teorema de Fubini para
integrais triplas. Faca a mudanga para co-
ordenadas esféricas e encontre a variagao de
p, 8 e ¢. Utilize o teorema de Fubini para

resolver a integral.

127

m Utilize o teorema de Fubinni.

FEI3 Esboge a regido de integrago e analise
a intersec¢do da mesma com 0s eixos para

assim, obter os limite de integracao.
Lembre-se que.
x=r-cosfey=r-send.

Esboce a regido de integracdo para determo-

nar os limites de integracao.

m Esboce a regido de integracao para de-

terminar os limites de integracdo

WS Faga as mudangas necessdrias e aplique
o teorema de Fubinni.



Calcule as seguintes integrais iteradas:
1,152
(a) ff (x +y) dx dy;
0Jo

Solucio: Iremos fazer os cdlculos naturalmente, integrando primeiro em relacdo a x e depois
em relacdo a y,

1 ~V1-y2 (42 1-y?
ff (x+y)dxdy = f — + Xy dx dy
0J0 0o \2 0

1 2
1 -
= 1 — 2
fo( 7 + v y)dy
3 1
y ) 243
— ==L == 1 —y9)2
[5-%-30-1),
_ 2
-3

/4 ~cosO
(b) f f 3 r2send dr do.
0 0

Solucao: Iremos fazer os cdlculos naturalmente, integrando primeiro em relacdo a r e depois
em relacdo a 6, nesta dltima, faremos a mudanca u = cosé.

/4 ~cos
f f 3 r’send dr do
0 0

cos 8

/4
f send r>
0 0

/4
= f cos>@send do
0

do

Fazendo u = cosf tem-se du = —send dO e

/4 ~cos O
f f 3 r%send dr db
0 0

I
|
—
=b3
.
<

4
a1 12
_4g_442
3
16
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Escreva a integral dupla nas duas ordens de integracdo e use a mais conveniente para
calcular a integral . Esboce a regido de integracao.

(a) ff % dA, R :tridngulo limitadopory =x,y=2xe x = 2;
RX™+Y

Solucao: O desenho a seguir representa a regiao de integragao:

Note que,

2 ~2x
ff 2y 2dA:ff zy 5 dydx
RX“+Y 0Jx Xty
2~y 4,2
y _ y y
ff 5 sz—ff 5 2dxdy+ff 5 dxdy.
RX“tY 0Jyp2 X=ty 2Jdyp Xty

Fazendo u = x> + y> tem-se du = 2 ydu e

2 ~2x 2 ~2x
1 d
ff 2y 7 e _ff = dx
0Jx X< +y 2 0Jx u
1 (? 2 1 (2 2
= E‘fo In(u) dexZEL ln(x2+y2)|xxdx

1 2
= - f In(5x%) — In(2x?) dx
2 Jo

(b) ff —2ye*dA, R :regidolimitadapory =4 —-x?ey =4 —x;
R

Solucdo: O desenho a seguir representa a regido de integragao:
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Os pontos de intersecao sdo determinados fazendo-se
4-x*=d4-x=2x-x*=0=2x-(1-x)=0=>x=0o0ux=1.

Portanto os pontos de intersecdo sdo (0,4) e (1,3). Dessa forma,

1 p4—x2
f:f —2ye* dA = ff —2ye* dydx,
R 0J4—x
4 ~\[4—y
ﬁ —2ye* dA = ff —2ye* dxdy.
R 3J4-y

Vamos calcular agora a integral dupla,

1 ~4-x2 i 1 i R
foﬁ_x —2ye’ dydx = j; e ( -y |4_x )dx

fl e (—(4 x4 (4- x)z) dx
0

fl (—8xex +9x%e" — x4ex) dx
0

1 1 1
= —f 8xe*dx +f 9x2e*dx —f x*e*dx.
0 0 0

Vamos agora, usar a técnica da integracao por partes para cada uma das integrais acima:

1 1 1
—f 8xerdx = 8xex| - f 8e*dx = —8e + 8¢*
0 0 Jo

1 1 1
f 9x2e*dx = 9x%e*| — f 18xe*dx
0 0 Jo

1
= 9e—f 18xe*dx
0

1
= -8,
0

: 1
= 9e—(18xex —f 18exdx)
0 Jo
1
= —-O¢ + 18¢*
0
= 9¢-18
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1 1
1
—f tefdx = —(x4ex —f 4x3exdx)
0 0 Jo
1
= —e+f 4x3 e dx
0
1
lexzexdx
0
1
f24xexdx)
0

1
= 36—12€+f 24xe*dx
0

1 1
- —9e+(24xex|0— f 24exdx)
0

= _9¢+24e— 24ex|

1
= —e+4x3e” 0

= —e+4de— (12x2ex (1) -

1

0
= 24 —-9¢

Portanto,

1 rd—x2
ff —2ye* dydx = -8 +9e¢ — 18 +24 —9¢ = -2
0J4-x

(©) ff xdA, R : setor circular limitado por y = V25 — x2,3x +4y=0e y = 0.
R

Solucao: A regido de integragcao € dada por:

regiao
A5

25

15

0.5

-05

]
—
» |

o
—
O
>I<N
=
&
=

+
—
~ (=)
—

.
g
=
=
&
&

[[ xaa
[/ xan S

1]
—
£
(98]
=
s
=
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Calculando, tem-se:
—4y/3
dy

—4y/3 3 x2
ff xdxdy f —
25 —y? 0 2 —4/25-y2

_ f162 (25 - y?) dy

25 , 1(25 , 3
- _25)dy== (24325
2[0 (9y ) 2(27y y|0)

25
= S(1-3)=-

(d) ff (x +y)dA, R :semicirculo limitado por y = V4 —x2e y = 0.
R

Solucdo: O desenho a seguir representa a regido de integragao:

D

=2 0 2

2 Va—x2
f f (x +y) dydx,
-2 Jo
2 p\fa—y?
(x +y)dxdy.
Lﬁ\M—yz

) 2\ [
xy+—)
IS
2

dx
2 X
= f (xv4—x2+2—?)dx

2

2 2 2,2
f X 4—x2dx+f 2dx — —dx.
-2 -2 2 2
Fazendo u = 4 — x%, du = —2x tem-se

2
f xV4 —x2dx =0
5

f (x+y)dA
R

f (x+y)dA
R
Dessa forma,

2 ,Va-x2
f f (x +y)dydx
-2 Jo

0
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Assim,

2 pVA-x2 3\ 2
X 1 16
:2—— = 1—— = —,
L i o) =s(1-3) =3

Faca o que se pede:

(a) Use coordenadas polares para calcular a integral f f (x% + yz) dA, R : a regidao anular
R
localizada entre os circulos x> + y*> = 1 e x> + y*> = 5;

Solucdo: A regido de integracdo € a seguinte:

V5

at
v

assim,

27 ~V5
f f [(r cos 9)2 + (rsenG)z] rdrd6
0 J1

27 A5 2n r4 V5
f f r drdf = f —
o Ji o 4

(b) Use coordenadas polares para calcular o volume do sélido limitado acima por z = /16 — x2 — y?
e abaixo por x* + y? < 4;

ff(xz +y%) dA
R

2w

dd =60 =12n.

1 0

Solucao: o volume do sélido € dado por:

2n N2
V:ff\/m—xz—ysz = f f \/16—(rcos@)z—(rsene)zrdrde
R 0 Jo
2 2
= f rv16 — r2 drde.
0 Jo

Fazendo u = 16 — r2, du = =2 r dr tem-se

1 21 ~16 1 2r 16
Vo= —ff ul/zdudG:—f | do
2Jo Ji2 3 Jo 12

2r
= %(\/163—\/123)f dG:Z?n(\/l63—\/123)
0

167

= 2?”(16.4 —24V3) = T(8 -3V3).
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1 px pxy
(c) Calcule a integral tripla iterada f f f xdzdy dx;
0J0Jo

Solucdo: Integrando primeiro em relagdo a z, depois y e por dltimo em relacdo a x obtemos:

1 px pxy 1 px xy 1px
fff xdzdydx = ff x(z| )dydx:ff x%y dy dx
0J0Jo 0Jo 0 0J0

1 21X 1 .4
fxz(Y_ )dx:f T dx
0 2, 0o 2

1

x>

10

1

o 107

(d) Usando integral tripla, calcule o volume do elipséide

4x* + 4y + 22 = 16.

Solucao: Observe que

A4+ 4y  + 2 =162 22 =4 - x2—y}) > 244 — x2 —y2 < 7 < 244 —x2 — y2.

Como temos simetria podemos considerar

2 VA2 24f4-x2-)2
ves [ dz dy d.
0 Jo 0

2 V4—)C2( '2 4—X2—y2)
vV = 8f f Z dy dx
o Jo L
) N
— 16f f \J4 = x2 = y2dy dx
0o Jo
2
y
= 8f (y\/4—x2—y2+(4—x2)arcsen( ))
0 V4 — x2/ /o

_ 8f02(o+(4—x2)(g—0)) dxzsfozgm—xz)dx

2
:4ﬂ(8_§)_647r
O 3

Logo,

Vi4—x2
dx

x3
= 4rx(4x-=
ol

3

Faca o que se pede:
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(a) Usando coordenadas cilindricas, calcule a integral tripla

f f f xdzdydx;
x2+y2

Solucdo: Temos que a regido de integracao é dada por
={(6,32)|-2<x<2,—V4-x2<y<Va-xLx*+y <z <4).

Em coordenadas cilindricas tem-se

={(r,6,2);0<r<20<6<2mr’<z<4).

2 2 i
f ff r2cos 6 dz dr do
0 0Jr?
2 2 4
f f r2 cos 6 z‘ ,drdo
0 Jo r
2 2
f f r?cos0(4 — r?) dr do
0 Jo
2n 2
f f cos 0(4r* — r*) dr do
0 Jo
fZﬂ' ) (4’,3 7'5) 2
cosf|— — —
0 3 5/l

2 VA2 4 2n 1
f f f xdzdydx 25f cosH(———) deo
-2 J-Va-x2 Jx24y2 0 g I

Portanto, temos

f f f xdzdydx
x2+y2

do

_ 26 0d6 = 26 (0)’27{
= 15 o COoS 1SSGI’I 0
= 0.

(b) Usando coordenadas esféricas, calcule o volume do sélido limitado acima pela esfera x2 + y2 +
z? = 9 e abaixo pelo cone z2 = x? + y%, 7 > 0.

Solucao: O centro da esfera dada e o vértice do cone € o ponto (0, 0,0), fazendo

X = pseng cosd
= psen¢ send
Z = pcose
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teremos a equacao da esfera dada por,

x? + y2 +z2=9
(pseng cos 0)2 + (pseng sen@)2 + (p cos ¢)2 =9
,o2 sen’e + p2 cos® =9

=9

Logo, 0 < p < 3. Da interseccao entre a esfera e o cone tem-se

Il

|
I
\Y
]

9
?=9-=27=2-=7¢
2
3 T 2 b/
Mas z = pcos ¢, e logo, 3cos ¢ = —, o que implica cos ¢ = — e tem-se ¢ = —. Portanto,
\2 2 4
E:{(p,@,¢);0$p£3,0S9£2n,0£¢£ }
27 a 3
f f f pzsenqb dpd¢ do
0 o Jo
27 @ 3
P
seng —
Jo gy e 5
2n 4
9f f seng d¢ do
0 0

INEN

Assim,

Vv

3
d¢ do
0

2 'y
V =9 (—cos¢)| db
0 0
2r
= 9(1—ﬁ)f do
2 | Jo
= 9r(2-V2).

Calcule a integral iterada:

4 2
(a) f f (6x2 —2x)dydx.
1 Jo

Soluc¢ao: Temos que,
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4 2 4 2
f f (6x% — 2x)dydx = f [ f (6x% - 2x)dy] dx
1 0 1 0

Note que,
2 2
f (6x2 - 2x)dy = (6x2y — 2xy)‘ = 12x% — 4x
0 0
Logo,
4 4
f (12x% — 4x)dx = (4x> = 2x*)| =4.4%-242 -2 =222
1 1
Portanto,

4 2
f f (6x> — 2x)dydx = 222
1 0
1 1
(b) f f xy+/x2 + y2dydx.
0 0

Solucdo: Temos que,

1 pl 1 1
2 4 42 — 2 4 2
XY+l X +ydydx—f x[f VAl X +ydy]dx
Jy J o =L

Como, .
3
—(x? +y2)% =Z.(x*+ yz)%.Zy = 3y4[x% + y?
0y 2
! 17, 5, L3710 1 3
f y‘/x2+y2dy=—[(x +y )7] :—[\/(x2+1)3—x]
0 3 0 3
Segue que,
1Y (S 1 Y o 1 (!
—f X (xz+1)3—x3 dx:—f X (x2+1)3dx——f x*dx
3 Jo 3 Jo 3 Jo
Como

0 5
a(x2 +1)3 = 5.(){2 +1)7.2x = Sx+/(x2 + 1)3

1

1! 1[1
§fo x\/(x2+1)3dx:§[§(x2+l)%

:1_15[\/5_1]:%[4\/5—1]. (1)

0

137



Por outro lado,

x° ! 1
5 o

Portanto, de (1) e (2) teremos
1,1
42 2 22V2-1)
xyafx2 +yidydx = — - — = ———~,
Sy o T

Calcule a integral dupla:
(a) f f y>dA onde D é a regido triangular com vértices (0,2), (1, 1) e (3,2).
D

Solucio: A regido de integracdo € dada pela figura abaixo:

-05 0 05 1 15 2 25 3 35

Iremos dividir em duas regides de integral, calcular a integral dupla das mesmas e soma-las.

1 2 1 2
Ai :f f y3dydx:f U y3dy] dx
0 2—x 0 2—x

Calculando a integral interna obtemos,

2 412 4
y 16 — (2 -x)
f y3dy — [Z] = —4
2-x 2—x

Assim, segue que

Isso implica que,
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1 4 1 571
16 — (2 - x) lf 4 1 (2 -x) 49
_— = — 1 —2— = — 1 = —
ﬁ 7 dx 1 O(6 2-x)"dx 1 6x + 5 .= 20

Por outro lado, temos que

3 3 2
Ay = f f 1 y3dydx = f [f 1 y3dy
1 Jxt 1 xtl

Segue que

Teremos entdo, que

X 4 P 53
[ B2 PR PN 22V PR (PR o B
. 4 T4 2 TR 5 ~ 10
1

Portanto,

49 49 147
3
dA=A1+A
ff TR0 10" 20
(b) ffxcosydA onde D é limitadapor y =0,y = x% x = 1.

D

Solucao: Perceba que a regido de integral que queremos é

={0<x<1,0<y<x?
Assim, teremos que

1 X2 1 x2
f f xcos ydA = f f x cos ydydx = f f x cos ydy
D 0 Jo 0 0

Resolvendo a integral interna, obteremos

dx

x2 x2 xz
f xcosydy = xf cos ydy = x[seny = xsenx’
0 0

0
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Segue que

1 1
1 I 1-cosl
f xsenx’dx = —f sen(u)du = [_cosu = cos
0 2 Jo 2 o 2

Portanto,

1 x?
1- 1
ffxcosydA:ff xcosydydx:&.
D o Jo 2

Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares:

(a) f f x%ydA, onde D é a metade superior do disco com centro na origem e raio 5.
D

Solucao: Lembremos que, em coordenadas polares temos

o(x,y)| _

=rcosf ; =rsenf ; =
X = rcos y=rs '6(1’,9) r

Assim, segue que

ffxzydA:ff (rcos@)zrsenera’rde,
D Dr9

onde

Dyy={0<r<50<6<mn}

Segue, entao, que

T 5 Fis 5
f f xzydA = f f r* cos? Osenfdrdf = f [f r* cos? Hsenedr] do
D o Jo 0 0

Resolvendo a integral interna, teremos

r

5
] = 625 cos’ fsend
51

5 5
f r* cos? @senddr = cos? Osend f r*dr = cos’ fsend [
0 0

Dai,

f 625 cos? BsenfdO = 625f cos? fsenddl = 625

[_cos3 6]” 1250
0 0 0
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Portanto,

1250
ff xzydA = ff r* cos? Osenfdrdd = ——
D Dyg 3

(b) f f sen(x> + yz)dA, onde R € a regido do primeiro quadrante entre os circulos com centro
R

na origem e raios 1 e 3.

Solucio: Usando coordenadas polares teremos

f f sen(x® + y?)dA = f f rsen(r?)drdo,
R Ry

onde

o

D

Il
——

—_

A

~

IA

&

(@)

IA

>

IA
N N
——

Assim, teremos que

5 3 3 3
f f rsenr2drdf = f [f rsenrzdr] do
0 1 0 1

Calculando a integral interna, obteremos

3 9 9
1 1- 9
f rsenrdr = —f sen(u)du = [— cos u] _ 08 087
1 2 1 2

Segue que

f% c0s1—cos9d0: c0s1—cos9f%d0:M[9]% :E[cosl—cos9]-
3 2 2 0 2 0 4

No célculo de uma integral dupla sobre uma regidao D, obtivemos uma soma de integrais

iteradas como o que segue

1 2y 3 3-y
f f ) = f f Pl iy = f f Aoy
D 0 0 1 0

Esboce aregido D e expresse a integral dupla como uma integral iterada com ordem de integragcao

contraria.

Solucdo: A regido de integragdo é dada por:
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Portanto, invertendo a ordem de integragcdo, obteremos

2 3—x
‘J: ‘j: f(x, y)dydx

Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordenadas polares:

3 V9—x2
(a) f f sen(x2 + yz)dydx.
-3Jo

Solucao: A regido de integragao €:

D={-3<x<30<y<v9-x2
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Y= \_,.-"” —x?

Assim, fazendo a mudanga para coordenadas polares, obteremos

bd 3 Vs 3
f f rsen(r?)drd6 = f [ f rsen(rz)dr] do
0 0 0 0

Resolvendo a integral interna, teremos

: 1 3
f rsen(rz)dr = [—— cos(rz)] =—=(1-cos9)
0 2 0o 2

Segue que:

Ve

™1 1 Py
f(; 5(1 —c0s9)dl = 5(1 —cos9) [0] = E(l —cos9)

0
(b) f f (x + y)dxdy.
0 Jy

Solucio: Temos que a regido de integracdo é dada por

[y <x<42-y%30<y<1}
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(1,1)

Y= g a
Y T +y =2

0.5

T T -
-05 o 0s i) 14 T

-0.5 4

Logo, usando coordenadas polares, teremos que

V2 2 V2
f f (rcos@ + rsenf)rdrdf = f f (rcos@ + rsenf)rdr
0 0 0 0

Calculando a integral interna obteremos

de

V2 A1V2
f (rcos 8 + rsend)rdr = (cos 6 + send) [?] = T(cos 6 + senf)
0 0

Portanto,

ENP

22
3

o

i 2V2 2V2
f T\/_(cos 6 + send)do = T\/_ [sen@ —cos 9] =
0
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* Maximos e Minimos de uma fun¢do de duas vdrias varid-

Veis;
* Teorema do Valor Extremo e o Teste da Segunda Derivada;
* Calculo de Volume por Integracao Muiltipla;

e Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia;

Conteldos essenciais para resoluedo dos
exeracios.

¢ Derivadas Parciais;
* Calculo de integrais duplas e triplas: Teorema de Fubinni;

* Inversao da Ordem de Integragdo.
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* Nos exercicios abaixo, utilizamos a regra da cadeia para

Regra da Cadeia calcular derivadas parciais de fun¢cdes compostas.

* Nas seguintes questdes buscamos determinar maximos e
Teste da Segunda

. minimos locais através do Teste da Segunda Derivada.
Derivada

e 6o Vallor * Nas questdes abaixo, verificamos a existéncia de maximos e

Dot minimos absolutos utilizando o Teorema do Valor Extremo.

 Utiliza-se o Teorema de Fubinni para calcular as integrais

que determinam o volume de um sélido.

Teorema de Fubinni
* Nos exercicios que se seguem, usa-se o Teorema de Fubinni

no cdlculo de integrais que determinam massa, centro de

massa e momento de inércia de regides e solidos.

Mudanga de varidveis: » Nas questdes abaixo utilizamos a mudanga de varidveis para

Cloailiades Pallies coordenadas polares no cdlculo do volume de um sélido.
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O trabalho realizado por uma forca constante F, quando o

—

seu ponto de aplicagdo de move ao longo do vetor PQ, é dado por

. ﬁ —
W= IIPIOJI;QFII I PQ I,

com projﬁ Fa projecao de F sobre PQ.

Calcule o trabalho realizado para deslocarmos um carro por 50
metros aplicando-se uma forca de 25N num cabo que faz um

angulo de 20° com a direcdo horizontal.
Faca o que se pede:

(a) Um cilindro anular tem um raio interno R e um raio externo
r (veja figura). Seja o momento de inércia dado por I =
%(R2 + r2) com m a massa. Os dois raios crescem a taxa de
2 centimetros por segundo. Calcule a taxa na qual / varia

no instante que os raios sao 6 e 8, respectivamente.

(b) A voltagem V em um circuito elétrico decresce lentamente a
medida que a pilha se descarrega. A resisténcia R aumenta
lentamente com o aumento de calor no resistor. Use a
lei de Ohm, V = [.R, para calcular como a corrente [

estd variando no momento que R = 400Q, I = 0,08A,

s —-0,01 V/ise R _ 0,03 Qs.
dt dt
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eeco Uma equipe de oceondgrafos estd mapeando o fundo do

oceano para ajudar no resgate de um navio afundado. Usando um

sonar, eles desenvolveram o modelo
D(x,y) = 250 + 3 x> + 50sen (%) .
com D(x, y) a profundidade e x e y as distancias em quildmetro.

(a) Qual a profundidade do navio se ele estd localizado nas

1
coordenadas x = ley = 5?;

(b) Determine o declive do fundo do oceano na dire¢ao positiva

de x a partir da posi¢cdo do navio;

(c) Determine o declive do fundo do oceano na direcao positiva

de y a partir da posi¢ao do navio;

eeeo0 Usando integral dupla, calcule o volume do sélido limitado
pelas equagdes dadas:

(@ z=xy,z=0,y=xex =1no 1° octante;

(b) x*+ 72 =1, y2 + z2 = 1 no 1° octante.

¢eoo Usando a diferencial do volume, calcule a quantidade de
material necessdria para construir um tambor cilindrico fechado
de 2 m de raio, 5 m de altura e 1 cm de espessura.

eeoco A lei dos gases para uma massa fixa m de um gés ideal a

temperatura absoluta 7', pressdao P e volume V é PV = mRT, onde
R € a constante do gis. Para um dado gés, ao serem coletados
os dados de pressao e volume, admite-se uma margem de erro
de 2,3% para a pressao e 4,2% para o volume. Assim, qual o

percentual maximo de erro para a temperatura?
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Se rotacionarmos uma circunferéncia em torno de um eixo
que ndo intersecta a mesma, obtemos uma figura espacial chamada
toro. Assim, sejam R a distancia do centro da circunferéncia ao
eixo e r o raio da circunferéncia. O volume delimitado por tal
superficie é dado por V = 272 Rr?. Se uma inddstria automotiva
deseja fabricar uma camara de ar que, quando inflada, possui o
formato de um toro com dimensdes R = 30 cm e r = 10 cm, qual
a quantidade aproximada de borracha necessdria, se a espessura

da mesma for 2 mm?

Em um intante de tempo #g o volume de um paralelepipedo
éde V = 2880 cm? e ataxa de variagio do volume é de 792 cm?/s.
Qual a taxa de variacdo da altura se neste instante o comprimento
¢ € a largura [ variam as respectivas taxas de —1 cm/s e 2cm/s,
c(tg) =24cmel(ty) = 8cm?

A temperatura em um ponto (x,y) € T(x,y), medida em

graus Celsius. Um inseto rasteja, de modo que sua posi¢cdo apds

t segundos € dada por x = V1 +1, y =2+ %t, onde x e y
sao medidos em centimetros. A funcdo da temperatura satisfaz
T.(2,3) =4eT,(2,3) = 3. Quao rapido a temperatura aumenta
no caminho do inseto depois de trés segundos?

Em fisica, uma onda € uma perturbacdo oscilante de al-
guma grandeza fisica no espaco e periédica no tempo. A oscilacao
espacial € caracterizada pelo comprimento de onda e a periodi-
cidade do tempo que é medida pela freqiiéncia da onda, que € o
inverso de seu periodo. Estas duas grandezas estdo relacionadas
pela velocidade de propagacao da mesma.

Dentro do estudo da fisica, inimeros problemas aparecem com
duas ou mais varidveis independentes, sendo que um dos modelos
matematicos para o estudo e resolucao desses problemas envolve
equacoes diferenciais parciais. Um exemplo disso é o problema
da corda vibrante com extremidades fixas que consiste na equacao

diferencial parcial dada por:

%z ,0°z

53 =@ 5= aconsante. (16)
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As primeiras tentativas para o estudo do movimento real da corda
foram feitas por, Brook Taylor em 1713, mas a solucao geral do
problema foi obtida por d’Alembert (1747), Euler (1748) e Daniel
Bernoulli (1753).

Assim, verifique que qualquer fun¢ao da forma

z=f(x+at)+g(x—at)

¢ uma solucao da equacgdo de onda dada pela equacao 16

Se x cresce a razao de 2 polegadas por segundo quando
passa pelo valor x = 3 polegadas, com que velocidade deve variar
y quando y = 1 polegada afim de que a funcdo 2xy> — 3x%y

permaneca constante?

Nas proximidades de uma bdia, a profundidade de um
lago em um ponto com coordenadas (x, y) é z = 200 + 0, 02x> —
0,001y3, onde x, y e z sdo medidos em metros. Um pescador que
estd em um pequeno barco parte do ponto (80,60) em direcdo
a bdia, que estd localizada no ponto (0,0). A dgua sob o barco
estd ficando mais profunda ou mais rasa quando ele comeca a se

mover? Explique.

Suponha que em uma certa regido do espaco o potencial
elétrico V seja dado por V(x, y, z) = 5x% = 3xy + xyz.

(a) Determine a taxa de variacdo do potencial em P(3,4,5) na
%
direcdo do vetor v = 7 +7 — k.

(b) Em que dire¢@o V varia mais rapidamente em P?

(¢) Qual a taxa méxima de variacdo em P?

Estude com relacdo a méximos e minimos locais a func¢ao:
f(x,y) = x2 +3xy + 4y% — 6x + 2y.

Estude com relacao a méximos e minimos locais a funcao:

I 1
f,y)=—=+—-+xy,x>0ey>0.
Xe oy
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Para produzir determinando produto cuja quantidade &
determinada por z, uma empresa utiliza dois fatores de producao
(insumos) cujas quantidades serdo indicadas por x e y. Os precos
unitarios dos fatores de produgdo sdo, respectivamente, 2 e 1.
O produto serd oferecido ao mercado consumidor a um prego
unitdrio igual a 5. A funcdo de producdo da empresa € dada
por z = 900 — x> — y? + 32x + 41y. Determine a producio que

maximiza o lucro.

Duas particulas P; e P, deslocam-se no espaco com velo-
cidades constantes Vf =(1,1,0) eVﬁ = (0, 1, 1), respectivamente.
No instante t = 0 a P; encontra-se na posicao (1, 1,3). Sabe-se
que a trajetdria descrita por P, passa pelo ponto (1,1,0). Qual
deverd ser a posicdo de P, no instante = 0 para que a distincia

minima entre elas seja a menor possivel?

Determinada empresa produz dois produtos cujas quanti-
dades sdo indicadas por x e y. Tais produtos sdo oferecidos ao
mercado consumidor a precos unitdrios p; e p,, respectivamente,
que dependem de x e y conforme equagdes: p; = 120 —2x e
p2 = 200 — y. O custo total da empresa para produzir e vender
quantidades x e y dos produtos é dado por C = x% + y? + 2xy.
Admitindo que toda producdo da empresa seja absorvida pelo

mercado, determine a produ¢do que maximiza o lucro.

Estude a fun¢ao dada com relagdo a méximo e minimo no

conjunto dado.

(@) f(x,y) = 3x — y no conjunto A de todos (x,y) tais que
x>20,y>0,y—-x<3,x+y<4e3x+y<6.

(®) f(x,y)=3x—yemA={(x,y) € R¥x%+y* < 1}.

Determine o volume do sélido que se encontra abaixo do

plano 3x + 2y + z = 12 e acima do retangulo

R={(x,y,000<x<1,-2<y<3}
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Encontre o volume do sélido delimitado pela superficie
z=xsec’yepelosplanos 7 =0,x=0,x=2y=0ey = %
Determine o volume do sélido dado

(a) Abaixo do paraboldide z = x> = y? e acima da regido
2

delimitada pory = x>e y = y

(b) Limitado pelo cilindro x> +y? = 1 e pelos planos y = z, x =

0, z = 0 no primeiro octante.

Determine a massa e o centro de massa da ldmina que

ocupa a regido
D={(xy)ll<x<31<y<4}
e tem funcdo densidade p(x, y) = ky?.

Utilize coordenadas polares para determinar o volume do
sélido dado

(a) Acima do cone z = 4/x2 + y? e abaixo da esfera x> + y? +
2
z-=1.

(b) Dentro tanto do cilindro x> + y> = 4 quanto do elipséide
4x% + 4y* + 72 = 64.

Encontre o centro de massa de uma lamina em forma de
um triangulo retangulo isdsceles, com os lados iguais tendo com-
primento a, se a densidade em qualquer ponto for proporcional

ao quadrado da distancia do vértice oposto a hipotenusa.

Encontre os momentos de inércia em relagdo aos eixos
I, 1, e o momento de inércia em relacdo a origem Iy para a

lamina do exercicio.
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Note que

i F = |[F||cos 8
B = [|F[| cos 6.

Use a regra da cadeia para encontrar a
taxa de variacao.

A dire¢do de maior taxa de variagao
serd dada por VD(xq, yg) € o valor mdximo
desta taxa serd é dado por ||VD(xq, yo)||-

W37 Esboce as superficies e/ou regido de
integracao.

Utilize a férmula do volume do cilindro
e diferencie o volume em relacdo a altura e

a0 raio.

W3 Diferencie a temperatura em relagio 2

pressdo e ao volume.

Utilize a diferencial de volume em re-
lac@o ao raio maior e ao raio menor.

m Utilze a regra da cadeia para encontrar
a diferencial do volume.

m Utilize a regra da cadeia para encontrar
a taxa de variacao.

Use a regra da cadeia para encontrar
as derivadas de segunda ordem.

Utilize a regra da cadeia.

Use a férmula do célculo da derivada
direcional.

Use a férmula da derivada direcional,
o vetor gradiente e sua norma.
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Utilize o teste da segunda derivada.
Utilize o teste da segunda derivada.

O lucro € a receita menos o custo de
producao.

Ap6s encontrar P(1) e P(2), utilize o
quadrado da distincia entre pontos para en-

contrar a funcdo que devemos derivar.

A funcdo lucro € dada pela receita
menos o custo.

Utilize o teorema do valor extremo.

As dimensodes do retangulo nos forne-
cem os limites de integracao.

Observe que devemos integrar a fun-
¢do z(x, y) nos intervalos de integracdo da-
dos.

Esboce a regido limitada pelas super-
ficies para obter os limites de integracdo e o
s6lido a ser integrado.

Use as féormulas do célculo de massa
e do centro de massa.

Esboce a regido limitada pelas super-
ficies para obter os limites de integracdo e o
s6lido a ser integrado.

Utilize o teorema de Pitdgoras para

encontrar a fun¢do densidade.

Utilize a férmula.



trabalho realizado por uma forca constante F, quando o seu ponto de aplicacdo de move
—

ao longo do vetor PQ, é dado por

W = |[proji— F|| || PQ
—||pr01% [l 11 PQ [,

com projl% Fa projecdo de F sobre PO .

Calcule o trabalho realizado para deslocarmos um carro por 50 metros aplicando-se uma forca
de 25 N num cabo que faz um angulo de 20° com a dire¢ao horizontal.

Solucio:

Note que
F = 25¢0s(20°)i + 25sen(20°)/ e PQ = 50i

dessa forma,
||proj1%7v’|| = 25¢0s(20°) e ||PQ|| = 50,

portanto o trabalho foi
W = 1250 co0s(20°) J

Faca o que se pede:

(a) Um cilindro anular tem um raio interno R e um raio externo r (veja figura). Seja o momento de
e m . . N p
inércia dado por I = — (R2 + rz) com m a massa. Os dois raios crescem a taxa de 2 centimetros

por segundo. Calcule a taxa na qual / varia no instante que os raios sio 6 e 8, respectivamente.
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1
Solucao: Temos que I = I(R,r) com [ = %(R2 + rz). Vamos calcular a taxa de variacao o

aplicando a regra da cadeia:

dl ol dR+61 dr:>d1 dR dr
dt  OR dt Or dr  dt dt dt’

Como a variacdo dos raios € igual a 2 no instante em que o0s raios sao 6 e 8 segue que

T 1
%:m.8.2+m~6-2:>%:ZSmcmz/s.

(b) A voltagem V em um circuito elétrico decresce lentamente a medida que a pilha se descarrega.
A resisténcia R aumenta lentamente com o aumento de calor no resistor. Use a lei de Ohm,

V = [.R, para calcular como a corrente / estd variando no momento que R = 40092, I = 0, 08A,

AV _ 001 vise B 20,03 s,
dt dt

Solucao: Da lei de Ohm temos

Vv
V=IR=I1=—.
R

Assim, aplicando a regra da cadeia obtemos a seguinte taxa de variacao de I:

dl a1l dV+61 dR:>dI_1 dV+ V\ dR
dt 9V dt OR dt dt R dt

CR2) ar’
dl dv dR
Vamos determinar 7 no instante em que R = 400Q, I = 0, 08A, I =-0,01V/se o =0,03
Q/s. Logo,
dl 1 0,008 dl
L (—001)= =2 — =3, 1x107Ars.

Uma equipe de oceondgrafos estd mapeando o fundo do oceano para ajudar no resgate de

um navio afundado. Usando um sonar, eles desenvolveram o modelo
D(x,y) = 250 + 3 x% + 50 sen (%) .

com D(x, y) a profundidade e x e y as distancias em quilometro.

1
(a) Qual a profundidade do navio se ele estd localizado nas coordenadas x = 1 e y = 5?;

Solucio: Como a profundidade € dada pela funcdo D, logo

D(l,%):250+3-12+50-sen(%):D(l,%):253+25\/§.
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(b) Determine o declive do fundo do oceano na direcdo positiva de x a partir da posi¢ao do navio;

(©)

(d)

Solucao: Queremos determinar a derivada direcional de D na direc@o do vetor u = i no ponto

(1, %), para isto, determinemos inicialmente o gradiente de D em (1, %) Como

T ) = G 4 D o (”—zy)J

dai v
1 25V2
vp (1. 1) = 61+ 2V,
2 2
Portanto o declive na direcao positiva de x € dado por
oD (. 1 1
—|1L,=| = VD[l,=]-
ou ( ’2) ( ’2) "
25V2
= (6, ‘2“)~<1,0> = 6.

Determine o declive do fundo do oceano na direcao positiva de y a partir da posicao do navio;

Solucdo: Queremos determinar a derivada direcional de D na dire¢do do vetor u = j no ponto
(1, %), para isto, determinemos inicialmente o gradiente de D em (1, %) No item anterior ja

determinamos o VD (1, %) Portanto o declive na direcdo positiva de y é dado por

1 1
DuD (1,5) VD (1,5) -u

(6, 25\571) 0.1

2

25V2rx
2

Determine a dire¢do de maior taxa de variagdo de profundidade a partir da posi¢dao do navio.
Encontre o valor da taxa méxima.

Solucdo: A dire¢do da maior taxa de variacdo a partir do ponto (1, %) ¢ dada pelo vetor

VD (1, %) que €

) 2 ¥

enquanto que o valor da taxa mdxima é dado pela norma do gradiente, assim

1 62572
vD (1,=]| =
o 3] = o5
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Usando integral dupla, calcule o volume do sélido limitado pelas equacdes dadas:
(@ z=xy,z=0,y=xex =1no 1° octante;

Solucdo: Notemos inicialmente que a regido de integracdo € a seguinte:

|V

Dessa forma volume desejado serd

1px 1 y2
V:ffxydA = ff xydya’x:f x(—) dx
R 0Jo 0 2 /1o
1.3 4!
X 1
= —d = — = —.
fo 2T %, 78

(b) x2+z? =1, y> + z> = 1 no 1° octante.

Solucdo: Nesta questdo, em especial, faremos uso de algumas figuras para que a compreensao seja
maior. As equacdes dadas descrevem dois semicilindros centrado nos eixos y e x, respectivamente,

como mostra a figura a seguir, com z > 0.
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como a questdo exige no 1° octante, teremos a seguinte figura e sua vista superior, respectivamente

podemos observar que esses cilindros se intersectam no plano que contém o eixo z e a bissetriz do

plano Oxy, pois

2

2+ 72 = y2 +72 = x% = y2 = X =y, pois trata-se do primeiro octante

dessa forma, fica ficil identificar que a regido de integragcdo serd o quadrado a seguir, dividido pela
bissetriz

assim, o volume serd dado por

onde
c1 € o semicilindro y? + z> = 1 (eixo central x) e R é a regido triangular abaixo deste.

¢ é o semicilindro x> + z2 = 1 (eixo central y) e R, é a regido triangular abaixo deste.

1,y 1px
ff A1 — y2dxdy + ff V1 — x2dydx
0J0 0J0
1 y 1 X
f (xwll—yz) dy+f (y 1—x2)
0 0 0 0
1 1
f y+/1 = y2dy + f xV1 — x2dx.
0 0
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Fazendou =1 — y2, du=-2ydy,w=1- x2, dw = —2x dx tem-se

1 (! 1 (!
% —f u]/zdu+—f wl’Z dw
2 Jo 2 Jo

3 13/2 13/21_2
= gl/l +§W |0—§.

Usando a diferencial do volume, calcule a quantidade de material necessdria para construir

um tambor cilindrico fechado de 2 m de raio, 5 m de altura e 1 cm de espessura.

Solucao: Escrevendo o volume V em funcdo do raio r e da altura 4 do tambor, temos:
V(r,h) = nr*h.

A quantidade de material necessdria serd igual a diferencial do volume dV no ponto (2,5), dada por

ov ov
dV = E(2,5)dr + %(Z,S)dh,

onde os acréscimos dr e dh sao iguais a 1 cm = 0,01 m. Temos,

6—V(r, h) =2nrh
or

Z—Z(r, h) = nr?.

Portanto,

ov ov
E(Z, S)dr + %(2, S)dh

1

1

= 27-2.5. — X
d 100 77 100
247

100

dv

Logo, a quantidade de material necessaria é 0, 241 m?.

A lei dos gases para uma massa fixa m de um gés ideal a temperatura absoluta 7', pressao
P e volume V é PV = mRT, onde R € a constante do gds. Para um dado gés, ao serem coletados os
dados de pressdo e volume, admite-se uma margem de erro de 2,3% para a pressao e 4,2% para o

volume. Assim, qual o percentual méximo de erro para a temperatura?

Solucao: Escrevendo a temperatura 7 em funcdo de P e V, temos

PV
T(P, V) = ﬁ
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O erro maximo cometido na temperatura € dado pelo diferencial total d7T', quando se tem erros
dP = 0,023P na pressao e dV = 0,042V no volume. Temos,

oT 4
AP  mR
e
oT _ P
oV mR’
Portanto,
oT oT
dl = —dP +—dV
P T oV
= Y o 0o02p+ L 0042y
mR mR
PV
= 0,065—
mR
= 0,065T

Logo, o erro percentual maximo cometido na temperatura € de 6,5%.

Se rotacionarmos uma circunferéncia em torno de um eixo que nado intersecta a mesma,
obteremos uma figura espacial chamada toro. Assim, sejam R a distancia do centro da circunferéncia
a0 eixo e r o raio da circunferéncia. O volume de tal superficie é dado por V = 27°Rr?. Se em
uma inddstria automotiva deseja fabricar uma camara de ar que, quando inflada, possui o formato
de um toro com dimensodes R = 30 cm e r = 10 cm, qual a quantidade de borracha necessdria se a

espessura da mesma for 2 mm?

Solucao: A quantidade de borracha necessdria serd obtida de forma aproximada fazendo o raio
r sofrer um acréscimo dr de 0,2 cm, o que acarretard uma variagdo dV no volume. Observe que a

distancia do centro da circunferéncia ao eixo permanece constante. Logo, dR = 0. Como

ov 1%
dv = E(r, R) - dr + a—R(r, R) - dR,
entao oV oV oV
dv = 5(10, 30)-0,2 + 6_R(10’ 30)-0 = E(IO, 30) -0, 2.
Temos

vV oV
= R) = 4m’Rr = - (10,30) = 472 - 30 - 10 = 120072
r r

Portanto, a quantidade de borracha necessaria é
dV = 12007 - 0,2 = 2407% cm’.

Em um intante de tempo 7y o volume de um paralelepipedo é de V = 2880 cm? e a taxa de
variagio do volume é de 792 cm?/s. Qual a taxa de variacdo da altura se neste instante o comprimento

c e a largura [ variam as respectivas taxas de —1 cm/s e 2cm/s, c(tg) = 24dcme [(tg) = 8cm?
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Soluc¢ido: Como volume do paralelepipedo € dado por V(¢) = (¢ - [ - h)(t), no instante #(, temos

V(o) 2880

= = = 15 o
c(to) - L(tg)  24-8 cm

h(to)

Pela regra da cadeia, a taxa de variacdo do volume com relagdo ao tempo € dada por

dv oV dc N ov dl N oV dh
dt dc dt 0l dt Oh dt
dc dl dh

Portanto, no instante ¢ = t(, temos

792:8-15-(—1)+24-15-2+24-8-%
o que implica
dh 792+ 120 -720

dr 24 -8

=1,0cm/s.

A temperatura em um ponto (x, y) € T'(x, y), medida em graus Celsius. Um inseto rasteja,
de modo que sua posic¢ao apos ¢ segundos € dadapor x = V1 +1,y =2+ %t, onde x e y sdo medidos
em centimetros. A func@o da temperatura satisfaz 7,(2,3) = 4 e 7,,(2,3) = 3. Qudo rdpido a

temperatura aumenta no caminho do inseto depois de trés segundos?

1
Solucao: Note que T'(x,y) = T(x(¢),y(t)) =T (‘Vl +1,2+ §t) e 0 que queremos € a derivada
de T em relacdo a ¢ no instante ¢ = 3. Para isso, usaremos a regra da cadeia que € dada por
dT 0T dx N oT dy
dt  dxdt dydt

Temos que

dx 1 o dy

1
5_2\/1+t Codr 3

Assim, para t = 3 obteremos:

dT 1 1
—@3)=4-+3
dt() 4

= =2,
3

Portanto, a razdo de variacdo da temperatura ao longo do caminho do inseto aos trés segundo €
2°C/s.
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Em fisica, uma onda € uma pertubacgdo oscilante de alguma grandeza fisica no espaco e

periddica no tempo. A oscilacio espacial € caracterizada pelo comprimento de onda e a periodicidade
do tempo que € medida pela freqiiéncia da onda, que € o inverso de seu periodo. Estas duas grandezas
estao relacionadas pela velocidade de propagacdo da mesma.
Dentro do estudo da fisica, inimeros problemas aparecem com duas ou mais varidveis independentes,
sendo que um dos modelos matematicos para o estudo e resolug¢do desses problemas envolve equacoes
diferenciais parciais. Um exemplo disso € o problema da corda vibrante com extremidades fixas que
consiste na equagao diferencial parcial dada por:

821 2 822
SE=d o5 d constante. (17)

As primeiras tentativas para o estudo do movimento real da corda foram feitas por, Brook Taylor
em 1713, mas a solucao geral do problema foi obtida por d’Alembert (1747), Euler (1748) e Daniel
Bernoulli (1753).

Assim, verifique que qualquer fun¢ao da forma

z=f(x+at)+g(x—at)

¢ uma solucao da equacdo de onda dada pela equacao (17).

Solucao: Iremos verificar que z = f(x + at) + g(x — at) satisfaz a equacado

9%z ,0%z

—— =a"—=, q constante.
ot? 0x?

Considere u = x + at e v = x — at. Assim,

zZ(u,v) = f(u) + g(v), comu =u(x,t)ev=v(xt).
Usando a regra da cadeia teremos

0z _0f du 0g v _Of . 08 _,
B Gu o Gvar am aps

Derivando novamente obteremos
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9? 0 (o0 0 (0
3 - en ) ol

2 2
20°f | 5,07 (18)

= a—+a——.

Por outro lado, de forma andloga, teremos

2 2 2
iz _Pf g 19)
ox2  ou? Ov?

Multiplicanto a equacdo (19) por a?, segue a igualdade dada por (17).

A titulo de curiosidade, o grafico de uma solu¢do da equagdo da onda é:

Sulugie pur Diferengas Finitas

Se x cresce a razdo de 2 polegadas por segundo quando passa pelo valor x = 3 polega-

das, com que velocidade deve variar y quando y = 1 polegada afim de que a funcdo 2xy* — 3x%y

permaneca constante?

Solucdo: Seja f(x,y) = 2xy? — 3x%y. Queremos encontrar a variacio da velocidade de y para

d
que a funcdo f permaneca constante, ou seja, qual o valor de d—f tal que o seja zero. Temos que
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af

af .2 2
—=2y"-6 ; —=4xy-3
I y Xy 3y xy —3x
Da regra da cadeia obtemos
af
dy _  gxdx __2y2—6xy
dt—  Of dt 4xy-3x%
dy

412-12.13 32

431-332 15

32
Portanto, a variagdo de y no ponto (3, 1) para que a funcdo permaneca constante € BT polegadas
por segundo.

Nas proximidades de uma béia, a profundidade de um lago em um ponto com coordenadas
(x,y) €z =200+0, 02x2 - 0,001 y3 ,onde x, y e z s3o medidos em metros. Um pescador que esta
em um pequeno barco parte do ponto (80, 60) em direcdo a boia, que esta localizada no ponto (0, 0).

A dgua sob o barco estd ficando mais profunda ou mais rasa quando ele comeca a se mover? Explique.

Solucao: Temos que o pescador esté situado no ponto A = (80, 60) e estd indo em dire¢do a béia

que estd no ponto B = (0,0). Logo, teremos que o vetor AB ¢ dado por

—

AB =B —-A=(0,0) - (80,60) = (-80,-60)

Queremos calcular a derivada direcional no ponto (80, 60) com a direcdo de % o qual é o versor

—
de AB (pois o mesmo ndo € unitdrio). Desta forma, teremos

_, AB (—80, —60) (—80, —60) (—80 —60) (—4 —3)
u = = = = s =\——1.
|AB| V(=80)2 + (-60)2 10000 1007 100 575

Por outro lado, temos que

9
%2 (xy) = 0,04x = 25(80,60) = 0,04.80 = 3,2
0x ox

0 0
ZZny) = —0,003y% = Z£(80,60) = —0,003.60> = —10,8
dy dy
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Como a fung¢do z = 200 + 0, 02x%2 - 0,001 y3 ¢ diferenciavel, entao

Vz(80,60) .7
4 -3
(—(80 60), (80 60)) (? ?)

(3,2, -10,8). ( 4 3)

D,z

5°5
-12,8 32,4 19,6
= > i = i = 2_
5 + 5 5 3,9

Como a derivada direcional € positiva, entdo a dgua sob o barco estd ficando mais profunda

quando ele comeca a se mover.

Suponha que em uma certa regido do espaco o potencial elétrico V seja dado por
V(x,y,2) = 5x% = 3xy + xyz.

—
i

- -
+j — k.

(a) Determine a taxa de variacao do potencial em P(3,4,5) na dire¢do do vetor v =

Solucio: Note que, queremos a derivada direcional no ponto P(3,4,5) e na direcio do versor

- —
de v, Calculemos o versor de V.

2.V ___aL-D _(LL—_I)
VI JE+12+ (=12 \V3 V3 V3

Por outro lado,
8—V(x, v,z) = 10x-3y+yz= 8—V(3, 4,5)=103-34+45=38
0x ox
ov ov
—(x,y,2) = 3x+xz=>—03,45 =-33+35=6
oy oy

ov av
_(-xa Y, Z) = Xy = _(3, 4, 5) = 34 = 12
0z 0z

Como a fungdo V(x,y,z) = 5x2 — 3xy + xyz é diferencidvel, entao

D,V VV(3,4,5) .4

(1 1
Vi V3
38+6-12 32

V3 3

(38,6,12) .

sl
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32
Portanto, a taxa de variacdo é —.

V3

(b) Em que dire¢do V varia mais rapidamente em P?

Solucao: A direcdo que V varia mais rapidamente em P € a direcao do vetor gradiente o qual
€ (38,6,12).

(c) Qual a taxa maxima de variacdo em P?

Solucao: A taxa maxima da variagdo em P € dada pela norma do vetor gradiente no ponto

dado. Assim, teremos

[IVV(3,4,5)|| = 1(38,6,12)|| = V382 + 62 + 122 = V1624 = 2V406.

Estude com relacdo a maximos e minimos locais a func¢ao:

f(x,y) = x2 +3xy + 4y% — 6x + 2y.

Soluc¢ao: Primeiramente, acharemos os pontos criticos da funcao para obtermos os candidatos a

ponto méaximo ou minimo local. Assim teremos que

0
9f = 2x+3y-6=0
0x
0
—f = 3x+8y+2=0.
dy

Assim, teremos 0 seguinte sistema

-18 =22
=>Ty=-2=>y=—
3x+8y+2 7

0 6x + 16y

{2x+3y—6 0 :{—6x—9y

Substituindo na primeira equacio teremos
=22

2x = -3. | — +6:0:x:ﬁ.
7 7

54 =22
Portanto o candidato a ser ponto de mdximo ou minimo local é (7, T) Calculemos agora

as segundas derivadas parciais de f
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A f 0% f A f 0% f
—=0 : —=i : =2 = .
dx? dy? d0x0dy dydx
Pelo teste da segunda derivada obteremos
54 =22
D= —| =28=23"=7.
5)

54 =22\ , .
Portanto - ¢ um ponto de minimo local.

Estude com relagdo a maximos e minimos locais a fungéo:

1 1
fy)=—F+-+xyx>0ey>0.
X2y

Solucao: Encontremos pontos criticos da fungao.

of =
—_— = — 4+ :O
dx PR
0 -1
—f = —+x=0.
dy y?
Logo, teremos que
-2
3 +y = 0
. 1
= ==
] y?
- +x = 0

Substituindo na primeira equacao teremos

-2
T+y:O:>—2y6+y:O:>y(—2y5+1):O.

y6

Como y > 0, entdo —2y5 — 1 = 0. Portanto,

1 1
N [
2 1

4
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1
Assim, o candidato a ser ponto de maximo ou minimo local é <\5/4_1, i/;) Calculemos agora as

segundas derivadas de f.

9% f 6  0%f (s if 6
“—L(xy) = — = —(V4=]=
FrCAS R e S 2] V256

A f 2 0’f [ s~ s[1 s
a—yz(x,y) = —=>—(\/4_1,\/;>=2‘/§

y o0y
A )
Axdy  dydx’

Pelo teste da segunda derivada obteremos

1 6 5 s/ 1
D(«S/Z,S—>: 2V8-1=12¢/—=-1=5
2 V256 32

1
Portanto, o ponto (\5/4_1, i/;) € de minimo local.

Para produzir determinando produto cuja quantidade € determinada por z, uma empresa
utiliza dois fatores de produgdo (insumos) cujas quantidades serdo indicadas por x e y. Os pre-
cos unitdrios dos fatores de producdo sdo, respectivamente, 2 e 1. O produto serd oferecido ao
mercado consumidor a um pre¢o unitdrio igual a 5. A funcdo de produgao da empresa é dada por

7 =900 — x?> — y? + 32x + 41y. Determine a producio que maximiza o lucro.

Solucgao: Sabe-se que o lucro € a receita menos o custo de produgdo, ou seja, o lucro é dado por

L=5z—(Q2x+y)=4500—-5x>—5y% + 160x + 205y — 2x — y = 4500 — 5x> — 5y + 158x + 204y.

Assim, queremos o ponto de maximo local da func¢do L. Para isso, devemos ter os pontos criticos
de f. Logo,

6_L = —10x+158=0
0x
L
oL _ ~10y + 204 = 0.
Ay
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O que implica em

—10x + 158

Il
S

= x=15,8;y = 20,4

~10y +204 = 0

Verifiquemos que agora o ponto (15,8; 20,4) € de maximo local. De fato, calculando as segundas
derivadas de L obteremos

dL? aL? dL? dL?
—=-10 ; —=-10 ; =0= .
0x?2 dy? dxdy 0yodx

Pelo teste da segunda derivada segue que

D(15,8;20,4) = (~10).(~10) — 0> = 100.

Portanto, (15,8;20,4) € o ponto que maximiza o lucro. No entanto, queremos a produgdo que
maximiza o mesmo. Dai, substituindo o ponto em z teremos

7 =900 — (15,8)% — (20,4)% + 32.15,8 + 41.20,4 = 1576,2

Duas particulas P; e P, deslocam-se no espaco com velocidades constantes 71) =(1,1,0)
e 72 = (0, 1, 1), respectivamente. No instante t = 0 a P; encontra-se na posi¢ao (1, 1,3). Sabe-se
que a trajetoria descrita por P, passa pelo ponto (1, 1,0). Qual devera ser a posi¢dao de P, no instante
t = 0 para que a distancia minima entre elas seja a menor possivel?

~ . - = ~ ~ <
Solucdo: Note que, como as velocidades v e v, sdo constantes entdo teremos que P () serd da
forma

Pi(t) = (t+a,t+bc) ;a,bceR.

Como P1(0) = (1, 1,3), logo

Pi(0)=(a,b,c)=(1,1,3) >a=1;b=1;c = 3.

Assim,

PiH)y=@¢+1,t+1,3).
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De forma anéloga, teremos que

P>(t) = (xo,t + yo,t + 20) X0, Y0, 20 € R.

Como P;(¢) passa por (1, 1,0), entdo

Py(t) = (x0,1 + Yo, + 20) = (1, 1,0).

Segue que

Logo obtemos xo = 1 e yp = 1 + z9. Assim
Pr(t) = (L,t + 1+ z0,2 + 20)
Calculando o quadrado da distancia entre P;(¢) e P>(t) obteremos
DO)=@+1-1)2+@+1-t-1-202+@B—t-z20)> =1>+25+ (t + 20— 3)*
Derivando D(¢) para obter o0 minimo e igualando a O teremos
0=D'(t) =2t +2(t +z9 — 3)

de onde

Logo o quadrado da distancia minima entre a curva P;(t) e P»(¢) é

3-20 3—202 5 3-20 2 z()—32 2
h(zo):D( > ):( > )+z0+ 5 +z20-3| =2 > + 25

Entdo a distancia entre as retas € mima quando 4’(zg) = 0, ou seja
0 = h'(z0) = (z0 = 3) + 220
de onde zg = 1. Entao

P,(0) = (1,2,1).

Determinada empresa produz dois produtos cujas quantidades sdo indicadas por x e y.

Tais produtos sdo oferecidos ao mercado consumidor a precos unitarios p; € p,, respectivamente,
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que dependem de x e y conforme equagdes: p; = 120 —2x e p» = 200 — y. O custo total da empresa
para produzir e vender quantidades x e y dos produtos é dado por C = x? + y? + 2xy. Admitindo que

toda producgdo da empresa seja absorvida pelo mercado, determine a produ¢ao que maximiza o lucro.

Solucao: A funcdo Lucro (L) € dada pela receita menos o custo. Logo, teremos que

L(x,y) = xpi+yp2—C
= 120x —2x% + 200y — y2 - x% - y2 —2xy
—3x? = 2y? = 2xy + 200y + 120x.

Encontremos o ponto de maximo da fung¢do lucro. Assim, teremos que

L L
a—:—6x—2y+120 ; a—:—4y—2x+200
ox ay

Segue que

60
100

—6x — 2y + 120
{ HT — x =100 -2y

0 3x+y
=
-4y —2x + 200

0 2y + x

Substituindo na primeira equagao, obteremos

3(100 - 2y) +y = 60 = 300 — 6y +y = 60 = y = 48 = x = 4

Portanto, o candidato a ponto de maximo local € (4, 48). Verifiquemos que (4, 48) € o ponto de

maximo local. Com efeito, calculando as segundas derivadas parciais teremos

L 9L 0L 9L

0x0y - ~ Oyox

dx? Tayr

Dai,

D(4,48) = (=6).(=4) — (=2)? = 20.

Portanto, pelo teste da segunda derivada, (4,48) € ponto de maximo local. Logo, x =4 ey = 48

sao os valores da produ¢ao que maximiza o lucro.

Estude a fun¢do dada com relacdo a maximo e minimo no conjunto dado.
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(@) f(x,y) =3x — yno conjunto A de todos (x,y) taisque x >0,y >0,y —x <3, x+y<4e
3x+y <6.

Solucdo: Note que f(x,y) = 3x — y é continua e o conjunto A = {(x,y) € R*;x > 0,y >
0,y—-—x <3, x+y <43x+y < 6} é compacto, logo f assume valor mdximo e minimo.
Como f nao admite ponto critico, os pontos de mdximos e minimos sao atingidos na fronteira
de A. Como a fronteira de A é formada por segmentos de reta, e a funcao f € linear, os pontos

de méximo e minimo estardao nos pontos

A=(0,3),B= (%,%),C: (1,3),D = (2,0), E = (0,0).

Segue que,

f0,3) = -3
17
f(z’z) -
f(1,3) = 0
f2,0) =
f0,0) = 0

Logo, o ponto de maximo de f € (2,0) e o ponto de minimo de f € (0, 3).
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() f(x,y) =3x—yemA = {(x,y) € R?[x% +y% < 1.

Solucido: Temos que f € continua e A é compacto, e como f ndo admite ponto critico, os
pontos de mdximos e minimos sdo atingidos na fronteira de A. Os valores na fronteira de A
sdo fornecidos pela fungao

F(t) = f(cost,sent) =3cost —sent

Assim, os pontos criticos de F' sdo

t
F'(t) = -3sent—cost=0=sent = —%.
Dai, teremos que
.  cos’t ,  cos’t 2 9 3v10 _V10
sen“t = = 1 -cos“t = = COos“t = — = cost =+ =sent=F——
10 0 10
Como x = cost e y = sen t, segue que
3v10 10
f(3Y10 V10 g5
10 10
3v10 V10
2 YR - 4
f( 10 ° 10 ) VIO
__(3V10 10\ . 3V10 V10) | .
Assim, o 10 /¢ ponto de maximo e ~T0 10 /€ ponto de minimo.

Determine o volume do s6lido que se encontra abaixo do plano 3x +2y + z = 12 e acima

do retangulo

R={(xy0)00<x<1-2<y<3}

Solugao: Observemos primeiro que o sélido estd abaixo do plano z = 12 — 3x — 2y e acima do
retangulo R = [0, 1, 0] x [-2, 3, 0]. Portanto,

1 3 1 3
V:ff(12—3x—2y)dA:f f(12—3x—2y)dydx:f [f (12 -3x —2y)dy| dx
R 0 J-2 0 -2
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Resolvendo a integral interna teremos

3 3
f (12 = 3x = 2y)dy = (12y — 3xy — yz)‘ =123-33x-3>—[-24+6x—4] = —15x + 55
-2 =2

Segue que

bgs 95

== +55= .

! 15
f (=15x + 55)dy = (——x2 + 55x)
0 2 2

0

Portanto

1 3
V:ff(12—3x—2y)dA:f f(12—3x—2y)dydx:§
R 0o J2 2

Encontre o volume do sélido delimitado pela superficie z = xsec’y e pelos planos

Z:O,x:O,xZZ,y:Oey:%.

Solucao: Temos que

V:ffxseczydA.
D

NotequeD:()SxSZ,OSyS%. Logo,

T A2 z 2
V= ff xsec? ydA = f f x sec? ydxdy = f [f x sec? ydx] dy.
D 0o Jo 0 0

Resolvendo a integral interna teremos

2 2 w217
f xsec? ydx = seczyf xdx = sec’ y [—] = 2sec? y.
0 0 2 |o

Assim, segue que

i 5 i ) i
f 2sec y:2f sec y:2[tgy] =2
0 0 0

Portanto, o volume do sélido é
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LN
4
V:ffxseczydA:f fxseczydxdy:2
D o Jo

Determine o volume do s6lido dado:

(a) Abaixo do paraboléide z = x> + y® e acima da regido delimitada por y = x* e x = y?.

Solucao: Note que

D={0<x<1x*<y<+x}

Logo, teremos que

1 ,yx 1 Vx
V= f f (x% + y»)dA = f f (x% + yH)dydx = f [f (x% + yH)dy
D 0 x2 0 x2

Calculando a integral interna teremos

dx

\& 2 2 2 }’3
fz (x +y)dy:[xy+?

Assim, segue que

Portanto, o volume do sélido é
1 Vx 6
V= ff(xz +y?)dA = f f (x* + yH)dydx = —
D 0 x2 35
(b) Limitado pelo cilindro x> + y? = 1 e pelos planos y = z, x = 0, z = 0 no primeiro octante.

Solucao: Temos que

D={0<x<1;0<y<vV1-x2)

Segue, entao, que
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dx

1 V1-x2 1 V1-x2
V:ffydA:f f ydydx:f [f ydy
D 0 0 0 0

Calculando a integral interna teremos

V1-x2 yz 1-x 1= 2
ydy = | = =
0 0

Dai,

1 2 1 3
1—x lf 5 1[ x] 1
dx== | 1-x)dx==z|x—-=]| ==
j(; 2 2 Jo 2 3], 3

Portanto, o volume do sélido é dado por

1 pl-x? 1
V:ffydA:ff vdydx = =.
D 0o Jo 3

Determine a massa e o centro de massa da 1amina que ocupa a regidao

D={(x,y)|l <x<31<y<4}

e tem funcio densidade p(x, y) = ky>.

Soluc¢ao: Lembremos que

1 1
f:—ffxp(x,y)dA ; §=—ffyp(x,y)dA ; m=ffp(x’Y)dA’
m D m D D

onde m € a massa da lamina e (X, y) o centro de massa da lamina. Primeiramente, calculemos a

massa da lamina, logo

3 4 3 4
m = ff po(x,y)dA =m = f f ky*dydx = f [f kyzdy] dx
D 1 Ji 1 1

Resolvendo a integral interna teremos
4 4 y3 4
f kyza’y:kf yidy =k |=| =21k
1 1 31
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Dai,

3 3 3
f 21kdx = kf 21dx = k[21x] = 42k
1 1 1

Calculemos agora o centro de massa da 1amina

1 1 3 4 5 1 3 4 )
=_ 4 y)dA = — ky2dydx = — dy|d
. mff,)x’)(”) 42kf1f1” e 42f1 Ul g y] g

Resolvendo a integral interna obteremos

4 4 y3 4
f xy*dy = xf y2dy = x [—] =21x
1 1 31

Assim, segue que

Por outro lado,

1 1 3 4 5 1 3 43
e ,y)dA = —— ky’dydx = — dy|d
’ mfnyp(”) 42kf1f1” e 42f1 Uly y] ’

Temos que

L e cc P
42); 47 7168 ), T 168171 T 28

85
Logo, o centro de massa da 1amina é (2, ﬁ) e amassa é 42k.

Utilize coordenadas polares para determinar o volume do sé6lido dado:

(a) Acima do cone z = /x2 + y2 e abaixo da esfera x> + y> + z> = 1.
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Soluciio: Note que o cone z = y/x2 + y? intercepta a esfera x> + y? + z> = 1. Assim,

2
1
x2+y2+z2:1$x2+y2+(\/x2+y2) :1:>x2+y2:§.

Portanto,

ff(\/l—xz—yz—\/x2+y2); D:{(x,y)ERz;x2+y2§1}.
D

Usando as coordenadas polares obteremos:

[7 [ (=) raras= [

Resolvendo a integral interna teremos

ff (m _ r) rdr] do.

L 31%
fﬁ(\/m-r)rdr: [—%(1—r2)%—r—](:l(l—i)
0

3], 3

Assim, segue que
fznl(l 1 )d@—l(l 1 )[9]2”—”(2 V2)
o 3 V2 3 V2 0 3 ’
(b) Dentro tanto do cilindro x> + y?> = 4 quanto do elipséide 4x> + 4y? + 7> = 64.

Solucio: Perceba que o sélido é dado da regido do interior do cilindro e entre as superficies
7 = /64 — 4(x2 + y2) e —z = /64 — 4(x2 + y2). Portanto, obteremos

f f (\/64 — 42 +2) - (—\/64 — 42+ yz))) dA = f f 264 — 4(x + y2)dA,
D D

onde

D ={(x,y) e R%:; x> +y?> < 4}

Usando coordenadas polares teremos

2 2 2n 2
f f 2V64 — 4r2rdrdf = f [f 4416 — rzrdr] do
0 0 0 0
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Fazendo o célculo da integral interna t€ém-se que

2

2
1 2 64
f4 16—r2rdr:4[—§(16—r2)%] :4(—8\/§+ ?)
0

0

Assim, segue que

[ =52 s

Encontre o centro de massa de uma Idmina em forma de um tridngulo retangulo is6sceles,
com os lados iguais tendo comprimento a, se a densidade em qualquer ponto for proporcional ao

quadrado da distancia do vértice oposto a hipotenusa.

Solucdo: Lembremos que

1 1
%=—ffxp(x,y)dA ; §=—ffyp(x,y)dA ; m=ffp(x’y)dA’
m D m D D

onde m € a massa da lamina e (X,y) o centro de massa da lamina. Considerando o tridngulo

isosceles de vértices (0, 0), (0, a), (a, 0) com (0, 0) sendo o vértice oposto a hipotenusa, teremos que

p(x,y) = k(x* +y%)

Assim, calculando a massa da lamina obteremos

m = ff o(x,y)dA = fa fa—x k(x> + y*)dydx = fa [fa_xk(x2+y2)dy] dx
D 0 Jo 0 0

Resolvendo a integral interna teremos

y+ L

f k(x* + y?)dy = kf (x*+yHdy =k
0 0 3

Dai,
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Calculemos agora o centro de massa da 1amina

1 6 a a-x 6 a P=%
X =— f f xp(x,y)dA = —4f f x(x2 + yz)dydx = —4f [f x(x2 + yz)dy] dx
m D a* Jo Jo a’ Jo 0

Resolvendo a integral interna obteremos

a—x
f x(x% + y?)dy =
0

Assim, segue que

3

o x(a - x)3
x3y+xy—] =(a—x)x + ————
0

3 3

6 f“ ( ) x(a — x)3 4 6 [ x* X N a’x*  a*x? N ax* 1 2a
— a—x)x°+ ———|dx=— |la— - — - -—=| ==
a* Jo 3 at| 4 5 6 3 4 51,

Por outro lado,

1 6 a a-x 6 a B=35
y=— f f yp(x, y)dA = — f f y(x* +yHdydx = — f [f y(x* + yz)d)’] dx
m D a Jo Jo a’ Jo 0

Calculando a integral interna obteremos

X

_ (a — x)%x? N (a —x)*

a—x 2.2 474—
2 2 y X y
+y)dy = | — + =—
fo y(x7 + y7)dy [2 7|, > )

Assim, segue que

+_— =
6 4 10 20 |, 5

6 @ ((a—-x)*x* (a—x)* 6 [a*x® ax* ¥ (a-x)° “ 2a
— + dx = — =
a* Jo 2 4 at
. {2a 2a
Portanto, o centro de massa da 1amina é =3

Encontre os momentos de inércia Iy, I, Iy para a 1amina do exercicio anterior.

Solucdo: Lembremos que

Ix:ffyzp(x,y)df\ ; ;1y=ffx2p(x,y)dA s D=1+,
D D

180



Assim, calculemos I,

I, :ffyzp(x,y)dA:f f V2 k(x* + y?)dydx = kf [f Y (x* + yH)dy| dx
D 0 0 0 0

Calculando a integral interna obteremos

* _ (a—x3’)x2 N (a—x)5

0 3 5

a—x 3.2 5
X
f yz()c2 + yz)dy = [_y3 + _y5
0

Logo,

kf“ (a—x3)x2+(a—x)5 de = k ax®  a®x* ax® x® (a-x)° a_7ka6
0 3 5 L9 4 5 18 30 |, 180

Calculemos I,

I = f f ¥2p(x, y)dA = f f kx?(x + yH)dydx = k f [ f x2<x2+y2)dy]dx
D 0 0 0 0

Resolvendo a integral interna teremos

a—x PINCRCa — ¥)352
f 22 (x% + yHdy = |xty + ror ] = (a—x)x*+ —(a X)X
0 3 ] 3
Dai, segue que
kfa ( ot (a - x)3x? P a5 .\ adx®  a*ix* axd  x® Tka®
a—x)x x=k|— - = - A
0 3 5 9 4 5 18], 180
Como Iy = I, + I, teremos que
I = Tka®
07 790 -
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