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Capitulo 1

Principios da Contagem

Objetivos:

v' Apresentar os principios fundamentais da contagem: Principio Multiplicativo

e Principio Aditivo.

1 Introducao

e Em uma sala ha 3 homens e 4 mulheres. De quantos modos é possivel formar
um casal homem-mulher, escolhido dentre as 7 pessoas da sala?

Solugao:

Uma das maneiras de responder a essa pergunta é formar o conjunto com todos
0s casais possiveis e contar quantos sao os elementos desse conjunto. Considere

H = {h17h27h3} e M = {m17m27m37m4}7

os conjuntos dos homens e das mulheres na sala, respectivamente. Formar o casal
consiste em escolher um elemento em H e posteriormente, um elemento em M.
Portanto, o conjunto com todas as possibilidades para o casal é dado por:
H x M = {(h1,m1), (h1,mz), (h1,m3), (h1, my4), (ha,m1), (ha, m2),

(h2, mg), (hz, ma), (hs,ma), (hs, ma), (hs, m3), (hs,m4)}.
Contando agora o nimero de elementos do produto cartesiano H x M, descobri-
mos que ha 12 maneiras de formar o casal, escolhido dentre as 7 pessoas.

- Dificil? Claro que nao. Entao, vamos resolver mais um problema, analogo a
esse.

e Em uma sala ha 313 homens e 424 mulheres. De quantos modos é possivel
formar um casal homem-mulher, escolhido dentre as 737 pessoas da sala?

- Usar a estratégia anterior? Nem pensar! Nesse caso, a técnica usada acima
nao ¢é eficiente, pois serd uma tarefa enfadonha ter que enumerar todos os ele-
mentos do produto cartesiano H x M, para entao conta-los.

A Analise Combinatéria é o ramo da Matematica que fornece as ferra-
mentas necessarias para resolver problemas de contagem. Com origem no estudo
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de jogos de azar, a Combinatéria sofreu intenso desenvolvimento e hoje tem
aplicagoes em diversas areas.

Em Anélise Combinatdéria trabalhamos com trés conceitos bésicos:

[ ARRANJO | PERMUTAQAO | | COMBINACAO |

Vejamos o significado de cada um deles. Considere
E — {ala ag, as, ..., a’n}

um conjunto formado por n objetos distintos e £ um inteiro, com 1 < k£ < n. Em
Combinatoéria, os questionamentos bésicos sao:

(1) - De quantos modos podemos fazer uma escolha ordenada de k elemen-
tos distintos do conjunto E?

(77) - De quantos modos podemos fazer uma escolha nao ordenada de k ele-
mentos distintos do conjunto E7

No primeiro caso, quando a escolha é ordenada, chamamos de Arranjo (sim-
ples) de n objetos, tomados k a k, e no segundo caso, quando a escolha nao é
ordenada, chamamos de Combinagao dos n objetos, tomados k a k. Em parti-
cular, quando k = n, o arranjo ¢ chamado Permutagao dos n objetos.

2 Cardinalidade de um Conjunto Finito

Dado n € {1,2,3, ...}, denotaremos por I,, o conjunto dos n primeiros ntimeros
inteiros positivos, isto é,

I, :={1,2,3,...,n}.

Um conjunto A diz-se finito se é vazio ou existe uma bijecao f : I, — A,
para algum inteiro n > 1.

Se f : I, - A é uma bijegao, entao A = f(I,) = {f(1), f(2),...,f(n)}.
Denotando f(7) por a;, parai = 1,2, ..., n, podemos representar qualquer conjunto
finito A com n elementos, por:

A={ay,a9,...,a,}.
Dizemos que n é o niimero de elementos ou a cardinalidade de A. Simboli-

camente escreveremos |A| =n (ou #A4 =n). Se A = (), entao dizemos que A tem
zero elementos e simbolicamente escreveremos |A| = 0.
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3 Principios Basicos da Analise Combinatdria

Para o cédlculo do ntimero de arranjos, permutagoes e combinacoes, a Analise
Combinatdéria usa dois principios basicos: o Principio Multiplicativo (P.M.)
e o Principio Aditivo (P.A.).

Principio Multiplicativo (P.M.)

e H4 2 rodovias ligando as cidades A e B e 3 rodovias ligando as cidades B e C,
com abaixo:

/—\~\
4 ~
R 4 N
A / \
r"= ./ \
A N Ry ~C
k c ----- --~_.
~-~_¢, \\\ /
R, N ’J
\\ ’5/
N -

- Quantas opgoes de percurso tem uma pessoa que viajara de A a C', passando
por B?
Solugao:
Considere

P = {Rl,RQ} (§ Q = {R3,R47R5}7

os conjuntos contendo as rodovias que ligam A a B e B a (| respectivamente.
Escolher um trajeto para ir de A a C, consiste em escolher um elemento em P (ha
2 possibilidades) e posteriormente um elemento em @ (3 sao as possibilidades),
ou seja, escolher um elemento no produto cartesiano:

P xQ ={(R1, R3),(R1,Ry), (R1, Rs), (Rz, R3), (Ra, Ry), (R2, Rs5)}.

Portanto, o nimero de formas distintas de fazer o trajeto é dada pela cardi-
nalidade do produto cartesiano P x @), isto é,

|Px Q| =|P|x|Q] =2x3=6.

O

Podemos também pensar na solucao desse problema de uma maneira mais
natural, na qual nao seja necesséario fazer referéncia aos conjuntos com as possi-
bilidades de cada etapa. A escolha de um percurso para realizar a viagem pode
ser pensada como uma “tarefa’ que a pessoa tera que realizar, tarefa essa com-
posta de duas etapas, devendo ela tomar uma decisao em cada uma dessas etapas,
que é a escolha da rodovia dentre as disponiveis. Esquematizando temos:
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Tarefa: Escolher um percurso para ir de A a C:

Etapas da tarefa Numero de Possibilidades
1¢  Escolher uma rodovia para ir de A a B 2
2% Escolher uma rodovia para ir de B a C 3

Dai, o nimero total de possibilidades de executar a tarefa completa, ir de A a
C, passando por B, é dado pelo produto dos nimeros de possibilidades de cada
etapa. Isso é o que afirma o Principio Multiplicativo.

‘ Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem

Se uma tarefa (um evento, um acontecimento, etc) é composta de duas etapas
sucessivas, sendo que:
o numero de possibilidades de realizar a 1* etapa é n;
o numero de possibilidades de realizar a 2% etapa € ns,
entao, o numero total de possibilidades de executar a tarefa completa é dado
pelo produto:
1 X Noy.

Demonstracao: Para a demonstracao veja o Apéndice II.

Exercicios Resolvidos 1.

(01) Em uma sala hd 313 homens e 424 mulheres. De quantos modos é possivel
formar um casal homem-mulher, escolhido dentre as 737 pessoas da sala?
Solucao:

Nesse caso, a tarefa a ser executada é a escolha de um casal homem-mulher. De
quantas etapas é composta essa tarefa? Para formar o casal, basta tao somente
selecionar um homem e uma mulher dentre os existentes na sala. Esquematizando:

Tarefa: Formar um casal homem-mulher, escolhido dentre 313 homens e 424

mulheres.
Etapas da tarefa Numero de Possibilidades
1¢  Escolher um homem 313
2%  Escolher uma mulher 424

Pelo Principio Multiplicativo, o niimero de modos de executar a tarefa é dado
pelo produto: 313 x 424 = 132.712. O

(02) Uma sala possui 4 portas. De quantas maneiras uma pessoa pode entrar
e sair dessa sala?

Solucgao:

Uma vez identificada a tarefa, analisemos quantas decisoes deverao ser tomadas
na sua execugao, ou seja, quantas sao as etapas que compoem a tarefa.
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Tarefa: Entrar e sair de uma sala que tem 4 portas:

Etapas da tarefa Numero de Possibilidades
1% Escolher uma porta para entrar 4
2% Escolher uma porta para sair 4

Pelo P.M., o nimero de modos de executar a tarefa ¢ dado por: 4 x 4 =16. [

Podemos estender o Principio Multiplicativo para tarefas compostas por um
namero k > 2 qualquer de etapas.

‘ Extensao do Principio Multiplicativo ‘

Se uma tarefa compoe-se de k etapas sucessivas Ey, Fs, ..., Ej e ha:
ny; modos de executar a etapa Fj;
ny modos de executar a etapa Fjy;
n3 modos de executar a etapa Fjs;

n, modos de executar a etapa FEy,
entao, o nimero de possibilidades de executar a tarefa completa é dado pelo
produto:
Ny X Ng X N3 X ... X Ng.

Exercicios Resolvidos 2.

(01) Quantas opgoes tem uma pessoa de montar um lanche composto por 1 sal-
gado, 1 suco e 1 fruta, se hd 5 opgoes de salgados, suco em 3 sabores e 2 opgoes
de frutas?

Solugao:

Tarefa: Montar o lanche com as opgoes disponiveis.

Etapas da tarefa Ntumero de Possibilidades

1% Escolher o salgado D

2% Escolher o suco 3

3%  Escolher a fruta 2
Pelo P.M., o nimero de modos de montar o lanche é: 5 x 3 x 2 = 30. 0

(02) Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 5 questoes de multipla
escolha, com 4 alternativas por questao?

Solugao:

Tarefa: Montar o gabarito do teste.

Etapas da tarefa Ntumero de Possibilidades

1 Escolher a letra para a resposta da 1* questao
2% Escolher a letra para a resposta da 2% questao
3% Escolher a letra para a resposta da 3“ questao
4%  Escolher a letra para a resposta da 4% questao
5% Escolher a letra para a resposta da 5% questao

s s s

Pelo P.M., o total de gabaritos é dado por 4° = 1.024.
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Postura no uso do Principio Multiplicativo

Para resolver problemas que usam o Principio Multiplicativo é fundamental a
postura adotada por aquele que esta resolvendo o problema, a saber:

(1) Colocar-se no lugar da pessoa que deve executar a tarefa;
(2) Dividir a tarefa em etapas mais simples;
(3) Identificar as restrigdes em cada etapa.

Vejamos resolugoes de alguns problemas adotando a postura recomendada
acima.

Exercicios Resolvidos 3.

(01) De quantos modos 3 pessoas podem sentar-se, dispondo-se de 5 cadeiras
colocadas em fila indiana?

Solugao:

Inicialmente vamos identificar a tarefa. Para isso, pergunte:- O que queremos
contar? Queremos contar quantos sao os modos de acomodar 3 pessoas,
dispondo-se de 5 cadeiras colocadas em fila. A tarefa é exatamente a e-
xecucao daquilo que voceé estd querendo saber o total. Vem, entao a 1* observacao:

(1) Coloque-se no lugar da pessoa que deve executar a tarefa:
Mentalize trés pessoas, digamos A, B e C' e cinco cadeiras colocadas em fila como
abaixo:

€1 C2 C3 C4 C5
Veja-se acomodando as trés pessoas nessas cadeiras. Como vocé procederia?
Agora, vem a 2% observagao:

(2) Dividir a tarefa em etapas mais simples:
Procure pensar de forma ordenada e direta para identificar as decisoes a serem
tomadas na realizacao da tarefa. Assim, voceé estara identificando suas etapas.

- O que devera ser feito com A? Escolher uma cadeira, dentre as cinco
disponiveis, para ela sentar. Feito isso, vocé ird escolher uma cadeira para B
e por fim, dentre as restantes, uma outra para C. Uma vez identificadas as eta-
pas, é hora de passar para a 3% observagao:

(3) Identificar as restricoes de cada etapa:

Pergunte-se em cada etapa: - Tenho alguma restricao ao executar esta acao? As
restricoes sao de suma importancia para que possamos determinar com exatidao
o numero de possibilidades de cada etapa. Em funcao dessa recomendacao, do-
rante passaremos a incluir mais uma coluna em nossa tabela de etapas, a coluna
Restricoes. E por questoes de espago, passaremos a denotar apenas por N.P. o
Numero de Possibilidades.
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Colocando todas essas recomendacoes em uma tabela:

Tarefa: Acomodar A, B e ', usando 5 cadeiras colocadas em fila:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1% Escolher 1 cadeira para A sentar | cadeira disponivel 5
2%  Escolher 1 cadeira para B sentar | cadeira disponivel 4
3% Escolher 1 cadeira para C sentar | cadeira disponivel 3

Pelo P.M., o nimero de modos de executar a tarefa, isto é, acomodar as 5
pessoas, ¢ dado por: 5 x 4 x 3 = 60. O

(02) Quantos sdo os numeros naturais de 5 algarismos na base 107

Solugao:

- O que queremos contar? A quantidade de niimeros naturais de 5 algarismos,
formados com os digitos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. E a tarefa? A tarefa nao
é escrever todos estes nimeros. Coloque-se no lugar da pessoa que devera cons-
truir apenas um nimero com as caracteristicas pedidas. Ao construi-lo, com
o auxilio do Principio Multiplicativo, vocé descobrira quantos sao eles.

Tarefa: Escrever um nitimero natural de 5 algarismos, em base 10.
Considere

P1 P2 P3 P4 Ps

as posicoes a serem preenchidas para a construcao do niimero.

Etapas da tarefa Restricoes | N.P.
1% Escolher 1 algarismo para a posicao p; | # 0 9
2%  Escolher 1 algarismo para a posigao ps | - 10
3% Escolher 1 algarismo para a posicao ps | - 10
4%  Escolher 1 algarismo para a posicao py | - 10
5% Escolher 1 algarismo para a posicao ps | - 10

Total de ntimeros que podem ser formados com as caracteristicas pedidas é
dado por 9 x 10* = 90.000. O

(03) Quantos s@o os nimeros naturais de 5 algarismos na base 10, que ndo contém
027

Solugao:

Tarefa: Escrever um ntmero natural de 5 algarismos em base 10, que nao con-
tenha o 2.

Considere

P1 P2 P3 P4 Ps

o0 numero a ser formado.
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Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.

1*  Escolher 1 algarismo para a posicao p; | # 0 e # 2 8

2%  Escolher 1 algarismo para a posigao py | # 2 9

3% Escolher 1 algarismo para a posigao ps | # 2 9

4% Escolher 1 algarismo para a posigao py | # 2 9

5% Escolher 1 algarismo para a posi¢ao ps | # 2 9
Total de ntimeros que podem ser formados é 8 x 9% = 52.488. 0

Principio Aditivo

O Principio Aditivo determina o ntimero de elementos da uniao de dois conjuntos
finitos. Iniciemos com o caso em que os conjuntos sao disjuntos.

Proposicao 1. (Principio Aditivo) Se A e B sdo conjuntos finitos e disjun-

tos, entao

|AUB| =|A| + |B|.

Demonstracdo: Para a demonstracao veja o Apéndice 1.

Usando demonstracao por inducao, podemos estender o resultado acima para
uma quantidade finita n qualquer de conjuntos.

Corolario 1. Sejam Ay, As, .., A, conjuntos finitos, dois a dois disjuntos, isto €,
A;NA; =0, para quaisquer i # j. Entdo,
O

A Proposicao 1 fornece o nimero de elementos da uniao, quando os conjuntos
sao disjuntos. E se AN B # (), quantos sao os elementos da unidao A U B?

Corolario 2. Se A e B sao conjuntos finitos, entao

|AUB| =|A|+|B| - |AN Bj.

Demonstracao:
Considere A e B conjuntos finitos, com A N B # (), como no diagrama abaixo:

A B
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Claramente, temos que:
AUB=(A-B)UB,

sendo a uniao a direita disjunta. Logo, segue da Proposicao 1 que:
|AUB|=|A—- B|+|B|. (1.1)
Por outro lado, também temos que:
A=(A—-B)U(ANB)

E como (A — B) N (AN B) =0, segue novamente da Proposi¢ao 1 que:

|Al=|A-B|+|AnB|=|A—-B|=|A| - |ANB|. (1.2)
De (1.1) e (1.2) tem-se:

|AUB| =|A|+|B| - |AN Bj.

Se AN B =), entao |[AN B| =0 e o resultado continua valido. O

Exercicios Resolvidos 4.

(01) Feita uma pesquisa com todos os alunos desta turma, constatou-se que todos
fazem pelo menos uma refeicao no RU, sendo que 29 disseram que almocam 4,
24 que jantam e 12 afirmaram que 14 fazem as duas refeicoes. Quantos sao os
alunos da turma?

Solugao:

Considere

U - conjunto dos alunos da turma;

A - conjunto dos alunos da turma que almogam no RU;

J - conjunto dos alunos da turma que jantam no RU.

Como todos os alunos fazem pelo menos um refeicao no RU, segue que
U=AUJ
Pelo Principio Aditivo:
U =|AUJ| = |A|+|J|—|ANJ| =29+ 24— 12 =41.
O

(02) Dos 41 alunos desta turma, 28 disseram que almo¢am no RU, 24 que jantam
e 12 afirmaram que 14 fazem as duas refeicoes. Quantos alunos da turma nao
fazem nenhuma das refeicoes naquele restaurante?

Solucao:

Considere:

U - conjunto dos alunos da turma;

X- conjunto dos alunos da turma que fazem alguma refeicao no RU;
Claramente, temos:

U=XUX
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onde X é o complementar de X, sendo portanto o conjunto dos alunos que nao
fazem refeigao alguma no RU. Pelo Principio Aditivo:

U] = |X|+|X| - |XNnX]|=|X|=41—-|X|
Agora,
X=AUJ

onde
A - é conjunto dos alunos que almogam no RU;
J - é conjunto dos que jantam no RU.

Novamente, pelo Principio aditivo:
| X|=|A|+ |J] = |ANJ| =28+ 24 — 12 = 40.

Portanto, | X| =41 —40 = 1. O

(03) Uma prova de duas questoes foi dada a uma classe de 40 alunos. Desses, 25
acertaram a 1% questao, 20 acertaram a 2% e 5 nao acertaram questao alguma.
Quantos alunos acertaram as duas questoes?

Solucao:

Vamos considerar U o conjunto dos alunos da sala. Evidentemente, podemos
decompor U em dois conjuntos disjuntos:

U=XUX

onde

X - é o conjuntos dos alunos que acertaram alguma questao (pelo menos uma) e
X - é o complementar de X, isto é, o conjunto dos alunos que nao acertaram
questao alguma.

Pelo Principio Aditivo:

\U| = |X]|+|X|= |X|=40 -5 = 35.

Por outro lado,
X=AUB

onde
A - é o conjuntos dos alunos que acertaram a 1% questao;
B - é o conjuntos dos alunos que acertaram a 2% questao.

Novamente, pelo Principio Aditivo:
| X| =|AUB| = |A|+|B|—|ANB| = |ANB| = |A|+|B|—|X| = 254+20—-35 = 10.

0

Proposicao 2. Se A é um conjunto finito e B C A, entao

|B| = |A] - |A - B|
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Demonstracao:
Sejam A e B conjuntos finitos, com B C A, como no diagrama a seguir:

A
A_B

Como

A=BU(A- B),

sendo essa uniao disjunta, segue da Proposicao 1, que:
|Al = Bl +|A - B| = |B| = [A] - |A - B|.

O

Esse resultado é util quando queremos determinar a cardinalidade de certo
conjunto B, porém nao sabemos fazé-lo diretamente ou é uma tarefa muito com-
plexa. Podemos entao, construir um conjunto A O B, no qual saibamos calcular
|A| e |A — B, dai pela proposigao acima, determinamos |B].

Exercicios Resolvidos 5.

(01) Quantos sdo os numeros naturais de 5 algarismos na base 10, que contém o
algarismo 27

Solucao:

Para determinar esse total, devemos contar os nimeros de 5 algarismos em que
0 2 aparece 1 Unica vez, os que ele aparece 2 vezes, os que aparece 3, 4 e 5 vezes
e posteriormente somar os totais de cada caso. Uma tarefa enfadonha. Podemos
simplificar esse trabalho, considerando:

A - conjuntos dos ntimeros de 5 algarismos na base 10;

B - conjuntos dos nuimeros de 5 algarismo na base 10, os quais contém 2.
Obviamente que B C A, logo pela Proposicao 2,

|B| = |A] = |A - B|.

E o ntimero de elementos desses dois ultimos conjuntos podem ser determinados
mais facilmente. Como |A| = 90.000 e |A — B| = 52.488, conforme j4 resolvidos
anteriormente, entao,

|B| = |A| — |B — A] = 90.000 — 52.488 = 37.512. O
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Lista de Exercicios 1.

(01) Quantos s@o os nimeros naturais de 4 algarismos significativos (nao contém
o zero)?

(02) Quantos sdo os numeros naturais de 4 algarismos significativos distintos?
(03) Quantos sdo os numeros naturais de 4 algarismos que comegam por 27

(04) De uma turma de 30 alunos, determine quantas sao as opgdes que se tem de
escolher uma comissao formada por um presidente, um secretario e um tesoureiro,
de modo que pessoa alguma ocupe mais de um cargo.

(05) Um professor tem 5 livros distintos para presentear os 3 melhores alunos
da turma. Quantas sao as opgoes que ele tem de dar um livro a cada um desses
alunos?

(06) Ana vai ao seu guarda-roupa e la encontra 3 calgas e 6 blusas. Sabendo
que ela tem apenas 2 pares de sapatos, de quantos modos ela pode montar o
"look” do dia: calca-blusa-sapato?

(07) Uma pizzaria vende pizza em trés sabores: Mussarela, Calabresa e Quatro
Queijos; nos tamanhos: brotinho, grande ou familia e nas modalidades: massa
fina ou massa grossa. De quantas formas uma pessoa pode montar a sua pizza?

(08) O conjunto A possui 5 elementos e o conjunto B, 10 elementos.
(a) Quantas sao as fungoes f: A — B?
(b) Quantas s@o as fungoes injetoras f : A — B?

(09) Teorema: Se N = p'py*..p* € a decomposi¢ao de um inteiro positivo
em fatores primos distintos, entao d é um divisor positivo de N se, e somente se,

mi, m2

d=p"py?..pp*, com 0 < m; <ny, parai=12, .k

Usando o teorema acima e o Principio Multiplicativo, determine:
(a) o nimero de divisores positivos de 600;
(b) o nimero de divisores positivos de 415;
(c) o numero de divisores positivos pares de 3.528.

(10) Use o Principio Multplicativo para mostrar que todo conjunto A com n
elementos, possui exatamente 2" subconjuntos.

(11) Em um sistema de telefonia, os nimeros de telefones sdo formados por 9
digitos, escolhidos dentre 0, 1, 2, ..., 9. Sabendo que o primeiro digito é sempre
9 e que 0 nao pode ser usado nas 2% e 3% posicoes, quantos nimeros de telefones
podem ser formados nesse sistema?

(12) De quantas maneiras podemos arrumar 8 torres iguais em um tabuleiro
de xadrez ( 8 x 8) de modo que nao haja duas torres na mesma linha e nem na
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mesma coluna?

(13) Dos 30 alunos de uma turma, 15 estdo cursando Andlise Combinatéria, 22
Algebra, sendo que 12 estao fazendo as duas disciplinas. Determine o nimero de
alunos dessa turma que:

(a) estao cursando Anslise Combinatoria ou Algebra;

(b) ndo estao cursando nenhuma das duas disciplinas;

(c) fazem somente Analise Combinatoria;

(d) fazem somente uma das duas disciplinas.

14) Sejam A e B subconjuntos de um conjunto universo U. Sabendo que
Ul =60, |[A] =20, |B| =40 e |AN B| = 10, calcule:

a) |AU B|

b) |A], onde A =U — A é o complementar de A;

c) |AU B

d) [AN B]

(
|
(
(
(
(

(15) Quantos sdo os numeros naturais de 6 algarismos, que:
(a) ndo contém o 97
(b) contém o 97

(16) Quantos sdo so numeros naturais de 4 digitos, que possuem pelo menos
dois digitos iguais?

Respostas da Lista de Exercicios 1

(01) 6.561

(02) 3.024

(03) 1.000

(04) 24.360

(05) 60

(06) 36

(07) 18

(08.a) 100.000 (08.b) 30.240

(09.a) 24 (09.b) 4 (09.c) 27

(10) Tarefa: Construir um subconjunto do conjunto A = {a1, ag, ..., an}

Etapas Restricoes N.P.

1% Decidir se a; pertencera ou nao ao subconjunto | - 2 (SouN)
2% Decidir se ag pertencera ou nao ao subconjunto | - 2 (SouN)
n®  Decidir se a,, pertencerd ou nao ao subconjunto | - 2(Sou N)

Total =2 x 2 x ... x2=2"
) 81.000.000

(11
(
(13 ) (13.b) 5 (13.c) 3 (13.d) 13
(14.a) 50 (14.b) 40 (14.c) 10 (14.d) 30
(15 a) 472.392  (15.b) 427.608

(



Capitulo 2

Uso do Principio Multiplicativo

Objetivos:

v' Apresentar algumas recomendagoes no uso do Principio Multiplicativo.

1 Recomendacoes

No capitulo anterior, vimos que a postura adotada na abordagem de problemas
que usam o Principio Multiplicativo é de grande importancia para facilitar sua
resolucao. Veremos agora, mais algumas recomendacoes no uso desse principio,
sempre visando contornar dificuldades que surjam na resolucao do problema.

Comecar pelas Restricoes
Vamos comegar resolvendo o seguinte problema:

e Quantos numeros naturais de dois algarismos distintos podem ser formados
no sistema decimal?

Solugao:

Tarefa: Escrever um numero natural de dois algarismos distintos usando os
digitos: 0, 1, 2, ..., 8, 9.

Considere
P1 D2
o numero a ser formado.
Etapas da tarefa Restrigoes N.P.

1% Escolher um algarismo para ps | - 10
2% Escolher um algarismo para p; | # py e # 0 | DEPENDE

Observe que o nimero de possibilidades de executar a 2¢ etapa, depende de como
foi executada a 1¢. Se a posi¢ao py foi preenchida com zero, entao restam 9
possibilidades para p;. Porém, se a posicao py foi preenchida com um algarismo
diferente de zero, restam 8 possibilidades (excluimos o algarismo ji usado e o

19
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zero, pois zeros colocado a direita do primeiro algarismo significativo nao sao
contados como digitos). Poderfamos ter contornado esse problema, simplesmente
invertendo a ordem de execucao das etapas:

Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher um algarismo para p; | # 0 9
2% Escolher um algarismo para py | # p; 9

Pelo P.M., o total dos nimeros ¢ dado por: 9 x 9 = 81.

O

Assim, em resolugoes de problemas que usam o Principio Multiplicativo, de-
vemos seguir a seguinte recomendacao:

Recomendacgao 1:

Se existe restricao em alguma etapa, entao o niimero de
possibilidades dessa etapa deve ser analisado em primeiro
lugar.

Exercicios Resolvidos 6.

(01) Quantas "palavras” de 4 letras distintas, terminadas em vogal, podem ser
formadas com um alfabeto de 26 letras, das quais 5 sao vogais?
Solugao:

Tarefa: Formar uma palavra de 4 letras distintas, terminada por vogal.

Seja

D1 P2 P3 P4

a palavra a ser formada. Analisemos as etapas e suas restrigoes:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.

1% Escolher uma letra para p; | -
2%  Escolher uma letra para py | # p;

3% Escolher uma letra para ps | # p1, po

4¢  FEscolher uma letra para p, | vogal e # p1, p2, p3

Uma restricao comum a todas as etapas ¢ o uso de letras distintas das ja
colocadas, porém a 4% etapa tem uma restricao adicional, a letra escolhida deve
ser uma vogal. Vamos entao, inverter a ordem das etapas, comegando o preenchi-

mento por py.
Etapas da tarefa Restricoes | N.P.
1  Escolher uma letra para p, | vogal )
2% Escolher uma letra para p3 | # pq 25
3% Escolher uma letra para py | # p4, p3 24
4% FEscolher uma letra para py | # p4, p3, P2 23

Total: 5 x 25 x 24 x 23 = 69.000.

0

Como exercicio, tente determinar o nimero de possibilidades de cada etapa,

mantendo a ordem dada na primeira tabela. Veja as dificuldades que surgem.
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(02) Quantos nuimeros pares, de trés algarismos distintos, podemos formar
usando apenas os digitos: 1, 2, 3, 4, 5, 67

Solucao:

Tarefa: Formar um ntimero par, de trés algarismos distintos, usando somente os
digitos: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Seja

D1 P2 P3

o numero a ser formado.

A tarefa é composta de 3 etapas, que sao as escolhas dos nimeros para as
posigoes p1,p2 € p3. Como o numero é par, temos uma restrigao no preenchi-
mento da posicao ps. Assim, vamos iniciar a tarefa preenchendo essa posicao.

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.

1% Escolher um algarismo para ps | deve ser par 3

2% Escolher um algarismo para py | # p3 5}

3% Escolher um algarismo para p; | # ps, po 4
Total: 3 x 5 x 4 = 60. 0

Restricao mais Seletiva
Observando a Recomendacao 1, vamos resolver a questao abaixo:

e Quantos sao os multiplos de 5, menores que 6.000, formados de 4 algarismos
distintos, nos quais nao constam nenhum dos digitos: 0, 1 e 97

Solucao:

Tarefa: Formar um miltiplo de 5, de 4 algarismos distintos, menor que 6.000,
usando apenas os digitos: 2,3,4,5,6,7,8.

Seja

P1 P2 P3 P4

o numero a ser formado. Analisemos as etapas e suas restricoes.

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1 Escolher um nimero para p; | < 6
2% Escolher um ntimero para ps | # p;
3% Escolher um ntimero para ps | # p1, po
4% Escolher um numero para py | # p1, P2, P3
e multiplo de 5

Observam-se restrigoes no preenchimento das posi¢oes p; e py (estamos des-
prezando o fato dos digitos serem distintos, restrigdo comum a todas as etapas).
Nesse caso, por onde comecar? A recomendacao é:
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Recomendacao 2:
Se existem restrigoes em mais de uma etapa, entao deve-
mos comecgar por aquela que é mais seletiva.

Nesse exemplo, vejamos qual restricao é mais seletiva, ou seja, qual tem um
nimero menor de possibilidades. Em p;, podemos usar quaisquer dos digitos: 2,
3, 4 ou 5. Ja em py, temos apenas uma opcao, colocar 5. Portanto, essa é mais
seletiva. Iniciemos por ela.

Etapas da tarefa Restricoes N.P.

1% Escolher um nimero para p4 | multiplo de 5 1

2¢  Escolher um ntimero para p; | < 6 e # py 3

3% Escolher um ntmero para ps | # p1, P 5

4% Escolher um ntimero para p3 | # p1, P2, P4 4
Total: 1 x 3 x5 x4 =60. 0

Exercicios Resolvidos 7.

(01) Ana dispoe de 10 cores, dentre elas as 5 bésicas: branco, preto, vermelho,
amarelo e azul. Quantas sao as opcoes que Ana tem de pintar uma bandeira
composta de 5 listras verticais, cada listra de uma sé cor e todas com cores
diferentes, sendo que as bordas direita e esquerda devem ser pintadas com as
cores basicas e a listra central com preto ou branco?

Solugao:

Tarefa: Pintar uma bandeira de 5 listras, com as restrigoes dadas.

Sejam

Ly Ly Ly Ly Ls
as listras da bandeira a serem pintadas. Temos uma restricao comum a todas
elas, que é a escolha de cores distintas. Nas listras Ly e Ls, devemos escolher
dentre as 5 cores basicas. Ja para Ls, a listra central, temos apenas 2 opcoes.
Entao, iniciemos pela mais seletiva.

Etapas da tarefa Restricoes N.P.

1% Escolher uma cor para L3 | preto ou branco 2

2% Escolher uma cor para Ly | cor basica e # Lg 4

3% Escolher uma cor para Ls | cor basica e # Ls, L 3

4*  FEscolher uma cor para Lo | # Ly, L3, L 7

5%  Escolher uma cor para Ly | # Ly, Lo, L3, Ls 6
Total: 2 x4 x3x7x6=1.008. U

Dividir o Problema em Casos

e Quantos sao os niimeros naturais pares existentes em base 10, formados de trés
algarismos distintos?
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Solucao:

Tarefa: Formar um ntumero par, de 3 de algarismos distintos, usando somente
os digitos: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

Seja

D1 P2 P3
o0 numero a ser formado.

Em cada uma das 3 etapas deve-se escolher um digito para ser colocado na
posicao correspondente. A excecao de digitos distintos, temos a restricao em
p1, ndo pode ser zero (dai restam 9 opgdes) e a resticio em p3, que deve ser
um nudmero par, onde tem-se menos opgoes que em p;. Entao, a recomendacao
anterior nos diz que devemos comecar por ps.

Etapas da tarefa Restricoes N.P.

1%  Escolher um ntmero para p3 | par )
2% Escolher um ntimero para p; | # 0 e # p3 | DEPENDE
3% Escolher um nimero para ps | # ps, p1

Embora tenhamos seguido a recomendacao anterior, estamos novamente di-
ante de um impasse, pois colocando zero em p3, restam 9 possibilidades para p;.
Caso contrario, restam 8. Nesse caso, devemos seguir a proxima recomendagao:

Recomendacao 3:

Se a colocacao de um objeto em certa posicao causa dificul-
dades para a determinagao do ntimero de possibilidades em
outras posigoes, entao devemos dividir o problema em casos,
conforme o objeto ocupe ou nao a posicao considerada.

Retornemos ao problema acima. Como a colocacao do zero na posicao ps
causa dificuldades em determinar o niimero de possibilidades em p;, vamos di-
vidir o problema em casos, conforme zero esteja ou nao na posi¢ao ps.

Caso 1: Formar 1 nimero par, de 3 algarismos distintos, terminado em 0

Etapas da tarefa Restricoes | N.P.
1*  Escolher um ntimero para p3 | = 0 1
2% Escolher um ntmero para p; | # p3 =0 9
3% Escolher um ntimero para ps | # p1, ps 8

Total do Caso 1: 1 x 9 x 8 = 72.

Caso 2: Formar 1 nimero par, de 3 algarismos distintos, nao terminado em 0

Etapas da tarefa Restricoes | N.P.
1*  Escolher um numero para p3 | par e # 0 4
2% Escolher um ntumero para p; | # 0, p3 8
3% Escolher um ntimero para ps | # p1, P3 8

Total do Caso 2: 4 x 8 x 8 = 256.

- O que fazemos agora com os totais de cada caso?
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Pensemos assim: Considere U o conjunto de todos os nimeros naturais pares,
de 3 algarismos distintos, cuja cardinalidade se quer determinar. Se X é o con-
junto de todos os numeros pares de 3 algarismos distintos, terminados em
zero, entdo U = X U X, onde X, o complementar de X, é o conjunto de todos
os numeros pares de 3 algarismos distintos, nao terminados em zero. Pelo
Principio Aditivo:

|U| = | X| + |X| = Total Caso 1 + Total Caso 2 = 72 + 256 = 328. O

Exercicios Resolvidos 8.

(01) Deve-se escolher, dentre os 60 alunos das duas oitavas séries de uma escola,
uma comissao composta de presidente, secretario e tesoureio. O presidente deve
ser um aluno da 8*A e o tesoureiro, uma mulher. Sabendo que dos 35 alunos da
8%A, 19 sao homens e a que 8*B tem apenas 10 mulheres, quantas sao as opcoes
que se tem de formar essa comissao?

Solucao:

A tarefa consiste na escolha da comissao, sendo composta de 3 etapas, que sao
as escolhas dos membros:

presidente secretario tesoureiro

Temos rescricoes na escolha do presidente e do tesoureiro, sendo mais seletiva a
escolha do tesoureiro, por termos um nimero menor de possibilidades. No en-
tanto, observa-se que a escolha de uma mulher para tesoureiro, traz dificuldades
na determinacao do niimero de opgoes que teremos na escolha do presidente. As-
sim, vamos dividir o problema em casos, conforme o tesoureiro seja aluna da 8*A
ou 8B.

Caso 1: O tesoureiro é uma aluna da 8*A:

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1% Escolher o tesoureiro | aluna da 8*A 16
2% Escolher o presidente | aluno(a) da 8*A e # tesoureiro 34
3% Escolher o secretario | # tesoureiro, presidente 58

Total do Caso 1: 16 x 34 x 58 = 31.552

Caso 2: O tesoureiro é uma aluna da 82B:

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1*  Escolher o tesoureiro | aluna da 8*B 10
2% Escolher o presidente | aluno(a) da 8*A e # tesoureiro 35
3% Escolher o secretario | # tesoureiro, presidente 58

Total do Caso 2: 10 x 35 x 58 = 20.300
Pelo Principio Aditivo, total geral: 31.552 + 20.300 = 51.852. U

(02) De um baralho comum (52 cartas) sacam-se sucessivamente e sem reposigao
trés cartas. Quantas sao as extragoes nas quais a primeira carta é de copas, a
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segunda é um rei e a terceira nao é uma dama?

Solugao:

25

Tarefa: Retirar 3 cartas de um baralho, sem reposi¢ao, a 1* sendo de copas, a
2% um rei e a 3%, nao sendo dama.

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1*  Retirar a primeira carta | de copas 13
2% Retirar a segunda carta | um rei 77077
3% Retirar a terceira carta | nao seja dama | 77777

Como a retirada de uma dama ou de um rei na primeira carta causam di-
ficuldades na determinacao do ntimero de possibilidades na segunda e terceira
retiradas, vamos dividir o problema em casos, conforme a primeira carta seja ou

nao um rei ou uma dama.

Caso 1: A primeira carta é uma dama de copas:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1*  Retirar a primeira carta | dama de copas 1
2% Retirar a segunda carta | um rei 4
3% Retirar a terceira carta | nao seja dama 47

Total do Caso 1: 1 x 4 x 47 = 188.
Caso 2: A primeira carta é um rei de copas:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1% Retirar a primeira carta | rei de copas 1
2% Retirar a segunda carta | um rei 3
3% Retirar a terceira carta | nao seja dama 46

Total do Caso 2: 1 x 3 x 46 = 138.

Caso 3: A primeira carta é de copas, nao sendo rei e nem dama:

Etapas da tarefa

Restricoes

N.P.

1% Retirar a primeira carta
2% Retirar a segunda carta
3% Retirar a terceira carta

copas, # rei e # dama 11

um rei
nao seja dama

4
46

Total do caso 3: 11 x 4 x 46 = 2.024.

Pelo Principio Aditivo, o total geral é dado por: 188 + 138 +2.024 = 2.350. [J
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Lista de Exercicios 2.

(01) Quantos numeros impares, de trés algarismos distintos, podemos formar u-
sando somente os digitos do conjunto {1,2,3,4,5}7?

(02) De um alfabeto de 26 letras, 5 das quais sao vogais, quantas sao as ”palavras” de
seis letras distintas que comecam e terminam por vogal?

(03) Quantos sdo os numeros de quatro algarismos (nao necessariamente dis-
tintos), formados somente com os digitos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, que sdo divisiveis por
cinco e menores que 7.0007

(04) Quantos numeros de sete algarismos distintos podem ser formados com os
digitos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, de modo que os dois primeiros digitos sejam pares
e os trés ultimos, impares?

(05) Chama-se anagrama de uma palavra qualquer ordenacao que se possa for-
mar com as letras dessa palavra. Assim, SETUDO e TESUDO sao anagramas
da palavra ESTUDO. Quantos sao os anagramas da palavra ESTUDO que:

(a) podem ser formados, sem restrigoes?

(b) comegam por vogal?

(c) comegam e terminam por vogal?

(06) As placas de automoéveis sao formadas por 3 letras (escolhidas de um al-
fabeto composto por 5 vogais e 21 consoantes) seguidas de 4 nimeros. Quantas
sao as opgoes que se tem de construir uma placa de automével:

(a) sem restrigoes?

(b) com letras e nimeros todos distintos?

(c) comegando por vogal?

(d) comegando por vogal e terminando por 07

(e) formada s6 por vogal e niimero pares, sendo letras e nimeros distintos?

(f) formadas s6 por vogal ou sé por ntimeros pares, sendo letras e nimeros dis-
tintos?
(g) que tem pelo menos uma vogal?
(h) que tem pelo menos um nimero par?

(07) Um professor tem 8 livros distintos, sendo 4 de Geometria e 4 de Algebra.
Esses livros serao doados a 8 alunos, dos quais 3 disseram ter preferéncia pelos
livros de Geometria, 2 pelos de Algebra e os demais nao tem preferéncia. De
quantos modos o professor podera fazer a distribuicao dos livros, respeitanto as
preferéncias?

(08) Quantos sdo os numeros naturais de 4 digitos distintos, maiores que 5.5007
(09) De um baralho comum (52 cartas) sacam-se sucessivamente e sem reposi¢ao

duas cartas. Quantas sao as extracoes nas quais a primeira carta é um rei e a
segunda uma carta de paus?
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(10) Em uma eleicdo ha 4 canditados a presidente: 3 homens e 1 mulher; 3
candidatos a governador, todos do sexo masculino e 2 mulheres e 4 homens con-
correndo ao senado. Determine o nimero de opgoes que tem um eleitor de montar
o seu voto, escolhendo um presidente, um governador e um senador:

(a) sem restrigoes;

(b) de modo que todos os escolhidos sejam do sexo masculino;

(c) de modo que dois dos escolhidos sejam do sexo femino;

(d) de modo que apenas um escolhido seja do sexo femino.

(11) Dispondo-se de sete cores distintas, de quantos modos pode-se pintar o
circulo abaixo, de modo que cada setor seja pintado de uma sé cor e setores
adjacentes (com uma linha fronteira comum) nao tenham a mesma cor?

(12) Dispondo-se de cinco cores distintas, de quantos modos podemos colorir uma
bandeira de quatro listras, cada listra de uma sé cor, de modo que a primeira e
a quarta listras tenham cores distintas, o mesmo ocorrendo com as listras adja-
centes?



28 Analise Combinatéria e Probabilidade

Respostas da Lista de Exercicios 2
(01) 36

(02) 5.100.480
(03) 245
(04) 8.640
(05.a) 720
(05.b) 360

(05.c) 144
(06.a) 175.760.000
(06.b) 78.624.000
(06.c) 33.800.000
(06.d) 3.380.000
(06.e) 7.200

(06.f) 2.167.200
(06.g) 83.150.000
(06.h) 164.775.000
(07) 1.728
(08) 2.240
(09) 5

(10. >
(10.b) 36
(10.c) 6

(10.d) 30
(11) 1.302
(12) 260



Capitulo 3

Arranjos e Permutacoes

Objetivos:

v' Definir Arranjo, Permutacao e Combinagao;

v/ Apresentar as férmulas para o calculo do Niimero de Arranjos e de Permutacgoes.

1 Introducao

Conforme visto no Capitulo 1, dado um conjunto finito
E = {ala g, ag, ..., an}

com n elementos e um inteiro k£, com 1 < k£ < n, duas sao as perguntas centrais
da Anélise Combinatéria:

- De quantos modos podemos fazer uma escolha ordenada de k elementos
distintos de E7?

- De quantos modos podemos fazer uma escolha nao ordenada de k elementos
distintos de E?

Suponha
E = {Ana, Bia,Carlos, Duda}

- De quantos modos podemos fazer uma escolha ordenada de 2 elementos
distintos desse conjunto?

Na escolha ordenada, a ordem dos elementos é relevante. Assim
(Ana, Bia) e (Bia, Ana)

sao duas escolhas distintas.

Nesse caso, temos as seguintes opgoes:
(Ana, Bia), (Bia, Ana), (Ana, Carlos), (Carlos, Ana), (Ana, Duda), (Duda, Ana)
(Bia,Carlos), (Carlos, Bia), (Bia, Duda), (Duda, Bia), (Carlos, Duda), (Duda, Carlos)

No total de 12 escolhas ordenadas possiveis.

29
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No caso da escolha ordenada usaremos a notacao de sequeéncia, isto €, rela-
cionaremos os elementos escolhidos entre parénteses, para indicar que a ordem é
relevante. Assim, (Ana, Bia) representa uma escolha ordenada de dois elementos

de E; (Carlos, Ana, Duda) representa uma escolha ordenada de 3 elementos de
E.

- De quantos modos podemos fazer uma escolha nao ordenada de 2 elementos
distintos deste conjunto?

Na escolha nao ordenada, a ordem dos elementos é irrelevante. Assim,
(Ana, Bia) e (Bia, Ana) sao consideradas indistinguiveis. Nesse caso, usaremos
a notagao de conjunto {Ana, Bia}. Temos as seguintes opgoes:

{Ana, Bia}, {Ana,Carlos}, {Ana,Duda},
{Bia,Carlos}, {Bia, Duda}, {Carlos, Duda}

Totalizando 6 escolhas nao ordenadas possiveis.

Quando a escolha é ordenada chamados de Arranjo (simples) de
n objetos, tomados k£ a k. Em particular, quando k = n, o arranjo
¢ chamado Permutacgao dos n objetos.

Quando a escolha nao é ordenada chamamos de Combinacgao
(simples) dos n objetos, tomados k a k.

v" Exercicios Propostos 1.

(01) Explique o significado das expressoes:

(a) Combinagao de 5 elementos, tomados 4 a 4;
(b) Arranjo de 10 elementos, tomados 3 a 3;

(¢) Permutacao de 10 elementos;

(d) Combinagao de 10 elementos, tomados 10 a 10.

(02) Determine em quais das situagoes a seguir a ordem ¢ relevante (temos um ar-
ranjo ou permutagao) e em quais a ordem ¢é irrelevante (temos uma combinagao):
(a) Escolher 2 pessoas, de um grupo de 5, para compor uma comissao.
(b) Escolher 2 pessoas, de um grupo de 5, para compor uma comissao constituida
de presidente e secretdrio. O presidente terda um saldrio mensal de £$10.000, 00
e o secretario, de R$937, 00.
(c) Escolher 4 dentre as 6 frutas abaixo:

{ Abacate, Abacaxi, Banana, Laranja, Maca, Mamao }
para fazer uma salada de frutas.
(d) Escolher 4 dentre as 6 frutas abaixo:

{ Abacate, Abacaxi, Banana, Laranja, Maca, Mamao }
para comer ao longo do dia: uma no café da manha, uma na sobremesa, outra
no lanche da tarde e a quarta, na ceia;
(e) Acomodar 7 pessoas em 7 cadeiras colocadas em fila indiana.
(f) Formar um nimero de 3 algarismos distintos usando somente: 3, 4, 5, 6, 7, 8.
(g) Sacar 05 cartas simultaneamente de um baralho de 52 cartas.
(h)

g
h) Sacar 05 cartas consecutivas de um baralho de 52 cartas.
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2 Calculo do Numero de Arranjos

Usaremos a notacao A, ; para representar o nimero de arranjos (simples) de n
elementos, tomados k a k. Nosso objetivo agora ¢ determinar o valor de A, j
para inteiros arbitrarios n e k, comn > 1 e 1 < k < n. Para isso, usaremos o
Principio Multiplicativo.

Considere E = {ay,as, ...,a,} um conjunto com n objetos e k um inteiro, com
n>1el <k <n. Nosso objetivo é contar quantas sao as opcoes que temos de
escolher, de forma ordenada, k elementos distintos de F.

Tarefa: Escolher k objetos distintos, dentre os n de E, e coloca-los na ordem
abaixo:

b1 P2 P3 Pk—1 Pk

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1% Escolher 1 elemento para p; | - n
2%  Escolher 1 elemento para ps | # p; n—1
3% Escolher 1 elemento para p3 | # p1, po n—2
k® Escolher 1 elemento para py | # p1,pe,--pr—1 | n — (kK —1)

Pelo P.M., o nimero de modos de executar a tarefa é dado por:

Anp =n(n—1)(n—2)..(n — k + 1) (3.1)

Multiplicando (3.1) por EZ:Z;: e usando a definicao de fatorial, podemos simpli-

ficar a expressao obtida para A, x:

An,k:n(n—1)(71_2)'”(”_]{:4_1)(2—]{3)? _ n!

Assim, temos que:

v' Exercicios Propostos 2.

(01) Calcule e explique o que foi calculado:

Lembrando

que dado um
inteiro n > 0,
definimos o
fatorial de n

por:

{2’!

=1
=n(n-—1),
sen > 1
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Exercicios Resolvidos 9.

(01) Quantos nimeros de 2 digitos significativos distintos podem ser formados no
sistema decimal?

Solugao:

Formar um numeros de 2 digitos significativos distintos (excluimos o zero), con-
siste em escolher e ordenar dois elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
sendo portando um arranjo simples de 9 elementos, tomados 2 a 2, o que pode
ser feito por Agy = ?—i =T72. O

(02) Quantos nimeros naturais de 3 digitos distintos existem no sistema deci-
mal?

Solucao:

Formar um numero de 3 digitos distintos (comegados ou nao por zero) equivale
a escolher e ordenar 3 elementos do conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, sendo por-
tanto um arranjo simples de 10 elementos, tomados 3 a 3, cujo total é dado por
Aoz = 17—0!! = 720. Porém, nesse total estao incluidos os comecados por zero, que
nao sao considerados ntumeros de 3 digitos. Precisamos entao, descontar o total
de numeros dessa formar, ja calculado na questao anterior. Portanto, o total de
numeros de 3 digitos distintos: 720 — 72 = 648. 0

(03) De quantas maneiras uma nutricionista pode montar um cardarpio para
consumo diario: café, sobremesa e lanche, usando em cada momento somente
uma das frutas: Abacaxi, banana, laranja, mamao, maga ou pera, de modo que
nao haja repeticao de frutas no mesmo dia?

Solugao:
Montar o cardarpio implica em escolher e ordenar 3 dentre as 6 frutas. Isso pode
ser feito de Ag3 = g—i = 120 modos. O

3 Permutacoes

O Arranjo de n elementos, tomando n a n, isto é, quando k = n, é chamado de
Permutacao de n elementos. A permutacao trata-se pois de uma ordenacao de
n objetos. Denotaremos por P, o nimero de permutagao de n elementos. Como
0! =1, temos:

| |
n! n!
P,=A,, = nl

"=l ol

Portanto,

P,=n!
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v' Exercicios Propostos 3.

(01) Calcule e explique o que esté sendo calculado:

(a) Py
(b) P
(c) Ps

Exercicios Resolvidos 10.

(01) De quantos modos 5 pessoas podem sentar-se em 5 cadeiras colocadas em
fila indiana?

Solugao:
Trata-se de escolher e ordenar 5 dentre 5, ou seja, uma permutacao de 5 elemen-
tos, cujo total é dado por P5 = 5! = 120. O

(02) De quantos modos 5 pessoas podem sentar-se em 5 cadeiras em fila indi-
ana, de modo que duas delas, Ana e Bia, fiquem juntas?

Solucao:

Suponha P, = Ana, P, = Bia, Ps, Py e P as 5 pessoas. Um solucao é considerar
X = PP, (ou X = P,P;) como se fosse uma sé pessoa. O problema passa a ser
permutar os simbolos X, P3, Py, Ps, o que pode ser feito com as seguintes etapas:

Etapas da tarefa Restricoes | N.P.

1*  Permutar X, P, Py, P5 | - 4!

2¢  Permutar P;, P, entre si | - 2!
Total: = 4! x 2! = 48. 0

(03) Com a palavra VESTIBULAR, determine o nimero de anagramas:
(a) possiveis:

Solugao:
Cada anagrama é uma permutacao das 10 letras distintas: V, E, S, T, I, B, U,
L, A, R, o que pode ser feito de Pg = 10! = 3.268.800. O

(b) que comegam com as letras V, E, S, nessa ordem:

Solugao:
Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher uma letra para a 1% posicao deve ser V 1
2% Escolher uma letra para a 2% posicao deve ser E 1
3% Escolher uma letra para a 3 posicao deve ser S
4%  Permutar as 7 letras restantes nas 7 ultimas posigoes | - 7!
Total =1 x 1 x 1 x 7! = 5.040. OJ

(c) que comegam pelas letras V, E; S, em qualquer ordem;
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Solucao:
Etapas da tarefa Restricoes | N.P.
1 Permutar as letras V, E, S nas 3 primeiras posigoes - 3!
2%  Permutar as letras T, I, B, U, L, A, R nas 7 posicoes restantes 7!
Total = 3! x 7! = 30.240. O
(d) que comega com as letras V, E, S, nesta ordem e terminam com as letras
L, A, R, em uma ordem qualquer:
Solucao:
Considere
D1 D2 P3 P4 Ps Pe P7 P8 P9 P1o
o anagrama a ser formado.
Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher uma letra para a posicao p; deve ser V 1
2%  Escolher uma letra para a posicao ps deve ser E 1
3% Escolher uma letra para a posicao ps deve ser S 1
4%  Permutar as letras L, A, R nas posicoes pg, pg, P10 - 3!
5%  Permutar as letras T, I, B, U nas posicoes p4, ps, ps, P7 | - 4!

Pelo P. M, total =1 x 1 x 1 x 3! x 4! = 144.
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Lista de Exercicios 3.

(01) Quantos nimeros naturais de seis digitos distintos existem no sistema deci-
mal?

(02) Quantos s@o os arranjos dos digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, tomados 4 a 4, que
tem o digito 1 na primeira posicao?

(03) Determine o nimero de anagramas da palavra CADERNO, que tem:

(a) as letras C, A, D nas trés primeiras posigoes, nessa ordem;

(b) as letras C, A, D, nas trés primeiras posi¢oes, em qualquer ordem;

(c) as letras C, A, D juntas, nessa ordem;

(d) as letras C, A, D juntas, em qualquer ordem;

(e) a letra C na primeira posi¢ao e a letra A na segunda;

(f) a letra C na primeira posi¢ao ou a letra A na segunda;

(g) a letra C na primeira posi¢do, ou a letra A na segunda, ou a letra D na
terceira.

(04) Se A é um conjunto com 7 elementos, quantas sdo as fungdes bijetoras

fiA— A?

(05) Se A e B sao conjuntos com n elementos, quantas sao as fungdes bijetoras

f:A— B?

(06) Escrevem-se em ordem crescente todos os nimeros obtidos permutando-se
os impares: 1, 3, 5, 7, 9.

(a) Quantos sdo os numeros escritos?

(b) Qual o primeiro nimero escrito?

(¢) Qual o ultimo nimero escrito?

(d) Qual o niimero que ocupa a 80° posicao?

(e) Que lugar ocupa o nimero 57.9137

(07) De quantos modos é possivel sentar 3 mulheres e 5 homens em 8 cadeiras
colocadas em fila indiana:

(a) sem restrigoes?

(b) de modo que a primeira cadeira seja ocupada por uma mulher?

(¢) de modo que a primeira e tltima cadeiras sejam ocupadas por pessoas do sexo
masculino?

(d) de modo que Ana e Carla, duas dessas mulheres, fiquem em cadeiras conse-
cutivas?

(e) de modo que as mulheres fiquem em cadeiras consecutivas?

(f) de modo que os homens fiquem em cadeiras consecutivas?

(g) de modo que pessoas de mesmo sexo fiquem juntas?

(h) de modo que as mulheres fiquem juntas ou os homens fiquem juntos?

(08) De quantos modos é possivel colocar 10 pessoas, Py, P, ..., Pjp em fila in-
diana, de modo que P, e P, fiquem juntas e P; e Py nao fiquem juntas?
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(09) De quantos modos podemos colocar em fila indiana 6 homens e 6 mulheres,
de modos que homens e mulheres fiquem em posicao alternadas?

(10) De quantos modos podemos arrumar em uma prateleira 5 livros de Matematica,
3 de Fisica e 2 de Quimica, todos distintos, de modo que livros de um mesmo
assunto fiquem juntos?

Respostas da Lista de Exercicios 3
1) 136.080
02) 60
03.a) 24
03.b) 144
03.c) 120
03.d) 720
03.e) 120
03.f) 1.320
03.g) 1.824
04) 5.040

(0

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(06. a) 120
(06.b) 13.579
(06.c) 97.531
(06.d) 73.195
(06.¢) 65°
(07.a) 40.320
(07.b) 15.120
(07.¢) 14.400
(07.d) 10.080
(07.¢) 4.320
(07.£) 2.880
(07.g) 1.440
(07.h) 5.760
(08) 564.480
(09) 1.036.800
(10) 8.640

07.
07.



Capitulo 4

Combinacoes Simples

Objetivos:

v/ Apresentar a férmula para calcular o niimero de Combinagoes Simples.

1 Numero Binomial

Definicao 1. Dados inteiros n e k, comn > 0 e 0 < k < n, chamamos de
Nimero Binomial de numerador n e classe k ao inteiro, indicado por C¥,

dado por:
|
Ck :_ n'
" El'(n —k)!
Exemplos:
(01) C2 = 2 = 10.

(02) CF =5 =T.
(03) C? = & =1, para todo inteiro n > 0.
(04) Cr = & =1, para todo inteiro n > 0.

n!.0

(05) C%) = 2% = C},. Mais geralmente, temos que:

Os numeros binomiais satisfazem uma importante relacao, dada na proposicao

abaixo, conhecida como Relagao de Stifel.

37

(0] numero
binomial  C,
pode também
ser  represen-

tado por C,

ou(})-

ck e Cnk
sao ditos
Numeros Bi-
nomiais Com-

plementares.



k k+1 _x
Cr e Cp sao
ditos Numeros
Binomiais Con-

secutivos.
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Proposicao 3. (Relagdo de Stifel) Para quaisquer inteiros n e k, comn > 1
e0<k<n-—1, temos a identidade:

k k+1 __ k+1
Cn + Cn - Yn+1-

Demonstracao:
k k+1 _ _ n! n!

Cp+C = Fn—f! T G Din—k—1)1

Bl T o Al e

n! 1 1
= k!(nfkfl)![m + k_Jrl]

_ n! n+1

T kl(n—k-1)! [(k—l—l)(n—k)]

_ (n+1)n! _ (n+1)! _ k+1

T (kDK (n—k)(n—k—1)! T (k+1)!(n—k)! Cn+1' O

2 Combinacoes Simples

Vimos no capitulo anterior, que dados um conjunto E = {ay,as, ...,a,} com n
elementos e um inteiro k£, com 1 < k£ < n, cada escolha nao ordenada de k ele-
mentos distintos de E é chamada uma Combinagoes Simples dos n objetos,
tomados k£ a k. Diz-se também ser uma Combinagao Simples de classe £
dos objetos ay, as, .., a,.

Observe que uma combinacao simples de n objetos, tomados k a k, nada mais
¢ do que um subconjunto com £ elementos, do conjunto contendo os n objetos

dados.

Exemplos:

(01) Se E = { Ana, Bia, Carlos, Lucas }, entao
E; = { Ana, Bia },
E5 = { Ana, Lucas },
E3 = { Lucas, Bia }

sao combinagoes de classe 2 dos elementos de E.

(02) Se E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entao
E, =1{3,6,7,9} e
E, =1{0,3,4,8}
sao exemplos de combinacoes simples de 10 elementos, tomados 4 a 4.

3 Calculo do Numero de Combinacoes Simples

Dados um conjunto E = {ay, as, .., a,} com n elementos distintos, nosso objetivo
agora ¢ contar quantas sao as combinagoes simples de classe k dos elementos de
E ou, de modo equivalente, quantos sao os subconjuntos de E' com k elementos.

Vamos denotar por = esse total. E para determinar o valor de x, usaremos
a técnica de contagem dupla, a qual consiste em efetuar determinada contagem
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de duas maneiras distintas. Considerando que nao havera erro em nenhum dos
processos, necessariamente os resultados devem coincidir. Nesse caso, usaremos
duas estratégias distintas para determinar o nimero de arranjo simples de n
elementos, tomados k a k, tudo conforme abaixo:

(1) Repetimos o mesmo processo feito no capitulo anterior, onde obtivemos:

n!
App = ——.
P (= k)

(77) Usaremos agora as seguintes etapas para escolher de forma ordenada k objetos
de E:

Conideremos as k posicoes que usaremos para ordenar os k objetos escolhidos do
conjunto F.

P1 D2 D3 Dr

Etapas da tarefa Restricoes

1*  Escolher, de forma nao ordenada, k elementos do conjunto E | -
2%  Ordenar os k elementos escolhidos nas k posicoes acima -

Total: z x k!

Como as duas estratégias executaram a mesma tarefa, entao devemos ter:

n!

m:xXk'
U

n! "

T W= O

Portanto,

O nimero de Combinagoes Simples de n objetos, tomados
k a k, é dado por:

K n!
Cn = k! (n—k)!

Como cada combinacao de n elementos de classe k, nada mais é do que um
subconjunto com k elementos de um conjunto com cardinalidade n, podemos
enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 4. Seja E um conjunto finito com n elementos. Para cada inteiro
0 < k <n, existem exatamente

ko n!
Cn = El(n — k)!

subconjuntos de E com k elementos.
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Exemplos:

(01) O conjunto E = {ay, as, as, ..., a5} tem exatamente:
(a) C% = 2,1—‘?3, = 105 subconjuntos com 2 elementos;

(b) Cf; = g% = 6.435 subconjuntos com 8 elementos;
(c) C12 = 724 = 3.003 subconjuntos com 10 elementos;
(d) Ci;5 = 125 = 15 subconjuntos com 1 elemento;

(e) Cf2 = 0,1—‘?5, = 1 subconjunto com 15 elementos;

( 15!

)
) CYs = o5 = 1 subconjunto com 0 elementos.

Exercicios Resolvidos 11.

(01) Quantas sdo as opgoes que temos de formar uma comissao de 5 membros,
escolhidos dentre 8 pessoas?

Solugao:

Trata-se de uma escolha, nao ordenada, de 5 elementos distintos de um conjunto
contendo 8 elementos. Logo, uma combinacao simples de classe 5, de 8 objetos,
cujo total é dado por CF = ﬁi&! = 56. O
(02) De uma turma formada por 12 homens e 8 mulheres, dentre eles Ana e
Bruno, deseja-se formar uma comissao de 10 membros. Quantas sao as opgoes
que temos de escolher os membros para formar esta comissao:

(a) sem restrigoes?

Solucao:
Trata-se simplesmente de escolher, de forma nao ordenada, 10 elementos dentre
20, cujo total é dado C3) = % = 184.756. O
(b) de modo que sejam escolhidas 5 pessoas de cada sexo?
Solucao:
Formamos a comissao executando as seguintes etapas:
Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.

1¢  Escolher 5 mulheres dentre 8 | - C3

2¢  Escolher 5 homens dentre 12 | - C3,
Total : CF x CPy =56 x 792 = 44.352. O

(c¢) de modo que sejam escolhidas 5 pessoas de cada sexo, sendo Ana uma das
escolhidas?

Solucao:
Descrevendo as etapas temos:

Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1¢  Escolher Ana para a comissao - Cf
2% Escolher 4 mulheres dentre as 7 restantes | - e
3% Escolher os 5 homens dentre os 12 - C3,

Total : C1 x CF x C%, =1 x 35 x 792 = 27.720. 0
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(d) escolhendo-se 5 pessoas de cada sexo, dentre elas Ana e Bruno?

Solugao:
Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1¢  Escolher Ana para a comissao - C
2% Escolher 4 mulheres dentre as 7 restantes | - Cc3
3% Escolher Bruno para a comissao - oh
4% Escolher 4 homens, dentre os 11 restantes | - Cl

Total : 1 x 35 x 1 x 330 = 11.550.

(e) de modo que sejam escolhidas 5 pessoas de cada sexo, sendo que Ana e Bruno
nao sejam escolhidos?

Solugao:
Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1¢  Escolher as 5 mulheres | Excluir Ana C2
2% Escolher 5 homens Excluir Bruno | C},
Total : C2 x C7, = 21 x 462 = 9.702. O

(f) de modo que sejam escolhidas 5 pessoas de cada sexo, sendo que se Ana
for escolhida, entao Bruno nao devera participar?

Solucao:

Podemos observar que as tnicas comissoes que nao servem sao aquelas em que
ambos, Ana e Bruno participam. Assim, devemos excluir do total de comissoes
encontrado na letra (b), o total das comissoes calculadas na letra (d). Portanto,
o valor procurado é dado por 44.352 — 11.550 = 32.802. U

(03) Uma comissao formada por k 4 1 pessoas deve ser escolhida de um grupo
formado por n homens e 1 mulher (considere 0 < k < n).
(a) Quantas sao as opgoes que se tem de formar essa comissao?

Solugao:
Formar a comissao consiste na escolha nao ordenada de k + 1 elementos de um
conjunto de cardinalidade n + 1, o que pode ser feito de C,’fﬂ modos. 0

(b) Quantas s@o as opgdes em que a mulher participa?

Solugao:

Escolhemos a mulher para a comissao (s6 hd uma maneira de fazer isto) e deve-
mos entao escolher as k pessoas restantes, dentre os n homens, o que pode ser
feito de C* modos.

(c) Quantas sdo as opgoes em que a mulher ndo participa?

Solucao:
Como a mulher nao deve fazer parte da comissao, entao as k + 1 pessoas devem
ser escolhidas dentre os n homens, cujo total é dado por C**1. 0

(d) Qual é a relagao entre os valores encontrados nas letras (a), (b) e (c)?
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Solugao:

Considere

U - conjunto de todas as comissoes como pedido na questao;
X C U - conjunto das comissoes em que a mulher participa.
Podemos escrever U como a uniao disjunta:

U=XUX

onde X ¢ o complementar de X, isto é, o conjunto das comissoes em que a mulher
nao participa.
Pelo Principio aditivo:

U] =X UX]|=|X]+]X]
Usando os valores obtidos nas letras (a), (b) e (¢) temos:

Chii=Cr+ ot

n

a qual é a relacao de Stifel. U

(04) De quantos modos podemos dividir 15 pessoas:

(a) em trés grupos: Grupo 1 - torcedores do Paysandu, Grupo 2 - torcedores do
Remo e Grupo 3 - torcedores do Aguia, com 5 pessoas em cada grupo?

Solugao:

Tarefa: Dividir 15 pessoas em 3 grupos nominados, com 5 pessoas em cada um.

Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher 5 pessoas, dentre as 15, para o Grupo 1 - CPs
2% Escolher 5 pessoas, dentre as 10 restantes, para o Grupo 2 | - C
3% Escolher 5 pessoas, dentre as 5 restantes, para o Grupo 3 | - C?

Total: C%; x C%, x C2 = 3.003 x 252 x 1 = 756.756. 0

(b) em trés grupos, como na letra (a), sendo que os Grupos 1 e 2 deverao ter
6 pessoas cada um?

Solugao:

Tarefa: Escolher 6 pessoas para o Grupo 1, 6 para o Grupo 2 e 3 pessoas para
o Grupo 3.

Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.

1% Escolher 6, dentre 15, para o Grupo 1 | - C%,

2% Escolher 6, dentre 9, para o Grupo 2 | - CS

3% Escolher 3, dentre 3, para o Grupo 3 | - 05
Total: C% x C§ x C3 = 420.420. O

(c) em dois grupos, sendo um com 8 pessoas e outro com 7 pessoas?
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Solugao:
Tarefa: Dividir 15 pessoas em um grupo de 8 e um grupo de 7.
Etapas da atarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher 8, dentre 15, para o grupo de 8 - C%,
2% Escolher 7, dentre as 7 restantes, para o grupo de 7 | - Ci
Total C%; x CT = 6.435. O

(05) De quantos modos podemos dividir 15 pessoas:

(a) em trés grupos, com 5 pessoas em cada um deles?

Solucao:

Pensemos: - qual é a diferenga dessa questao para a letra (a) da questdo an-
terior? Observe que na questao anterior, os grupos tinham denominacoes, logo
eram distinguiveis. Aqui os grupos sao sem denominagoes, portanto a tnica dis-
tincao entre eles estara em seus participantes. Logo, nao podemos usar os mesmos
passos da resolucao anterior.

Denotaremos por x o valor procurado. Para determinar x, usaremos a técnica
de contagem dupla. Nesse caso, usaremos outra estratégia para resolver nova-
mente a letra (a) da questao anterior. Isto nos permitird determinar o valor de
x.

Tarefa: Dividir 15 pessoas em 3 grupos distintos: Grupo 1, 2 e 3, com 5 pessoas
em cada um.
Desta feita, executaremos as seguintes etapas.
Etapas da tarefa Restrigoes | N.
1% Dividir as 15 pessoas em 3 grupos de 5 -
2%  Dentre os grupos formados, escolher o Grupo 1 | -
3% Dentre os grupos restantes, escolher o Grupo 2 | -
4%  Dentre os grupos restantes, escolher o Grupo 3 | -

Total: z.3!

Pela letra (a) da questao anterior, esse total é dado por C7; x C7, x C2. Como
esse valor é tinico, devemos ter:

15!

IE3':CI55XO{)OXO§:>I':W
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(b) em trés grupos, sendo dois deles com 6 pessoas cada um?

Solugao:

Observamos aqui que ha dois grupos com a mesma quantidade de elementos e
esses nao tem denominacoes. Como no caso anterior, suponhamos x o nimero
procurado. Para determinar x usaremos a técnica da contagem dupla, usando
outra estratégia para resolver a letra (b) da questao anterior.

Tarefa: Escolher 6 pessoas para o Grupo 1, 6 para o Grupo 2 e 3 pessoas para
o Grupo 3.

Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Dividir as 15 pessoas em 2 grupos de 6 e 1 grupo de 3 | - T
2%  Dentre os grupos de 6 formados, escolher o Grupo 1 - 2
3% Dentre os grupos de 6 restantes, escolher o Grupo 2 - 1
4%  Dentre os grupos de 3 formados, escolher o Grupo 3 - 1

Total: z.2!.

Usando a contagem obtida na resolucao da letra (b) da questao anterior,
temos:

15!

x_Q[:chchCg?:‘x:m'

(¢) em um grupo de 8 e um grupo de 77

Solucao:

Embora os grupos nao tenham denominacoes, eles se diferenciam por terem
nimero de componentes diferentes. Nesse caso, a resolugao ¢ a mesma da le-
tra (c) da questao anterior:

Tarefa: Dividir 15 pessoas em um grupo de 8 e um grupo de 7.

Etapas da atarefa Restricoes | N.P.

1% Escolher 8, dentre 15 para o grupo de 8 - %,
2% Escolher 7, dentre as 7 restantes, para o grupo de 7 | - Ci
Total: C¥; x CF = 455 = 6.435. O
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Lista de Exercicios 4.

(01) Calcule e interprete o que esta sendo calculado:
(2) Cf, (b)) G5 () G5 (d) Ci7h () 7% (D) €,

(02) Uma prova é composta por 10 questoes, das quais o aluno devera escolher 5
para resolver. Quantas sao as opcoes que ele tem de selecionar as 5 questoes?

(03) No jogo da Mega-Sena sorteam-se 6 ntimeros do conjunto {1,2,3,...,59,60},
desprezando-se a ordem do sorteio. Quantos sao os resultados possiveis no sorteio
da Mega-Sena?

(04) Quantos sao os jogos de um campeonato, disputados por 15 clubes, no qual
todos se enfrentam uma tnica vez?

(05) Em uma reunido cada pessoa cumprimentou todas as demais com um aperto
de mao. Se houve ao total 190 apertos de mao, quantas pessoas havia na reuniao?

(06) De um grupo de 8 pessoas, quantas sdo as opgoes de formar uma comissao:
(a) composta por 5 pessoas?
(b) composta de no minimo 5 pessoas?

(07) Uma turma de Matematica do PARFOR-UFPA ¢é composta por 8 homens
e 13 mulheres. Determine quantas sao as opcoes que se tem de formar uma
comissao composta por 6 pessoas, escolhidas dentre os alunos dessa turma, de

Ana ou Carlos faga parte da comissao;
i) Ana faga parte da comissao e Carlos nao.

facam parte da comissao;

(k) a comissao seja formada por 3 pessoas de cada sexo, sendo que Ana ou Carlos
faca parte da comissao;

(1) a comissao seja formada por 3 pessoas de cada sexo, sendo que Ana faga parte
e Carlos nao.

08) De quantos modos podemos dividir 12 pessoas:

a) em trés grupos, denominados A, B e C, com 4 pessoas cada um?
b) em trés grupos com 4 pessoas cada um?

c¢) em trés grupos: A, B e C, sendo A e B com 5 pessoas e C, com 27
d) em trés grupos, sendo dois deles com 5 pessoas cada um?

e) em um grupo com 7 pessoas e outro com 5?7

o~~~
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(09) De quantos modos podemos ordenar as letras A, B, C, D, E, F, G, de modo
que ABCD fiquem nesta ordem:

(a) e em posigdes consecutivas;

(b) mas nao necessariamente em posi¢oes consecutivas?

(10) Julia possui 8 pares de sapatos (todos distintos). De quantas modos ela
pode selecionar dois sapatos, sem que eles sejam do mesmo par?

(11) Quantos sdo os numeros naturais de 4 digitos distintos, formados somente
com os digitos {1,2,3,4,5,6}, os quais contém 1 e 27

(12) Dados 5 pontos, entre os quais quaisquer 3 nao sao colineares, quantas retas
podemos construir com esses 5 pontos?

(13) Em uma circunferéncia sao tomados 8 pontos distintos. Usando somente
esses pontos, determine quantas sao as opgoes que se tem de construir:

(a) uma corda nessa circunferéncia;

(b) um triangulo inscrito nessa circunferéncia;

(c¢) um hexdgonos inscrito nessa circunferéncia.

(14) De quantos modos podemos ordenar as letras A,A/A,A/AA/A B,B,B B, de
modo que nenhuma das letras B's fiquem juntas?

(15) Quantos sao os subconjuntos de A = {ay, as, ...., a1z} com 7 elementos, em

Respostas da Lista de Exercicios 4

(01.a) 66 (01.b) 1 (01.c) 6 (01.d) n (01.e) ™21 (01.f) o2
(02) 252 (03) 50.063.860  (04) 105 (05) 20

(06.2) 56 (06.b) 93

(07.a) 54.264 (07.b) 1.716 (07.c) 28 (07.d) 16.016  (07.€) 5.460  (07.f) 53.508
(07.g) 3.876  (07.h) 27.132  (07.i) 11.628 (07.j) 1.386  (07.k) 8.316  (07.1) 2.310
(08.a) 34.650 (08.b) 5.775 (08.c) 16.632 (08.d) 8.316  (08.¢) 792

(09.a) 24 (09.b) 210

(10) 112 (11) 144 (12) 10

(13.a) 28 (13.b) 56 (13.c) 28

(14) 70

(15.2) 462 (15.b) 330 (15.¢) 252 (15.d) 672 (15.e) 420



Capitulo 5

Permutacoes Circulares

Objetivos:

v" Definir Permutagoes Circulares
v' Apresentar a férmula para o calculo do niimero de permutacgoes circulares.

1 Introducao

Considerando A, B e C' trés criangas, determine:

e De quantos modos podemos formar uma fila com essas trés criancas?

Solugao:

J& vimos que existem 3! = 6 modos de permutar (formar uma fila) essas criangas,
as quais sao:

ACB — BAC —(CBA—-BCA—- ABC - CAB

e De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com essas trés criancas?
Solugao:

Podemos colocar cada uma das 6 filas acima em torno de um circulo, como re-
presentados abaixo, onde colocamos a primeira pessoa da fila no ponto mais ao
norte e distribuimos a fila no sentido horario:

A B C B A C
Nas permutacgoes simples é relevante a posicao que cada objeto ocupa, por

exemplo, as filas
ACB — BAC — CBA

sao distintas, pois A ocupa em cada delas, uma posicao diferente. Porém, nas
permutacoes circulares, o que importa é a posigcao relativa dos objetos entre si.
Assim, nas disposicoes acima, vemos que:

(1) Nos trés primeiros circulos, os quais podemos descrever, respectivamente,

47
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CcOomao:

(ACB), (BAC), (CBA)

as pessoas ocupam a mesma disposi¢ao no circulo:

- a direta de A esta B e a sua esquerda, C,

- a direta de B estd C' e a sua esquerda, A;

- a direta de C' esta A e a sua esquerda, B.

E qualquer uma dessas permutacoes pode ser obtida da outra por rotacao.

(77) Nos trés ultimos circulos, descritos respectivamente por:
(BCA), (ABC), (CAB)

as pessoas também ocupam a mesma disposicao, distinta das trés primeiras:

- a direta de A esta C' e a sua esquerda, B;

- a direta de B estd A e a sua esquerda,

- a direta de C' esta B e a sua esquerda, A.

E também, quaisquer uma das trés permutacoes pode ser obtida da outra por
meio de uma rotagao.

Desta forma, consideramos que temos apenas duas maneiras distintas de dis-
por as trés criancas em uma roda:

Nesta aula veremos como contar o niimero de permutacoes circulares de n objetos
distintos.

2 Definicao

Definicao 2. Chama-se Permutacao Circular de n objetos distintos, qual-
quer disposicao desses n objetos em torno de um circulo, colocados em lugares
1gualmente espacados.

Duas permutagoes circulares sao ditas indistinguiveis quando uma pode ser

obtida da outra por meio de uma rotagao. Permutagoes circulares indistinguiveis
sao contadas como uma so.

Exemplos:
(01) As permutagdes circulares abaixo:

(ABC) (BCA)
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sao indistinguiveis, pois coincidem por rotagao. Sao contadas como uma so.

(02) As permutagoes circulares (ABC') e (ACB)

A A

(ABC) (ACB)

sao distintas, pois nao coincidem por rotagao.

(03) As permutagoes circulares abaixo:

(BDFAECGH) (AECGHBDF) (GHBDFAEC)

sao insdistinguiveis, pois coincidem por rotagao. Logo, contadas como uma sé.

(04) As permutagdes circulares abaixo:

(BDFAECGH) (AEGCBFHD)

nao coincidem, qualquer que seja a rotagao, logo sao distintas.

3 Numero de Permutacoes Circulares

Denotaremos por PC;, o nimero de permutacoes circulares de n objetos. Nosso
objetivo agora é determinar PC,,, para um inteiro n > 1 qualquer.
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Exercicios Resolvidos 12.

(01) Determine:

(a) P 01

Solucao:

Considere a tarefa de colocar A; no circulo abaixo:

Lembrando que nao é relevante o lugar que a pessoa (ou o objeto) ocupa no
circulo, mas sim sua posicao relativa, ou seja, sua posi¢ao em relagao aos demais
elementos no circulo. Nesse caso, como A; é Unico, s6 ha uma possibilidade de
colocé-lo no circulo. Em qualquer lugar que o coloquemos, ele é o tinico elemento
no circulo. Observe que todas as permutacoes abaixo coincidem por rotacao.

O OO

Escrevemos (A;) para representar esta permutacao. E temos que,

PClzl

(b) PCy
Solucao:
Considere a tarefa de colocar A; e Ay no circulo abaixo:

Inicialmente colocamos A; no circulo, havendo para isso uma unica possibilidade,
como visto na letra (a).

Ay
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A 2% etapa consiste em colocar As no circulo, de modo que A; e Ay fiquem em
lugares igualmente espacados. Também s6 temos uma possibilidade para isso.
Observe que as permutacoes circulares abaixo coincidem por rotacao:

Ay Az

A2 Al

(AlAQ) = (AQAl)
Assim, PCy = 1. O

(C) PCg
Solugao:
Tarefa:: colocar Ay, Ay e Az no circulo abaixo:

Etapas:

1% Colocar A; no circulo: s6 ha 1 possibilidade;

2% Colocar As no circulo: sé ha 1 possibilidade;

3% Colocar As no circulo, de modo que os 3 fiquem igualmente espagados: temos
2 possibilidades para isso, como abaixo:

A1 Al

A A
As 2 As 3

(A1 Az As) # (A1 AsAy).
Pelo PM, PCy =1 x 1 x2=2. 0

Generalizando, vamos determinar PC,,, para n > 1 arbitrario. Para tal,
coloquemo-nos no lugar da pessoa que deve montar uma permutagao circular
com n elementos, isto é, colocar n objetos distintos, Ay, Ay, As, ..., A,, em torno
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de um circulo, de modo que fiquem igualmente espacados. Temos n etapas na
execucao da tarefa, que correspondem a escolha de um lugar no circulo, para cada
um dos n elementos.

Antes, observamos que para todo inteiro k > 2, se existem k elementos em
torno de um circulo, entao existem k possibilidades de colocarmos mais um ele-
mento nesse circulo, ja que esse pode ser colocado, entre 19 e 29, entre 2° e 3°,
entre 3% e 4°, ..., entre kY e 1°, conforme indicado com a seta (+) no circulo
abaixo (estamos escolhendo um elemento qualquer do circulo e, a partir desse,
enumerando-os em ordem crescente e no sentido horario).

v 10y
k0 20

Colocando as n etapas em uma tabela, temos:

Etapas da tarefa Restricoes | N.P.

1% Colocar A; no circulo | - 1

2% Colocar A, no circulo | - 1

3% Colocar Az no circulo | - 2

4* Colocar A4 no circulo | - 3

5% Colocar As no circulo | - 4

n® Colocar A,, no circulo | - (n—1)

Total: 1 x1x2x3x..x(n—1)=(n—-1)L O

Portanto,

O nimero de Permutacoes Circulares de n objetos distintos
é dado por:
PC,=(n-1)!

Exercicios Resolvidos 13.

(01) Considere um grupo de 8 criangas, sendo 5 meninos e 3 meninas. De quantos
modos podemos formar uma roda de ciranda com essas criangas:

(a) sem restrigoes?

Solugao:

O problema consiste em formar uma permutagao circular com 8 elementos, cujo
total é dado por PCyg = 7! = 5.040. O



Analise Combinatdria e Probabilidade 53

(b) de modo que dois meninos, previamente determinados, fiquem juntos?
Solugao:

Considere Hy, Hs, ..., Hs os meninos, M, My, M3 as meninas, sendo H; e Hy os
meninos que devem ficar juntos.

Considerando X = HyH; (em alguma ordem previamente escolhida) como um
elemento s, o problema transforma-se em formar uma permutacao circular com
7 elementos. Temos assim as seguintes etapas:

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.

1  Escolher uma ordem para os 2 meninos Hy, Hs | - 21
1*  Formar uma permutacao circular com

X7H37H47H57M17M27M3 - PC7:6‘

Total: 2! x 6! = 1.440. 0

(¢) de modo que pessoas de mesmo sexo fiquem em posigoes consecutivas?
Solucao:

Vamos considerar X = H;HyH3H,Hs o grupo dos meninos e Y = M M;M; o
grupo das meninas, ambos ordenados previamente. Considerando cada um deles
como um unico elemento, o problema transforma-se em formar uma permutacao
circular com 2 elementos.

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.

1% Escolher uma ordem para os 5 meninos - 5!

2% Escolher uma ordem para as 3 meninass - 3!

1 Formar uma permutacao circular com X e Y | - pPCy =1!
Total = 5! x 3! x 1 = 720. O

(d) de modo a nao haver duas mulheres adjacentes?

Solugao:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1% Colocar os meninos no circulo | - PCy5 = 4!
2% Escolher um lugar para M; - 5
3%  Escolher um lugar para My nao poder ser ao lado de M, 4

4%  Escolher um lugar para M3 nao poder ser ao lado de M,
e nem M 3

Total: 4! x 5 x 4 x 3 = 1.440. O

(e) De modo que Antonio e Ana, duas dessas criangas, fiquem juntas, porém
Luiz e Julia, que também estao entre os oito, nao fiquem juntas?

Solucao:

Considere H; = Antonio, Hy = Luiz, Hsz, Hy, H5; os meninos e M; = Ana,
M, = Julia, M3 as meninas e X = H;M;, em uma ordem previamente escolhida.
Executemos as seguintes etapas:
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Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1% Escolher uma ordem para My, H; - 2!
2%  Formar uma permutacao circular com

X, Hy, Hy, Hy, H5, M3 - PCy = 5!
3%  Escolher um lugar para My nao ao lado de H, 4

Total: 2! x 5! x 4 = 960.

Outra solucao é contar todas as permutacgoes circulares em que Hy, M; ficam
juntas e desse total, excluir o nimero das permutacoes em que Hy e My estao
juntas. Fazendo isso, obtemos: 1.440 — 480 = 960. U
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Lista de Exercicios 5.

(01) De quantos modos 10 pessoas podem sentar-se em torno de uma mesa cir-
cular?

(02) Considere um grupo formado por 6 meninos e 6 meninas. De quantos modos
podemos formar uma roda de ciranda com esse grupo:

(a) sem restrigoes?

(b) de modo que trés dessas criangas, Ana, Bia e André, fiquem juntas?

(c) de modo que duas dessas criangas, Ana e André, nao fiquem juntas?
(d) de modo que os meninos fiquem juntos?
(e) de modo que pessoas de mesmo sexo nao fiquem juntas?

(03) De quantos modos pode-se formar uma roda com m meninos e m meni-
nas, de modo que meninos e meninas fiquem em posicoes alternadas?

(04) Quantas sdo as opgoes que se tem de dividir uma turma formada por 12
pessoas, em 4 grupos com 3 pessoas cada um; em seguida acomodas-las em torno
de uma mesa circular, de modo que as pessoas de um mesmo grupo fiquem em
posicoes consecutivas?

(05) Seis casais amigos: Toninho e Anita, Bruno e Bia, Carlos e Claudia, Di-
valdo e Duda, Euladio e Eva, Falso e Verdadeira, resolveram sair para curtir a
noite. Inicialmente foram ao Parque de Nazaré brincar na roda gigante e depois,
a um restaurante para jantar.

(a) De quantos modos esses 6 casais podem sentar-se em uma roda gigante de
seis bancos, com dois lugares cada um, ficando cada casal (marido-mulher) em
um banco?

(b) De quantos modos esses doze amigos podem ocupar os seis bancos de uma
roda gigante, que tem dois lugares em cada banco?

(c¢) No parque, Verdadeira teve um desentendimento com seu esposo, de modo
que no restaurante nao deseja ficar perto dele. De quantas maneiras esses seis
casais podem sentar-se em torno de uma mesa circular, de modo que Verdadeira
fique o mais afastada possivel de Falso?

(d) De quantas maneiras os seis casais poderao sentar-se em torno de uma mesa
circular, de modo que pelo menos duas mulheres fiquem sempre juntas?

(e) As mulheres resolveram aproveitar o jantar para atualizar as fofocas. De
quantas maneiras os casais poderao sentar-se em torno de uma mesa circular, de
modo que as mulheres fiquem sempre juntas e Verdadeira nao fique ao lado de
Falso?
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Respostas da Lista de Exercicios 5
(01) 362.880

(02.a) 39.916.800

(02.b) 2.177.280

(02.¢) 32.659.200

(02.d) 518.400

(02.e) 86.400

(03) (m — 1)Im!

(
(

(05.b) 79.833.600
(05.¢) 3.628.800
(05.d) 39.830.400
(05.e) 489.600

d)

e)

(
04) 119.750.400
05.a) 7.680

b)

)

)



Capitulo 6

Permutacoes com Repeticoes

Objetivos:

v' Definir Permutacgoes com Repetigoes
v/ Apresentar a férmula para o calculo do ntiimero de Permutagoes com Repetigoes.

1 Introducao

e Quantas sao os anagramas da palavra AN A7

Solugao:

Pelo calculo das permutacoes simples temos 3! = 6 anagramas. Representando
por A; e as duas letras A’s, esses 6 anagramas sao:

1- AN
2- ANA,
3-NA
4- NAA
5- A AN
6- AAN

Entretanto, observamos que nao temos 6 anagramas distintos, isto porque,
quanto permutamos entre si as duas letras A’s, obtemos o mesmo anagrama. As-
sim, nessa contagem cada anagrama foi contado 2! vezes. Vejamos como efetuar
corretamente esse calculo, evitanto contar o mesmo anagrama mais de uma vez.
Para isso, usaremos o Principio Multiplicativo:

Tarefa: Formar uma palavra de trés letras, usando as letras: A, N, A.

=
3
3
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Etapas da tarefa possibilidades
1% Escolher 2 posicoes, dentre as 3, para colocar

as duas letras A’s Cs9
2%  Escolher 1 posicao, dentre 1 restante, para colocar

a letra N Ci1

Pelo PM, total = 0372 X 0171 = 3.

Exercicios Resolvidos 14.

(01) Quantas sao os anagramas da palavra CURURU?
Solugao:

Tarefa: Formar 1 anagrama com as letras: U, U, U, C, R, R.

P1 P2 P3 P4 Ps De

Etapas da tarefa Possibilidades
1*  Escolher 3 posigoes, dentre as 6,

para colocar as 3 letras U’s Ce 3
2% Escolher 2 posicoes, dentre as 3

restantes, para colocar as 2 letras R’s Cs9
3% Escolher 1 posicao, dentre 1

restante, para colocar a letra C Cia

Assim, o total é dado por:

6! 31 1! 6!
313120111100 312r1l
(02) Quantos sao os anagramas da palavra OTORRINOLARINGOLOGISTA?
Solucao:

Tarefa: Formar uma paralavra com as letras: O, O, O, O, O, T, T, R, R, R, I,
LI, NN, L, L, A) A, G, G, S:

60. U

Coz x C39xCh1 =

P1 P2 P3 P4 P5 Pe P7 P8 P9 P1o P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

Etapas da tarefa possibilidades
1*  Escolher 5 posigoes, dentre 22, para colocar as letras O’s Cs,
2% Escolher 2 posicoes, dentre 17, para colocar as letras T’s C:,
3% Escolher 3 posicoes, dentre 15, para colocar as letras R’s C3s
4% Escolher 3 posicoes, dentre 12, para colocar as letras I's C3,
5%  Escolher 2 posicoes, dentre 9, para colocar as letras N’s C?
6% Escolher 2 posicoes, dentre 7, para colocar as letras L’s C?
7% Escolher 2 posigoes, dentre 5, para colocar as letras A’s C?
8% Escolher 2 posicoes, dentre 3, para colocar as letras G’s C?
9% Escolher 1 posicao, dentre 1, para colocar a letra S oh

Pelo, P.M., total: = C5, x C% x O3 x O3y x C2 x C2 x C2 x C% x Cf

22! 17! 15! 12! 9! 7! 5! 3!

T O5L17! 2015 7 31121 31.9! T 271 2151 1 21,31 T 21,1

— 22!
T 5L312.215¢
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2 Numero de Permutacoes com Repeticoes

Generalizando, vamos procurar responder a seguinte questao:

- De quantos modos podemos ordenar os n objetos abaixo?

AJA LA A Ay Ay Ag Ay Ay Ay Ay Ay

1 X ng X na X N X

Ou seja, ordenar n, objetos Ay, ny objetos As, n3 objetos As, ..., n objetos Ay,
com ni + Ng + ... + N = n.

Usaremos a notagao P;'"2-" para representar o numero de possibilidades
de ordenar esses n objetos. Para determinar esse valor usaremos o principio
multiplicativo, como fizemos nos exemplos acima.

Counsidere

b1 P2 P3 Pn—1 Pn

0s m espagcos, nos quais serao colocados os n objetos.

Etapas da tarefa Possibilidades
1% Escolher ny posicoes, dentre n, para colocar A; cm
2% Escolher ny posicoes, dentre n — nq, para colocar A, Ch2 o,

3%  Escolher ng posicoes, dentre n — (ny + n2), para colocar Az | C;2,, .

ng  Escolher ny posicoes, dentre ny restantes, para colocar A, | C}*

Pelo principio multiplicativo, temos:

n1,MN2,...,N ni n2 n3 Nk
pronzete = O x Cp2, X CR2 0 X X Ok
_ n! (n—n1)! (n—n1—ny)! omg!
T nal(n—n1)! " ne!(n—m1—n2)! "nel.(n—m1—m2—n3)!" 7 “ngl(ng—nyg)!
_ n!
) T onalng!.ng!”
Assim,

|
Prng, ik — n
n

gl ng!ng! . ng!

Exercicios Resolvidos 15.

(01) Considerando a palavra GARRAFA.
(a) Quantos sdo os anagramas?

Solugao:
Trata-se de permutar 7 letras, com repeticoes de 2 R’s e 3 A’s, cujo total é dado
por P72’3 = 3,7—;, = 420. O

(b) Quantos s@o os anagramas que comegam por A7
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Solucao:
Tarefa: Formar um anagrama da palavra GARRAFA comegando por A
Etapas da tarefa Restrigoes | Possibilidades
1% Escolher 1 letra para a 1% posicao deve ser A 1
2%  Permutar as demais letras: G, A, A, R, R, F | - 1362’2
Pelo P.M., total = 2,6—'2, = 180. 0

(02) Quantos sao os anagramas da palavra SOSSEGO, que comegam por con-
soante?

Solucao:

SOSSEGO tem apenas duas consoantes, e de acordo com a consoante escolhida
para a primeira posicao, temos contagens distintas para as demais posi¢oes. As-
sim, vamos dividir o problema em dois casos:

Caso 1: - Anagramas comecados por S:

Tarefa: Formar uma palavra com as letras S, S, S, O, O, E, G, comecando por S

Etapas da tarefa Restrigoes | Possibilidades
1% Escolher uma letra para a 1* posicao deve ser S 1
2  Permutar as letras restantes: S, S, O, O, E, G | - 1362’2

Total do Caso 1: 180.

Caso 2: - Anagramas comegados por G:
Tarefa: Formar uma palavra com as letras S, S, S, O, O, E,G, comegando por G

Etapas da tarefa Restricoes | Possibilidades
1 | Escolher uma letra para a 1% posicao deve ser G 1
2 | Permurtar as letras restantes: S, S, S, O, O, E | - ng’?

Total do Caso 2: 60.

Total de anagramas= Caso 1 + Caso 2 = 240. OJ

(03) A figura abaixo representa 9 ruas que se cortam perpendicularmente, sendo
5 horizontais e 4 verticais.

vy

Quantos sao os trajetos minimos possiveis que uma pessoa pode percorrer:
(a) do ponto A ao ponto C?
Solugao:
Para percorrer um trajeto minimo, a pessoa tem sempre que deslocar-se para a
direita ou para cima. Se representarmos por:
H - um deslocamento horizontal entre duas ruas verticais adjacentes
V' - um deslocamento vertical entre duas ruas horizontais adjacentes
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entao, cada percurso minimo de A a C' é uma ordenacgao das letras:

61

HHHVVVV
o que pode ser feito de P74’3 = 35 modos. U
(b) do ponto A ao ponto C', passando por B?
Nesse caso a tarefa é composta de duas etapas:
Etapas da tarefa Restrigoes | Possibilidades
1¢  Escolher um caminho para ir de A a B (HVV) |- P;=3
2%  Escolher um caminho para ir de B a C (HHVV) | - P =6
Total: 3 x 6 = 18. O

(c) do ponto A ao ponto C, sem passar por B?

Basta excluir do total de possibilidades para ir de A e C', os caminhos que passam

por B. Assim, total = 35 — 18 = 17.

0
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Lista de Exercicios 6.
(01) Quantos sao os anagramas da palavra TARTARUGA?

(02) Considerando a palavra BARREIRA.
(a) Quantos sao os anagramas?

(b) Quantos sdo os anagramas que comeg¢am por vogal?
(c) Quantos sdo os anagramas que comegam pela letra R?

(03) Quantos sao os anagramas da palavra TACACANACUIA:
(a) sem restrigoes?

(b) que comegam por A?

(¢) que comegam por C e terminam por A?

(d) que comegam por consoante?

(e) que tem as letras A todas juntas?

(04) Em base bindaria, todos os nimeros sao representados usando-se apenas os
digitos 0 e 1. Quantos niimeros distintos pode-se formar, em base binaria:

(a) com cinco 0's e cinco 1's?

(b) com oito 0's e dois 1's?

(05) Quantos numeros de nove algarismos podem ser formado, permutando-se
os numeros 2, 2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 47

(06) Quantas sao as opgoes que temos de ordenar os simbolos abaixo (8 bolinhas
e 6 barras)?
ecececce ||||]|

(07) De quantas formas podemos ordenar os simbolos:

see. o|||. .|

PX (n—1)x
isto é, p bolinhas e n — 1 barras?
(08) Em 10 langamentos consecutivos de uma moeda ocorreram 7 caras. Quantas

sao as possiveis sequéncias de cara (k) e coroa (c¢) que podem ser observadas nessa
situagao?

(09) Uma urna contém 8 bolas vermelhas e 3 pretas. Elas sdo extraidas uma
a uma, sem reposicao. Quantas sequéncias de cores podemos observar?

(10) De quantos modos podemos colocar em fila 5 professores de Matematica,
5 de Fisica e 3 de Quimica, se professores de mesma disciplina forem considera-

dos indistinguiveis?

(11) Quantas sdo as permutagoes dos digitos 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5 , nas quais o0s
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nimeros impares estao sempre em ordem crescente?

(12) Com os algarismos 1, 2, 4, 4,4, 5,9, 9:

(a) Quantos nimeros de oito digitos podem ser formados?

(b) Quantos niimeros maiores que 40.000.000 podem ser formados?

(c¢) Quantos nimeros pares, maiores que 90.000.000, podem ser formados?

(13) Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 pretas e 2 vermelhas. Retiram-se,
sucessivamente e sem reposicao, b bolas dessa caixa. QQuantas sao as possiveis
sequéncias de cores para as bolas retiradas?

(14) A figura abaixo representa uma quadra com 16 ruas que se cortam per-
pendicularmente, sendo 9 horizontais e 7 verticais.

D

o

vs)

A

Quantos sao os trajetos minimos possiveis que uma pessoa pode percorrer do
ponto A ao ponto D:
a) sem restrigoes?
b) passando por B?
¢) passando por B e C?7
d) passando por B ou C?
e) passando por B e nao passando por C?

Respostas da Lista de Exercicios 6

01) 15.120

02.a) 3.360 (02b) 1.680  (02.c) 1.260

03.a) 665.280 (03.b) 277.200  (03.c) 75.600 (03.d) 277.200 (3.¢) 6.720
04.a) 252 (04.1b) 45

pn—1 _ (n+p—1! P
n+p—1 7 pl(n—-1)! T “ptn-1

120

) 3.360 (12b) 2520 (12.c) 480

a) 3.003 (14.b) 1.260  (14.c) 600 (14.d) 1.920  (14.e) 660



Capitulo 7

Combinacoes Completas

Objetivos:

v" Definir Combinagoes com Repetigoes
v" Determinar a férmula para calcular o namero de Combinagoes com Repetigoes.

1 Introducao

e Suponha que voceé vai a feira e 14 estao a venda estes quatro tipos de frutas:

(a) Quantas sao as opgoes que vocé tem de comprar 3 frutas distintas, escolhidas
dentre esses quatro tipos?

Solugao:

Trata-se de uma combinacao simples de 4 elementos, tomados 3 a 3, cujo total é
dado por C3 = 4. Sendo essas 4 opgoes:

{ Mamao, Caju, Goiaba}, { Mamao, Caju, Manga },

{ Mamao, Goiaba, Manga } e { Caju, Goiaba, Manga }.

(b) Quantas sdo as opgoes que vocé tem de comprar 3 frutas, nao necessaria-
mente distintas, escolhidas dentre esses quatro tipos?

Solucao:

Agora, além das 4 opcoes anteriores, temos também as seguintes opcoes:
{ Mamao, Mamao, Mamao}, { Mamao, Mamao, Caju },

{ Mamao, Mamao, Goiaba }, { Mamao, Maméao, Manga },

{ Caju, Caju, Caju }, { Caju, Caju, Mamao },

{ Caju, Caju, Goiaba }, { Caju, Caju, Manga },

{ Goiaba, Goiaba, Goiaba }, { Goiaba, Goiaba, Mamao },

{ Goiaba, Goiaba, Caju }, { Goiaba, Goiaba, Manga },

{ Manga, Manga, Manga }, { Manga, Manga, Mamao },

{ Manga, Manga, Caju } e { Manga, Manga, Goiaba }.

Totalizando: 4 + 16 = 20. O

64
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Vejamos como podemos chegar a esse total, sem a necessidade de relacionar-
mos todas as opgoes. Considere:
21 - nimero de mamaos que serao comprados;
Zo - numero de cajus que serao comprados ;
x3 - numero de goiabas que serao compradas;
x4 - nimero de mangas que serao compradas.

Como serao compradas apenas 3 frutas, entao
1+ 29+ T3+ 24 23,

com Iy, Ty, T3, T4 NUMeros inteiros nao negativos.

Assim, havera tantas possibilidades de comprar as 3 frutas, quantas sao as
solugoes inteiras nao negativas da equacao acima. Neste capitulo aprenderemos
a contar o nimero de solugoes inteiras nao negativas dessas equagoes e aplica-las
no calculo das combinagoes com repetigoes.

2 Equacoes lineares com coeficientes unitarios

Uma equacao da forma

T+ Lo+ ...+Tp=2p

com n > 1 e p nimeros naturais, ¢ chamada equagao linear com coeficientes
unitarios.

Toda n-upla 5 = (a1, s, ..., @) de niimeros inteiros tal
o] +a+ ... +a, =D
¢ uma solucao inteira da equacao. Se para todo i, a; > 0, dizemos que [ é uma

solucao inteira nao negativa e se a; > 0, entao diz-se que 5 é uma solugao inteira
positiva.

Vejamos agora como contar quantas sao as solucoe inteiras nao negativas ou
positivas de uma equacgao linear com coeficientes unitarios.

Numero de solugoes inteiras nao negativas

Considere a equacao:

{E1+172+ZL‘3+174:3.

Usando espago para representar o zero, uma bolinha (e) para representar a
unidade, uma barra (|) para a virgula e suprimindo os parénteses, vejamos como
ficam a representacao de algumas solugoes dessa equacao:
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(1,Lo,1) = e|e| |o

(0,0,3,0) = | |eee]
(0,1,0,2) |e| |ee
(3,0,0,0) = eee| | |

Com essa convencao, observa-se que cada solugao inteira nao negativa da
equacgao corresponde a uma ordenacao dos simbolos:

Reciprocamente, a cada ordenacao das 3 bolinhas e 3 barras acima, fica asso-
ciada uma tnica solucao da equagao. Por exemplo:

|oe| |o = (0,2,0,1)
| | [eee = (0,0,0,3)
|o|o|e = (0,1,1,1)

Isso porque existe uma correspondéncia biunivoca entre as solucoes inteiras
nao negativas da equacao e as permutacgoes dos 6 simbolos: eee | | |
Assim, a equacao tem tantas solugoes inteiras nao negativas quantas sao as per-

6!

mutacoes desses simbolos, cujo total ¢ dado por P63 e a1 = 20. 0

Considerando agora a equagao:
X1+ X9+ X3 = 10.

Usando a mesma convengao anterior, as solugoes (2, 3,5), (3,0,7), (2,8,0)e (0,5, 5)
dessa equacao sao representadas por:

S— N N

AN TN TN TN
oo
Ut oo O W
SR=IR RS

Cada uma dessas solugoes corresponde a uma ordenagao de 10 bolinhas (e) e
2 barras (]), portanto uma ordenagao de 12 simbolos, com repeti¢oes de 10 e 2,

10,2 ! N
havendo um total de Py = % = 66 solucoes.

A proposicao abaixo generaliza esses resultados.
Proposicao 5. O numero de solugoes inteiras nao negativas da equacao linear
T+ Lo+ ... +Tp=2p
com n e p numeros inteiros, sendon > 1 ep >0, € dado por:

Pp,n—l o (p_'_n_ 1>'
prn=l gl (n — 1)1
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Demonstracao:

Usando a convencao anterior, cada solugao inteira e nao negativa dessa equacao
corresponde a uma ordenacdo de p bolinhas e n — 1 barras (para separar n
varidveis, usam-se n — 1 virgulas). Assim, existem tantas solu¢oes quantas sao as
permutacoes desses p+n—1 simbolos, com repeticoes de p e n—1, o que é dado por:

p,n—1 _ (n+p—1)! _ ~p
PTLer*l — opl(n—1)! Cernfl‘ O

Exercicios Resolvidos 16.

(01) Determine o nimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao:

$1+$2+ZE3+1’4:4.

Solucao:

Para obter uma solucao inteira nao negativa, devemos permutar 4 bolinhas e 3
. 43 ! - . .

tragos, logo existem P, = 4,7—3, = 35 solugoes inteiras nao negativas. U

(02) Determine o ntimero de solugdes inteiras nao negativas da inequagao:
T1+ 9+ a3+ x4 <O

Vejamos duas formas distintas de resolver esse problema.

Solucao 1:

Observe que (1,1,1,1),(0,2,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0) e (0,0, 0, 0) sdo todas solucoes
dessa inequacao, pois em todos os casos as coordenadas das 4-uplas sao inteiros
nao negativos, cuja soma ¢é estritamente menor que 5. Assim, devemos contar
quantas sao as solucoes inteiras nao negativas das equagoes:

T+ Xy + Tz + Ty = D, parap6{071727374}‘

Vejamos quantas solugoes tem cada uma dessas equagoes.
(’l) $1+l’2+$3—|—l’4:42
Tem 35 solugoes, conforme resolvido na questao anterior.

(ZZ) I +l’2+!L‘3+l’4 :31
Essa equacao tem P63 3 =20 solugoes, conforme Proposicao 5.

(’LZ’L) Ty + X9+ T3+ x4 =2:
A qual tem P52’3 = 10 solucoes.

() 21+ 2o+ 23+ =1
Com P,"* = 4 solucdes.

(v) 1 + 29 + 23 + x4 = 0;
A qual tem P30’3 = 1 solucgao.

Logo, o total de solucoes ¢ dado por 35+ 20+ 10+4 + 1 = 70. 0
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Solucoes 2
Suponha (o, as, as, ay) uma solucdo inteira nao negativa da inequagao. Entao

a1 tast+astay<d=>a;+ay+ az+ay < 4.

Considere S o inteiro definido por:
5224—(0414-0[24-0[34-0[4.)
Como ay + s +ag+ays <4,entao 5 >0 e

o tataztat+pf=4

(a1, s, ag, ay, B) é uma solucdo inteira nao negativa da equagao
$1+[L‘2+l’3+l‘4+1’5:4. (7].)

Reciprocamente, se (aq, o, g, 0y, ) é uma solugao inteira nao negativa da
equagao (7.1), entao
artast+aztayt+as=4=a014+ast+as+as=4— a5 <5.
Logo, (aq, as, a3, ay) é uma solugdo da inequagdo =1 + xo + x3 + x4 < 5.
Portanto, a inequacao
T1+To+a3+24 <5 (72)
€ a equagao
$1+$2+l’3+$4—|—l’5:4 (73)

tem o mesmo ntimero de solugoes inteiras nao negativas. Usando agora a Proposicao

5, determinamos o nimero de solugoes da equagao (7.3), cujo total é dado por
4,4 !

Pyt = 2 =170.

= a4
Observe que nao estamos dizendo que (7.2) e (7.3) tem as mesmas solugoes, e
sim que existe uma bijecao entre seus Conjuntos Solucao, ou seja, a toda solucao
da primeira corresponde uma solucao da segunda e vice-versa. Por exemplo, a
solugao (0,1,1,0) de (7.2) corresponde a solugao (0,1,1,0,2) da equagao (7.3).
E a solugao (1,1,1,1,0) de (7.3) estd associada a solucao (1,1, 1,1) da inequagao
(7.2). O

(03) Determine o nimero de solugoes inteiras nao negativas da inequagao:

T1+ 29 + 23 < 10

Solugao:
Usando o mesmo argumento da questao anterior, conclui-se que a inequagao

T, 4+ 29 + 13 < 10
tem o mesmo numero de solugoes inteiras nao negativas da equagao
T1+ 2o+ a3+ 74 =09,
cujo total é dado por Piy* = 220. OJ
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Numero de solugoes positivas

e Quantas sao as solugoes inteiras positivas da equacao abaixo:

T —f- T2 —I— T3 = 10 (74)

Ja vimos que essa equagao tem 66 solugoes inteiras nao negativas. Agora,
estamos interessados em contar somente as solugoes positivas, ou seja, ternos de
inteiros (o, ag, a3) para os quais

a1+ ag + 3 = 10 (75)

e o > 1, para todo i. Assim, solugoes tais como (10,0,0),(0,2,8) nao serao
consideradas.

Observe que se (a1, ag, a3) é uma solugao inteira e positiva da equagao, entao

041217 04221, 04321,

logo,
061—120, 042—120, 063—120.

E de (7.5), segue que:
(g —1)+(ae—1)+(ag—1)=T.
Assim, o terno (a3 — 1, a0 — 1, 3 — 1) é uma solu¢do nao negativa da equagao
T+ T+ a3 ="T. (7.6)

Reciprocamente, se (o, g, arg) é uma solugao inteira nao negativa da equacao
(7.6), entao
a1+ ae +ag = 7

com aq > 0,9 > 0,3 > 0. Segue, entao que

a+1>1, ap+1>1, az+1>1

(o +1)+ (a2 + 1)+ (ag + 1) = 10.
Logo, (ag + 1, a9 + 1, 3 + 1) é uma solugao inteira positiva da equagao (7.5).

Concluimos assim que, existe uma correspondéncia biunivoca entre as solucoes
inteiras positivas da equacao:

X1+ X9+ Xz = 10
e as solugoes inteiras nao negativas da equagcao:
T+ X9+ T3 = 7.

Logo, podemos determinar o niimero de solugoes positivas da primeira, calcu-

lando o nimero de solugoes nao negativas da segunda, cujo total é dado por
7,2 -

Py = 36, conforme Proposicao 5. 0
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A préxima proposicao generaliza o que fizemos acima.

Proposicao 6. Sejam n e p naturais com p > n. O numero de solugoes inteiras
positivas da equa¢ao
T+ Lo+ ...+Tp=2p

¢ dado por:
Pnfl,pfn _ (p - 1)'
P T -l — )
Demonstracao:
Considere

Sl = {(alaO@a ...,O[n) S Zi | a1 +ag + ..+ oy :p}

o conjunto das solugoes inteiras positivas da equagao x; +Xg + ... + X, = P
e
So ={(ay, g, ....;an) €Zy |y +as+ ...+, =p—n}

o conjunto das solucoes inteiras nao negativas da equagao x; + Xz + ... + X, = p — n.
Vamos mostrar que existe uma bijegao entre Sy e S, logo |S1| = |Sa].

Seja f = (g, 9, ..., ) € S = a; > 1 para todo i e
o)+ + ... t+a, =p
\
(g =)+ (ae—1)+...+(ap,—1)=p—n.
Como «a; — 1 > 0, para todo i, entdao (a3 — 1,9 — 1,...,a, — 1) € Ss.
Reciprocamente, se = (ay, as, ..., a,) € So, entao a; > 0, para todo i e
aptat..ta,=p—n= (g +1)+(a+1)+..(an+1)=p.

Como «a; + 1 > 1, segue que (g + 1,as +1,...,a, + 1) € 5.

Assim, as aplicacoes:

fI Sl — SQ
(o, 9y yay) — (g —Liag—1,..,a, —1)
e
qg: 52 — Sl
(a1, a9, ya,) — (g +Lag+ 1, 0+ 1)

estao bem definidas e sao a inversa uma da outra, uma vez que:
(i) Para todo (aq, ag, ..., an) € Sy;
g(f(alaa27 aan)) = g(al - 1,0[2 - 1, vy Oy — 1) == (011,042, "aan) = go f = IS1;

(17) Para todo (g, ag, ..., ) € So;
flglag,ag,yan)) = flar+ Lag+ 1, o+ 1) = (v, 0, .., ) = fog=Ig,.
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Dessa bijecao e da Proposicao 5, segue que:

o _ pp—nmn—1 __ (p - 1)'
|51 = 1%2| = 5 C(p—-n)(n—-1)"

Exercicios Resolvidos 17.

(01) Determine o ntimero de solugdes inteiras positivas da equagao:
IE1+172+ZE3+174+ZL‘5 = 15.

Solugao:

Nesse caso, n = 5 e p = 15. Pela Proposicao 6, o nimero de solugoes inteiras
positivas dessa equacao é igual ao nimero de solugoes inteiras nao negativas da
equacao xry + r2 + x3 + x4 + x5 = 10, cujo total é dado por PllfA = 1.001. 0

(02) Quantas sao as solugoes inteiras da equacdo x1 + x5 + 3 = 30, com z; > 2,
Tog > 3 e x3 > 47

Solugao:

Como 1 > 2, 290 > 3ex3 >4, entaox;1 —2 >0, 20 —3>0ex3—4 > 0.
Definindo ¥,y € y3 por:

Yy1:=21—2, Y2:=a2—3, yz:=x3—4
e substituindo esses valores na equacao dada:

(y1 +2) + (y2 + 3) + (y3 +4) = 30

o problema recai em encontrar o nimero de solugoes inteiras nao negativas da
equacao:
Y1 +y2 +ys =21,

cujo total é dada por P2231’2 = % = 253. U

3 Combinacoes com Repeticoes

Definigao 3. Chama-se Combina¢cao Completa ou Combinacao com Repeticao,
de classe p de n objetos, a toda escolha nao ordenado de p objetos, distintos ou
nao, dentre n objetos distintos dados.

Exemplos:
(01) Para o conjunto {A, B,C, D}, temos que:

{A,B,C}, {A, A, B}, {A, A A ¢ {B,C,C}

sao algumas combinagoes completas, de classe 3 das 4 letras dadas;
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(02) Dado {1,2,3,4,5,6,7,8}:

{1,2,3,8}, {1,1,5,6}, {1,1,1,7} e {1,1,1,1}

sao algumas escolhas nao ordenadas de 4 objetos, distintos ou nao, dos 8 nimeros
dados, logo uma combinagao completa de classe 4, dos 8 objetos.

A proxima proposicao diz quantas sao as combinacoes completas de classe p,

de n objetos distintos.

Proposicao 7. O numero de combinacao completas de classe p de n objetos
distintos, denotado por CRP € dado por:

p __ pp(n=1) _ (n_'_p - 1)'
CRY = FIS = S

Demonstracao:
Sejam

Ala A2a sy An

n objetos distintos, dos quais queremos escolher p, com possiveis repetigoes. Con-
sidere:

x1 - a quantidade de objetos do tipo A; que serao escolhidas;

Zo - a quantidade de objetos do tipo A, que serao escolhidas;

x, - a quantidade de objetos do tipo A, que serao escolhidas.
Como serao escolhidos p objetos, entao
T1+To+ ..+, =P (7.7)
E como podemos ou nao escolher quaisquer um desses objetos, segue que

1 >0, 20>0, .., x,>0.

Assim, o problema recai em determinar o niimero de solucoes inteiras nao
negativas da equagao (7.7), cujo total é dado por:

Pp,(nfl) o (p_'_ n— 1)'
pro=l T pln — 1)



Analise Combinatdria e Probabilidade 73

Exercicios Resolvidos 18.

(01) Em uma lanchonete que vende suco em 3 sabores, de quantas maneiras pode-
se fazer um pedido de 8 sucos:

(a) sem restrigoes?

Solugao:

Considere S = {s1, s2, $3} 0 conjunto com os 3 sabores oferecidos. Como a ordem
da escolha ¢ irrelevante e um mesmo sabor pode ser escolhido mais de uma vez,
trata-se de uma combinacao com repeticao de classe 8, de 3 elementos distintos,
cujo total é dado por ORS = P1862 = 45 opgoes.

Lembrando, que podemos chegar a esse resultado resolvendo a questao dire-
tamente, nao sendo necessario memorizar a férmula dada na Proposigao 7. Para
isso, basta considerar:

1 - numero de sucos do sabor s; que serao pedidos;
2o - nimero de sucos do sabor sy que serao pedidos;
x3 - nimero de sucos do sabor s3 que serao pedidos.
Entao,

1+ X9+ X3 = 8

e como podemos ou nao escolher quaisquer dos sabores, x; > 0, para ¢ = 1,2, 3.

Assim, a solucao do problema corresponde ao nuimero de solucoes inteiras nao
. . . . 8,2

negativas da equagao acima, cujo ¢ dado por P;” = 45. U

(b) de modo que cada sabor seja escolhido pelo menos uma vez?
Solucao:
Usando as mesmas varidveis da letra (a), obtemos também a quagao:

IE1+1'2+ZE3:8.

A particularidade aqui, é que cada sabor tem que ser escolhido pelo menos uma
vez, entao
r1 21,2921 e 23 > 1.

Assim, buscamos o nimero de solugoes inteiras positivas da equacao acima, cujo

total e dado por P2 = 21. O

(c) todos os sabores sejam escolhidos pelo menos uma vez e um dos sabores,
previamente determinado, seja escolhido pelo menos duas vezes?

Solucao:

Vamos supor s; o sabor que deve ser escolhido pelo menos duas vezes.

Como nas letras (a) e (b) obtemos a equagao:

1+ X9+ X3 = 8
com x1 > 2, x9 > 1, 3 > 1. Fazendo

y1:$1—2, ygzl'z—l, ygzl'g—l
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e substituindo na equacao acima, tem-se:
(W +2)+ e+ +(y+1)=8=y+ypt+ys =4

com y; > 0,92 > 0,y3 > 0. Sendo, o nimero de solugdes nao negativas dessa
ultima equagao dado por Pgl 2 = 15. U

(02) De quantos modos podemos distribuir 18 livros iguais em trés caixas difer-
entes, sem nenhuma restri¢cao?
Solucao:
Considerando,
x1 - quantidades de livros que serao colocados na caixa 1;
Zo - quantidades de livros que serao colocados na caixa 2;
r3 - quantidades de livros que serao colocados na caixa 3.
Entao,
X1+ To+ T3 = 18,

com x1 > 0,29 > 0,23 > 0.

Assim, existem tantas maneiras de distribuir os livros quantas sao as solucoes
o . ) . . . ) 18,2
inteiras nao negativas da equagao acima, cujo total é dado por Py)y* = 190. U

(03) Use as técnicas de contagem para determinar o nuimero de pegas de um
dominé comum.

Solucao:

Para determinar o nimero de pecas vamos nos colocar no lugar da pessoa que
val montar uma pega.

Tarefa: Montar uma peca de domind.

Etapas da tarefa Possibilidades
1 | Escolher dois ntimeros, distintos ou nao, no conjunto {0,1,2,3,4,5,6} | CR2 = P;’b
Total: P;° = 28. O

(04) De quantos modos é possivel acomodar 5 pessoas em 3 bancos, sabendo
que cada banco cabe no maximo 4 pessoas?
Solugao:
Sejam by, by, by 0s bancos, p1, P2, P3, P4 € Ps as pessoas e
21 - nimero de pessoas que sentarao no banco by;
T - numero de pessoas que sentarao no banco by;
r3 - numero de pessoas que sentarao no banco bs;
Entao,
X1+ X9+ X3 = 5

com 0 < 1,29, 23 < 4. Essa equacao tem P75 2 = 21 solugdes inteiras niao ne-
gativas. Desse total, devemos excluir as solugoes (5,0,0), (0,5,0) e (0,0,5), pois
devemos ter z; < 4, para todo ¢, uma vez que em cada banco cabem no maximo
4 pessoas. Logo, existem 18 modos de escolher 5 lugares nos 3 bancos para
acomodar as pessoas. E, uma vez escolhidos os lugares, as 5 pessoas podem ser
colocadas de 5! modos nesses lugares. Assim, o total é dado por 18 x5! = 2.160. [J
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(05) Quantos sao os anagramas da palavra CURURU que nao tem duas letras U
juntas?

Solugao:

Nossa tarefa é formar um anagrama com as letras C,U,U,U,R,R com as carac-
teristicas pedidas. Podemos dividir essa tarefa em 3 etapas:

1% Etapa: - Colocar as letras U’s: s6 ha 1 possibilidade para isso;

Uma vez colocadas as letras U's, as letras restantes deverao ser colocadas nos
espagos abaixo:
—U—-—U—-U—
b1 P2 P3 P4
2% Etapa: Escolher 3 posigoes, dentre as acima, para colocar as demais letras:
suponha x o nimero de possibilidades dessa etapa.
3¢ Etapa: Permutar as letra C, R, R nos espacos escolhidos na etapa anterior:
ha Pi = 3 possibilidades.

Pelo Principicio Multiplicativo: total =1 x x x 3.

Resta determinar o valor de z. Para isso, considere:
x1 - nimeros de letras a serem colocadas na posicao pi;
Zo - nimeros de letras a serem colocadas na posicao ps;
xr3 - nimeros de letras a serem colocadas na posicao ps;
x4 - numeros de letras a serem colocadas na posicao py;
Como 3 sao as letras, entao

.’L’1+.T2—|—.’L'3+l'423.

E como nao pode haver duas letras U’s juntas, devemos ter x5 > 1 e x3 > 1, e
para as demais variaveis z; > 0 e x4 > 0. Fazendo yo = 29 —leys =23 —1 e
substituindo na equagao acima, recaimos no problema de determinar o ntmero
de solucoes inteiras nao negativas da equagao

Ti+yYet+ys+as=1

que é dado por P} = 4.
Assim, z = 4 e o total de anagramas é dado por 1 x 4 x 3 = 12. 0

Solucao 2:
Podemos também construir o anagrama, efetuando as seguintes etapas:
1* Etapa: Permutar as letras C, R, R: ha P} = 3 possibilidades
Para cada uma dessas 3 ordenacoes, as letras U’s deverao ser colocadas nos
espacos abaixo:
—C—-R—-R—-

2% Etapa:- Escolher 3, dentre os 4 espacos acima, para colocar as 3 letras U’s:
ha C% = 4 possibilidades

Pelo P.M., o total de anagramas ¢ dado por: 3 x 4 = 12. 0



76 Analise Combinatéria e Probabilidade

Lista de Exercicios 7.

(01) Determine o ntimero de solugbes inteiras nao negativas de cada uma das
equagoes abaixo:

a) x1 + xo + w3 = 15;

b) x1 + xo + ... + x5 = 12;

C) r1+ 2o+ ... —f-[L‘lO = 20.

(02) Determine o nimero de solugoes inteiras positivas de cada uma das equagoes
abaixo:

a) r1 + xe + x3 = 15;

b) x1 + xo + ... + x5 = 12;

C) r1+ 2o+ ... —f-[L‘lO = 20.

(03) Determine o nimero de solugdes inteiras ndo negativas de cada uma das
inequacoes abaixo:
a) 1 + xe + x3 < 15;

comz>0,y>0,z>0ew>0.
lew>1.

o

E )
04) Determine o ntimero de solugoes inteiras da equacao = +y + z + w = &:
)
)
5) Quantas opgoes se tem para dividir 12 bombons entre 7 criangas:

a) sem restrigoes?

b) de modo que todas recebam pelo menos um bombom?

c¢) de modo que Arthur, uma das sete criangas, receba exatamente 3 bombons?
d) de modo que Arthur, uma das sete criangas, receba pelo menos 3 bombons?
(06) 84, 2613, 6501 sao exemplos de alguns inteiros cuja soma dos algarismos
¢ igual a 12. Quantos nimeros inteiros entre 1 e 10.000 tem soma dos algarimos
igual a 127

(07) Uma pizzaria vende pizza em 3 sabores: Calabresa, Portuguesa e Quatro
Queijos. De quantas formas uma pessoa pode comprar 5 pizzas?

(08) Um supermercado tem 5 marcas diferentes de sabao em p6. De quantas
formas uma pessoa pode comprar 10 caixas de sabao, levando pelo menos uma
caixa de cada marca?

(09) Uma sorveteria vende sorvetes em 7 sabores. De quantas formas uma pessoa
pode fazer o pedido de 7 sorvetes?

(10) De quantos modos podem ser pintados 6 objetos iguais, usando 3 cores
diferentes?

(11) Um fotdgrafo vai fotografar a Casa das Onze Janelas, exibindo sete mo-
delos nas janelas. De quantas maneiras ele pode distribuir as 7 modelos nas 11
janelas, sabendo que cada janela cabe no maximo 5 pessoas?
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Respostas da Lista de Exercicios 7

03.a) 680
04.a) 165
05.a) 18.564

415
21

126

1.716

28
97.408.080

(
(
(
(
(

01.b
02.b
03.b
04.b
05.b

)
)
)
)
)

50.388
330
75.582
35

462

(01.c) 10.015.005
(02.c) 92.378

(03.c) 30.045.015

(04.c) 4 (04.d) 1
(05.c)

05.c) 2.002 (05.d) 5.005

7



Capitulo 8

Principio da Inclusao-Exclusao

Objetivos:

v' Apresentar o Principio da Inclusao-Exclusao

1 Introducao

Faremos agora a extensao do Principio Aditivo, visto no Capitulo 1, para um
nimero finito qualquer de conjuntos, disjuntos ou nao. Vamos iniciar analisando
a resolucao da questao abaixo:

e Seis pessoas estao sentadas em torno de uma mesa circular. Quantas opcoes
elas tem de trocar de lugar, de modo que cada pessoa passe a ter a sua esquerda,
uma pessoa diferente da atual?

Solucao:

Consideremos P, P, ..., Py as seis pessoas, disposta no circulo como abaixo.

Py
P2

Pg Ps
Ps

Py

Percorrendo o circulo no sentido horario (©) umas das formas de representar a
permutacao acima é:

(P1 P2 P3Py P5 P)

e nela temos que, a esquerda de P; estd Py, para j = 1,2,..,5 e a esquerda de
Py esta Py.

J& sabemos que existem PCg = 5! = 120 modos de dispor seis pessoas em
um circulo. Assim, se denotarmos por 2 o conjunto de todas as permutagoes

78
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circulares das seis pessoas, entao |2] = 120. Desse total, devemos excluir todas
as permutagoes em que temos quaisquer um dos pares abaixo, nesta ordem:

PPy PPy PPy Py Ps Ps Py PPy

Se considerarmos:
Ay = {a € Q| PP, estao juntos nessa ordem };
Ay = {a € Q| P,P; estao juntos nessa ordem };

Ag = {a € Q| PsP; estao juntos nessa ordem },

o problema recai em determinar quantos sao os elementos de {2 que nao per-
tencem a nenhum dos subconjuntos acima, ou seja, pertencem a exatamente
0 dos conjunto A;, As, ..., Ag. Vejamos a teoria que nos ensina a fazer esta con-
tagem. Antes porém, vamos introduzir algumas notagoes que serao necessarias.

2 Notacoes

Dados inteiros n e p, comn >1e 1 < p < n, definimos o conjunto:
me = {(’il,’ig, ...,’ip) SN/ | 1< < <. < ip < n} (81)

Exemplos:

(01) X390 ={(i1,12) € 72 |1 <4y <iy <3} ={(1,2),(1,3),(2,3)} = | X350 = 3;

(02) Xs = {ir €2 |1 < iy <5} = {1,2,3,4,5} = | Xs.1| = 5;

(03) X473 = {(il,ig,ig) €73 | 1< <9 <3< 4} = {(1,2,3), (1,2,4), (1,3,4), (2,3,4)}
= |X473| :4,

(04) X574 = {(il,iz,ig,i4> ez ‘ 1< <ig<izg<iy < 5}
={(1,2,3,4),(1,2,3,5),(1,2,4,5),(1,3,4,5),(2,3,4,5)} = | X54| = 5.

A préxima proposicao determina a cardinalidade do conjunto X, ,, para n e
p arbitrarios.

Proposicao 8. Dados inteiros positivos n e p, com 1 < p < n, o conjunto
me = {(’il,iz, ...,’ip) e 7 | 1<y <in<... < ’ip < n}

tem exatamente CT elementos.

Demonstracao:
Para determinar |X,, ,|, vamos construir um elemento desse conjunto. Para tal
executamos as seguintes etapas:

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
1% Escolher p elementos distintos em {1,2,...,n} | - cr
2%  Construir a p-upla com os ntimeros escolhidos

na etapa anterior em ordem crescente | 1

Pelo Principio Multiplicativo, |X,, | = C?. O



80 Analise Combinatéria e Probabilidade

Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um mesmo conjunto 2. Para cada
inteiro p = 1,2, 3, ..., n, definimos o inteiro S,, como segue:

Sp= Y A, NA,N . NA| (8.2)
(41,12, ,0p) EXn,p

onde X, , é o conjunto definido em (8.1). Para p = 0, definimos:

So = 19.

Observe que o somatério em (8.2) tem como indice os elementos de X, ,. As-
sim, o numero de parcelas desse somatorio é | X,,, p| = C?, conforme Proposigao 8.

Exemplos:

(01) Usando a defini¢ao de S, vejamos o desenvolvimento dos somatérios abaixo:
(a) So, para Ay, Ag, Az C (2

Por definicao, Sy = Z(h@)e Xos |A;, N A;,| e conforme visto no exemplo anterior,
X32={(1,2),(1,3),(2,3)}. Assim,

SQ - |A1 N A2| —f- |A1 N A3| —|— |A2 ﬂA3|

]
(b) S1, para Ay, As, ..., A5 C
S, = Zz‘lexs,l |A;, | e como X5, ={1,2,3,4,5}, entao,
Ss = |A1| + |As| + | As| + |Aa| + |A5].
[
(c) S5, para Ay, Ag, Az, Ay C
Sy = Z |A;,NAL,NA;, | = [AINANAs [+ AN AN Ay |+ AiNA3NAL |+ AsNA3N A
(41,92,i3)€X43
[

(04) 54, para A17 AQ, Ag, A4, A5 C Q:

Si= > AN A, N AN A,

(41,42,13,14)€X5,4

4

Sy = |A1ﬁA2ﬂA3ﬂA4|+|A1ﬁA2ﬂA3ﬁA5|+|A1ﬂA2mA4ﬂA5|+|A1ﬁA3ﬂA4ﬁA5|+|A2ﬂA3ﬁA4ﬂA5|.
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3 Principio da Inclusao-Exclusao

Lema 1. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto ). Para cada inteiro
p=20,1,2,...,n, o numero de elementos de € que pertencem a exatamente p
desses subconjuntos é dado por:

n—p

ay =Y (=1)" Cpyy Spi

k=0

onde Syi) € como definido em (8.2) para todop+k >1 e Sy = |€.

Demonstracao: Para a demonstracao veja o Apéndice II1.

Exercicios Resolvidos 19.

e Seis pessoas estao sentadas em torno de uma mesa circular. Quantas sao as
opgoes que elas tem de trocar de lugar, de modo que cada pessoa passe a ter, a
sua esquerda, uma pessoa diferente da atual?

Solucao:

Considerando €2 o conjunto de todas as permutacoes circulares das seis pessoas, ja
vimos que a resposta desse problema é o niimero de elementos de {2 que pertencem
a exatamente zero dos subconjuntos A;, As,...,Ag, definidos na introducao do
capitulo. Pelo Lema 1, este niimero é dado por:

6-0 6
a =Y (~1)FCh Sopn =D (~1)*S =S — S1+ S — S5+ Sy — S5 + S
k=0 k=0

Resta entao, determinar o valor de Sy, para 0 < k < 6.
(1) So =[] = PCe = 5;

(1) St =25 exey [ Ai| = [A1] + [As] + ... + [Ag].
Como |Ay| = |Ay| = ... = |Ag|, vamos determinar |A;|.
|A1| = ntmero de permutagdes circulares em que P; P, ficam juntas nesta ordem.

Isso equivale a fazer uma permutacao circular de X = PP, P3, Py, Ps, Ps - que
pode ser feito de PC5 = 4!. Assim, S; = C§ x 4!;

(128) S2 =D i inexes [Ain M Ai| = [A1 N Ag| + [A1 N As[ + ... + [A5 N Ag|.
Como |A;; N A;,| é a mesma para quaisquer 1 < i3 < ip < 6, vamos determinar
|A1 N A2|

|A; N Ay| = total de permutagoes circulares em que X = PPy e Y = P, P; ficam
juntas e nesta ordem, o qual ¢ dado pelo ntimero de permutacoes circulares de
Z = P\PyP3, Py, P5, Ps, que pode ser feito de PCy = 3!. E como |Xgo| = CZ,
entdao, Sy = C§ x 3!.

Continuando com um raciocinio anélogo obtemos:

(iv) S3 = Cg x 2!;

(v) Sy =Cg x 1!
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(vid) S5 = CE x 01,

Assim,

ap=CY x5! —Cp x 41 +C2 x 31 —C3 x 21+ Cg x 1! — CZ x 0! + CE x 0! = 36.
0

(02) Determine o nimero de inteiros compreendidos entre 1 e 1.000, inclusive,
que sao divisiveis por exatamente p dos numeros primos: 2, 3, 5 e 7, para
p€{0,1,2,3,4}.

Solucao:

Consideremos:

Q={reZ|1<x<1.000};

Ay ={zxeQ|2divide z} ={2k € Z | 1 < k < 500};
Ay={x€Q|3divide z} = {3k € Z | 1 < k < 333};

A3 ={x € Q|5 divide z} ={bk € Z | 1 < k < 200};
Ay={zeQ|7divide x} ={Thk € Z | 1 < k < 142}.

Queremos determinar quantos sao os elementos de €2 que pertencem a exata-
mente p dos subconjuntos Ai, Ay, A3, A4. Usando o Lema 1, este total é dado
por:

4-p
k ik
ap = Z(_l) Coprk Opth-

k=0
Inicialmente, vamos calcular Sy, S1, Sa, S3, S4.
- Sy = \Q\ = 1.000;
- Sy = Zl§i1<i2§4 |Az‘1 N Ai2|

= A1 N Ag| 4+ |A1 N As| + |A1 N Ay + |[As N As| + | A N Ayl + | Az N Ayl
Agora,
A10A2:{6k62|1§6k§1.000}:{6k€Z\1§k§166}:>\A10A2\:
166;
A NAs = {10k: €z | 1<k < 100} = |A1F‘|A3| = 100;

ANA={4keZ|1<EkE<Tl}= A NAl=T1
AyNA3={15k € Z | 1 <k <66} = |Ay N Ay| = 66;
A NA ={21k € Z |1 <k <AT} = |Ay N Ay| = 4T;
AsN Ay ={3bk € Z | 1 <k <28} = |A3 N Ay| = 28;
Assim, Sy = 166 + 100 + 71 + 66 + 47 + 28 = 478;
53 = Zl§i1<i2<i3§4|Ai1 mAzé ﬁAz‘:>,|

= ‘AlmAgﬂA3|+|A1ﬂA2ﬂA4‘+‘A1ﬂA3ﬂA4‘—|—‘A2ﬂA3ﬂA4|
Agora,
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ANANA;={30k€Z|1<k<33}=|A NAyNAs| = 33.

ANANA ={42kcZ |1 <k<23}={x € Z |42 |z} = |[A1NAyNAy| = 23.
ANAsN A, ={T0k € Z |1 <k <14} = [A N AsN Ay| = 14.
AyNAsNA={105k € Z |1 <k <9} == |AyNA3N A =9.

Dai, S3=33+23+ 14+ 9 = T79;

- Sy = Zl§i1<i2<i3<i4§4 |A;, N A, N A, NAy =[A1NA N A3 N Ayl =4,
pOiS, AlﬂAgﬂAgﬂA4: {210]{36 7z | 1 S k §4}
De posse desses valores, podemos agora calcular a,, para cada valor de p pe-
dido:
(i) p=0:
ap = Yy o(—1)*CE,, Sork = So — S1 + Sz — S5+ Sy = 1.000 — 1.175 + 478 — 79 + 4 = 228.
(17) p=1:
ar = Yy o(—1) Ok, Siik = C)S1 — 0382+ C383— 38y = 1.175—2x 478+ 3 x 19— 4x 4 = 440.
(1i1) p =2
as = Yp_o(—1)FC%, , Sosy = 985 — C1S5 + C}Sy = 478 — 3 x 79+ 6 x 4 = 265.
(iv)p=3
az =Y o(—1)5CE,, Sap = C9Ss — C1Sy =79 — 4 x 4 = 63,
(v)p=4
as = Y4 o(—1)FCk, , Sark = CJSs = 4. O

Agora vamos procurar responder a seguinte pergunta:

e Quantos sao os inteiros compreendidos entre 1 e 1.000, inclusive, que sao di-
visiveis por pelo menos dois dos nimeros primos 2, 3, 5 e 77

Neste caso devemos contar todos os elementos de €2 que sao divisiveis por
exatamente 2, ou exatamente 3 ou exatamente 4 dos inteiros dados, ou seja, todos
os elementos de €2 que pertencem a exatamente p dos subconjuntos Ay, As, Az, Ay
definidos acima, para p = 2,3, 4. Pelo Lema 1, esse valor sera dado por:

as +as + a4 = 332.

Vejamos, no lema a seguir, como calcular mais facilmente esse valor sem a
necessidade de calcular cada um dos q;.

Lema 2. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto ). Para cada inteiro
p=1,2,...,n, o numero de elementos de () que pertencem a pelo menos p destes
subconjuntos é dado por:

n—p
by =) (=1)F C§+k71 Sph-
k=0

Demonstracdo: Para a demonstracao veja o Apéndice II1.
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Exercicios Resolvidos 20.

(01) Quantos s@o os inteiros compreendidos entre 1 e 1.000 que sao divisiveis por
pelo menos dois dos nimeros primos 2, 3, 5 e 77

Solucao:

Vamos resolver novamente essa questao, usando agora o Lema 2. Com as mesmas
notagoes da questao 02 do Exercicio 19, segue que:

by =Y i o(=1)FCF, Sorp = CVSy—C3S3+C2S, = 1x478—2x 79+3 x4 = 332.
O

Estamos agora em condigoes de mostrar a generalizacao do Principio Aditivo.

Teorema 1. Para todo numero inteiro n > 2, o numero de elementos da unidao
AT UAU...UA, ¢édado por:

n

AT U Ay U U A, =) (DS, (8.3)
k=1

onde Sy € como definido em (8.2).

Demonstracao:

Pela definicao da uniao de conjuntos, segue que:

xr € Ay UA U ... UA,, se x pertencer a pelo menos um dos conjuntos A;, logo,
pela Lema 2:

n—1

AU A U U A [ =by =) (=1)*CFSian = S1 = 8o+ Sy + oo+ (=1)" 'S
k=0

0

Exercicios Resolvidos 21.

(01) Quantos s@o os anagramas da palavra INCLUSAO que tem ou I na primeira
posigao, ou N na segunda, ou C na terceira, ou L na quarta posi¢ao?
Solucao:
Considere
D1 P2 P3 Pa D5 Pe P7 D3
o anagrama a ser formado, {2 o conjunto de todos os anagramas possiveis e
Ay ={a € Q| aquetem I em p};
Ay ={a € Q| aquetem Nem po};
A3 ={a € Q| aque tem C em p3};
Ay ={a € Q| aquetem L em py}.
Facilmente, obtem-se que:
|A; | =T |A;, N A, =6 |A, NA,NA,| =5le|A, NA,NA,NA;,| =4,
quaisquer que sejam os indices i1, i9, 13,14 € {1,2,3,4}.
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Pelo principio da inclusao-exclusao, segue que:

| AJUAUNA3UAY| = S1—So+S53—5, = Cy xT!—Cix6!+C3 x 51—} x4! = 16.296.

O
(02) Para a palavra TACACA, determine:
(a) Quantos sao os anagramas?
Solucao:
Considerando €2 o conjunto de todos os anagramas da palavra TACACA, entao
Q| = P>* = 60. O

(b) Quantos sdo os anagramas que tem as letras C’s juntas?

Solugao:

Vamos considerar A; = {p € Q | p tem as letras CC juntas }. Fazendo X=CC,
entao |A;| é dada pelo nimero de anagramas que podemos formar com letras X,
T, A, A, A. Portanto, |A,| = P2 = g—: = 20. O
(c¢) Quantos sdo os anagramas que nao tem letras A’s adjacentes?

Solucao:

Para determinar este ntimero, vejamos como construir um anagrama com essas
caracteristicas.

la. Etapa: Permutar as letras T, C, C:  h& P} = 3 possibilidades;

Para cada uma das 3 ordenagoes possiveis, as letras A,A,A poderao ser colo-
cadas nas 4 posicoes, como abaixo:

—T—C—C—
P1 P2 P3 P4

2% Etapa: Escolher 3, dentre as 4 posicoes, para colocar as letras A,A,A: ha
C3 = 4 possibilidades.

Portanto, o total de anagramas que as letras A’s nao ficam adjacentes é
3x4=12. 0J

(d) Quantos s@o os anagramas que tem letras A’s juntas?

Solucao:

Aqui devem ser contados anagramas tais como CTAAAC, em que as trés letras
A’s estao juntas e também anagramas como ACTAAC, em que apenas duas delas
estao juntas. Nao sendo essa contagem tao imediata como na letra (b). Porém,
se considerarmos, A; = {p € Q | p tem letras A’s juntas } entdo, usando a letra
(c), temos: |Ay| =60 — 12 = 48. O

(e) Quantas s@o os anagramas nos quais nao ha letras iguais adjacentes?
Solugao:

Considerando 2, A; e Ay os conjuntos definidos nas letras (a), (b) e (d), res-
pectivamente, entao buscamos o numero de elementos de €2 que pertencem a
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exatamente zeros dos conjuntos Ap, A, o qual é dado por:

2
a =Y (—1)FCESy =S — 81 + Sa.
k=0

Das letras anteriormente resolvidas, ja temos que:
So = || = 60; Sy = |A1|+|A2] = 20+48 = 68. Resta determinar Sy = |A; N A,.
A1NAy={pe€Q|ptem CC juntas e (AA juntas ou AAA juntas) }.

Observe que podemos obter |A; N Ay, subtraindo do total de anagramas que
tem CC juntas (dado por |A;]), o total de anagramas que nao tem letras A's
juntas. Vejamos como construir um anagrama desse tltimo tipo.

Etapa 1: Permutar as letras T e X = CC: ha P, = 2! possibilidades;

Considere uma das duas possibilidades acima:

—T—CC—
p1 P2 b3

Etapa 2: Escolher 3 posicoes, dentre as 3 acima, para colocar as 3 letras A A A:
ha C§ = 1 possibilidades.

Pelo principio multiplicativo, esse total é dado 2 x 1 = 2.
Assim, Sy = |A; N Ay = 20 — 2 = 18. Portanto,

O
(02) Sejam A = {ay,as,...,a,} € B = {by,bs,...,b,} conjuntos finitos.
(a) Quantas sao as fungoes f: A — B?
Solugao:
Tarefa: Construir uma funcao de A em B.
Etapas da tarefa Restricoes | Possib.
1 | Escolher uma imagem para a; P
Escolher uma imagem para as P
3 | Escolher uma imagem para ag P
n | Escolher uma imagem para a,, P
Pelo P. M., o total de funcoes f: A — B é p™. ([l

(b) Quantas sao as fungoes f : A — B injetoras (supondo n < p)?
Solucao:
Tarefa: Construir uma funcao de A em B injetora.

Etapas da tarefa Restricoes Possib.

1 | Escolher uma imagem para a; | € B P
Escolher uma imagem para as | € B — {f(a1)} p—1

3 | Escolher uma imagem para asz | € B — {f(a1), f(a2)} p—2

n | Escolher uma imagem para a, | € B — {f(a1),..., f(an—1)} | p— (n — 1)
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.. O ntmero de fungoes f: A—- B=plp—1)(p—2)...(p—n+1)=A4,, O

(c¢) Quantas sdo as fungoes f : A — B que nao sao sobrejetoras?

Solucao:

f A — B nao é sobrejetora se existe b € B, tal que b ¢ Imf. Entao, con-
siderando:

Ai={f:A—>B|bh &Imf};

Ay={f: A= Bl|by & Imf};

A, ={f: A= B|b, & Imf}.

A fungdo f : A — B nao ¢ sobrejetora, se f € (A4, UA,U...UA,). Logo,
existem tantas funcoes f : A — B nao sobrejetoras, quantos sao os elementos da
uniao Ay U A, U ... U A,, cuja cardinalidade é dada por:
|AjU Ay, UA) =851 — Sy + S5+ ...+ (=1)P7LS,

=C,(p—1)"=Cr(p—2)"+Cp(p—3)"+..+ (=1)!"'Ch(p—p)"

=2 (DG — k). O
(d) Quantas sao as fungdes f : A — B que sao sobrejetoras?
Solucao:
Sejam

Q={f:A— B| f étungao };
X ={f € Q] f énao é sobrejetora }.
Entao o total procurado é dado por:

Q= X =p" =) (-DF'Chp— k)" =D (—DFChp — k).

k=1 k=0
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Lista de Exercicios 8.

(01) Considerando o conjunto X, , definido em (8.1), determine X, , e sua car-
dinalidade | X, ,|, para cada um dos valores abaixo:

(a) Xe,5;

(b) Xe,3;

(C) X7’5.

(02) Considerendo o inteiro S, definido em (8.2), expresse todas as parcelas de:
(a) S5 para Ay, Ag, As, Ay, A5, Ag C

(b) S3 para Ay, Ay, As, Ay, As, Ag C £

(c) S5 para Ay, Ag, Az, Ay, As, Ag, A7 C

(d) Slg para Al, AQ, ceeny Alla Alg - Q

(03) Usando a, definido no Lema 1, expresse todas as parcelas de a, em fungao
de |Q| e a cardinalidade das intersegdes dos A;, para cada um dos valores abaixo:
(a) ag, para n = 6;
(b) as, para n = 7;
(c) ag, para n = 9.

(04) Usando b, definido no Lema 2, expresse todas as parcelas de b, em fungao
de || e a cardinalidade das intersegoes dos A;, para cada um dos valores abaixo:
(a) by, para n = 6;
(b) by, para n = 8.

(05) Usando o Teorema 1, expresse a cardinalidade da unido em funcao das car-
dinalidades dos conjuntos A; e intersectes desses.

(a) |A1 U A2 U A3|,

(b) |[A; U As U A3 U Ayl.

(06) Determine o nimero de inteiros m, com 1 < m < 5000, que:
(a) nado sao divisiveis por nenhum dos inteiros 4, 5, 6;

(b) sdo divisiveis por exatamente um dos inteiros 4, 5, 6;

(c) sdo divisiveis por exatamente dois dos inteiros 4, 5, 6;

(d) sao divisiveis por todos os trés inteiros 4, 5, 6;

(e) sao divisiveis por pelo menos dois dos inteiros 4, 5, 6.

(07) Considerando a palavra MAMADEIRA, determine o nimero de anagra-

(a) que podem ser construidos, sem restrigoes;
(b) que tem as letras M’s juntas;

(c) que nao tem letras A’s juntas;

(d) que tem letras A’s adjacentes;

(e) que nao tem letras iguais adjacentes.

(08) Uma comissao de oito pessoas serd escolhida dentre 7 alunos do curso de
Matematica, 4 de Fisica, 6 de Quimica e 3 de Estatistica. Quantas sao as opcoes
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que se tem de formar a comissao, de modo que nenhum dos cursos tenha exata-
mente dois representantes?

(09) Uma quadrilha formada de n casais homem-mulher, entra em uma quadra
junina em fila indiana conforme abaixo:

Hy My Hy M, ... H, M,

onde H;, M; indica o i-ésimo casal Homem x mulher. Durante a apresentacao
0s casais trocam varias vezes de par. Quantas sao as permutacoes possiveis nas
quais nenhuma mulher ocupa a mesma posicao que tinha na entrada?

(10) Considerando o conjunto I7 = {1,2, 3, ..., 7}, determine o nimero de fungoes
bijetoras f : I; — I7, nas quais f(i) # ¢, para todo i = 1,2,...,7.
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Respostas da Lista de Exercicios 8

(0l.a) X6 5 =1{(1,2,3,4,5),(1,2,3,4,6),(1,2,3,5,6),(1,2,4,5,6), (1,3,4,5,6), (2,3,4,5,6) };

| X6,5] = CS =6.

(01.b) X653 = {(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,2,6),(1,3,4),(1,3,5), (1, 3,6),(1,4,5), (1,4,6), (1,5, 6),
(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6),(2,4,5),(2,4,6),(2,5,6), (3,4,5), (3,4,6),(3,5,6), (4,5,6) }

| X6 3| = C3 = 20.

(01.c) X75={(1,2,3,4,5),(1,2,3,4,6),(1,2,3,4,7),(1,2,3,5,6),(1,2,3,5,7),(1,2,3,6,7), (1,2,4, 5, 6),
(1,2,4,5,7),(1,2,4,6,7),(1,2,5,6,7),(1,3,4,5,6), (1,3,4,5,7), (1,3,4,6,7), (1,3,5,6,7),
(1,4,5,6,7),(2,3,4,5,6),(2,3,4,5,7),(2,3,4,6,7),(2,3,5,6,7),(2,4,5,6,7),(3,4,5,6,7) }.

| X7 5| = C2 =21.

(02.2) S5 = |[A1NAsNAsN A N As| + A1 N AN Az N Ay N Agl+
[A1 N AN As N As N Ag| + |A1 N Aa N Ay N As N Ag|+
[A1 N AsN Ay N As N Ag| + [A2 N As N Ay N A N Agl.

(02.b) S3 = [A1NAsNAs|+ A1 NAs N Ay + A1 N AN As|+ |A1 N AN Ag| + A1 N As N Agl+
|A1 N A3 N As|+ A1 N Az N Ag| + A1 N AL N As| + AL N Ay N Ag| 4+ |A1 N As N Ag |+
| A2 N A3 N Ay|+[Ag N Az N As| + A2 N A3 N Ag| + [Ag N Ay N Ag| 4+ | Ao N Ay N Ag |+
[A2 N As N Ag| 4+ |AsN Ay N As| + |As N As N Ag| + | Az N As N Ag| + |Aa N As N Agl.

(02.¢) S5 =]A1NAsNAsNANAs|+|[AiNAsNAsN AN Agl+ A1 N AN As N Ay N A7 |+
[A1 N A2 N AsNAs N Ag| + A1 N AN A3 N As N A7| + [A1 N Aa N As N Ag N Az |+
A1 N Ay N AgN As N Ag| 4+ |A1 N Aa N Ay N As N Ag| 4 |Ar N Ao N Ay N Ag N Az |+
A1 N Ay N As N Ag N A7+ A1 N A3 N Ay N As N Ag| 4 |Ar N A3 N Ay N As N Ag |+
[A1NAsNAsNAsNA7|+ AN AsNAsNAg N A7+ A1 N As N As N Ag N A7|+
[A2 N AsNAsNAsNAgl+ A2 N AsNAsNAs N A7+ A2 N As N As N Ag N A7 |+
[AoNAsNAs N Ag N A7+ [A2 N AN As N Ag N A7| + A3 N Ay N A5 N Ag N Azl

(02.d) S12=]A1NA2NA3NANAsNAcNA7 N Ag N Ag N Ag N Agg N Agal.

(03.2) ag = |92 — (|| + [Aa| + [As] + | As| + | 45| + | 4e])

+(|[A1 N Ag 4+ A1 N As| + |A1 N Ay + |[A1 N As| + |A1 N Ag| + [Aa N Ag| + | A2 N Ayl +
|A2NAs|+]A2NAg|+|AsNAg|+|AsNAs|+|AsNAg |+ | AsNAs|+]AsNAg|+| AsN Ag))

—(JA1NAsNAs|+ |A1NAsNAy|+ A1 N AN As| + A1 NAs N Ag| + |A1 N Az N Ayl +
|A1 N A3 N As|+ A1 N A3 N Ag| + |A1 N Ay N As| + Ay N Ay Ag| + Ay N As N Ag|+
|Ao N A3 N Ag|+ A2 N A3 N As| + |Aa N A3 N Ag| + |Aa N Ay N As| + [ Ag N Ay N Ag|+
| A2 N A5 N Ag| 4| A3 N Ay N As| 4| Az N Ay N Ag| + A3 N A5 N Ag| + |As N A5 N Ag))

+(JA1NAsNAsNAy|+|A1NA3NAsNAs|+|A1NAsNAsN Ag|+ A1 N A2 NALN As |+
|[A1NAs N AN Ag|+|A1NA2NAsN Ag|+ A1 NAsN AN As|+ A1 NAsNAsN Agl+
|[A1NAsNAsNAg|+|A1NALNAsNAg|+|A2NAsNALNAs|+]|AaNAsN AN Agl+

+Aa M A3 N As N Ag| 4+ |Aa N Ay N A5 N Ag| + |As N Ay N As N Agl)

—[J[A1NAs N A3 N Ay N As| + A1 N Ay N Az N Ay N Ag| + A1 N Ag N Az N As N Ag|+
[A1NAsNAsNAs N Ag| + A1 NAsN AN As N Ag| + [A2 N As N As N As N Agl]

+ A1 N AN AN Ay N As N Agl.

(03.b) as = (JA1NAsNAsNAsNAs|+ A1 N AN AsN AN Ag|+ A1 N AN As N Ay N A7 |+
|A1 N Ay N A3 N A5 N Agl + A1 N As N A3 N As N Az| + AL N Ag N Az N Ag N Az |+
|A1 N Ay N A N As N Agl + A1 N As N Ay N As N Ar| + AL N Ag N Ay N Ag N Az |+
[A1tNAsNAsNAs N A7+ A1 NAsNAsNAs N Ag| + A1 N AsN Ay N As N A7 |+
[A1NAsN AN AgN A7+ A1 NAsNAs N Ag N A7+ A1 NAsN As N Ag N A7 |+
[A2NAsNAsNAs N Ag| + A2 NAsNAsNAs N A7+ A2 N A3 N Ays N Ag N Az |+
|A2 N A3 N As N Ag N Az| + [As N A N A5 N Ag N Ar| 4+ |A3 N Ay N A5 N Ag N A7)

—6x (JA1NAs N A3 N AgN A5 N Ag| + [A1 N As N Az N Ay N As N Ag |+
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A1 N As N A3 N AL N Ag N A7+ A1 N Ay N Az N As N Ag N A |+
[AiNAsNA;NAsNAs N A7l + A1 NAs N AN As N Ag N Az |+
[AoMAsN AL NAsNAs N A7) +21 x |[A1 N AN AsN Ay N As N Ag N Aql.

(03.c) Sg = |A1 NA2NA3sN AN As N Ag N A7 N Ag N Agl.

(04.a) by = (|Ax| + |Az| + [As] + [As| + |As5])

—(JA1 N Ag| + |A1 N As| 4+ |A1 N Ag| + |41 N As| + | A1 N Ag|+

|A2 N Ag| + |A2 N Ag| + |A2 N As| + |A2 N Ag| + |As N Agl+

|As N As| + |As N Ag| + |Aa N As| + |As N Ag| + |As N Agl)
+(JA1 N A2 N Az| 4+ |A1 N As N Ay| + A1 N AN As| + |Ar N A2 N Ag|+

|A1 N A3 N Ay + [Ar N Az N As| + AL N Az N Ag| 4 |Ar N Ay N As |+

|A1 N Ay N Ag| 4 |AL N As N Ag| + A2 N Az N Ayl 4 |Aa N Az N As |+

|[A2 N As N Ag| + A2 N As N As| + |A2 N As N Ag| + |A2 N As N Agl|+

|[As M AL N As| 4+ |As N Ay N Agl + |As N As N Ag| + |Ag N As N Agl)
—(|JA1NAsNAsN Ayl + A1 N As N As N As| + |A1 N AN As N Agl+

|A1 N Ay N AN As| + |[A1 N Ay N Ay N Ag| + |Ay N Ay N As N Ag |+

|A1 N A3 N AL N As| + A1 N Az N AN Ag| + |A1 N Az N As N Agl+

[A1 N AsN As N Ag| + |42 N As N Ay N As| + [A2 N As N Ay N Agl+

[Aa M A3 N As N Ag| + |Aa N Ay N As N Ag| + |As N Ay N As N Agl)
+(JA1NAsNAsN A NAs|+ |AiNAsNAsNAsN Ag| + A1 N A N A N As N Agl+

|A1 N A N Ay N As N Agl + [A1 N A3 N Ay As N Ag| + [A2 N Az N Ay N As N Ag))
—|A1 N As N Az N Ay N Az N Agl.

(04.b) by = (JA1 N AaNAsN A NAsNAs N A7+ A1 N A N As N Ay N As N Ag N Asl+
[AiNAsNAsNAsNAs N AN Ag|+ A1 N As N A3 N Ay N Ag N A7 N Ag|+
[AiNAsNAsNAsNAs N A7 NAg|+ A1 N Aa N Ay N As N Ag N A7 N Ag|+
|A1 N A3 N A;NAs N Ag N Ay N Ag| + A2 N A3 N Ay N As N Ag N A7 N Ag|)

—7Tx A1 NA2NA3N Ay N A5 N Ag N A7 N Agl.
(05.a) |A;UAsUA3| = by = (JA1|+]Az|+|As]) — (JA1NAz|+]A1NAs|+|AaNAs|)+| A1 N AN As).
(05.b) |[A1 UA2UA3UA4| = b1 = (|A1]|+|A2| +|As| +[A4]|) — (|A1 N Az |+ |A1 N Az |+ A1 N A4+
|[Ag N As| + | A2 N Ag| + |As N Ayl)
+(|JA1NANAs |+ A1 N AN AL+ AL NA3N AL+ A2NA3NAyl)
—|A; N Ay N Az N Ayl

06.a) 2.666

06.b) 1.668

06.c) 583

06.d) 83

06.

07.e) 10.200
08) 29 454
09) Zk 0( )kC’,’j(2n— k)!

(
(
(
(
(
(
(0
(
(
(
(
(
(10) 1.854



Capitulo 9

Permutacoes Cadticas

Objetivos:

v' Definir Permutacoes Caéticas
v' Apresentar a formula para o cadlculo do ntiimero de permutagoes cadticas de n

elementos

1 Introducao

e Um grupo de quatro pessoas decide brincar de amigo oculto. Pelas regras do
jogo, cada um troca exatamente um presente com um amigo oculto, que nao pode
ser ele proprio. De quantas maneiras os presentes podem ser trocados?
Solugao:
Considere A = {p1,p2, p3, p4} 0 conjunto das quatro pessoas. Observe que cada
sorteio para a determinacao do amigo oculto corresponde a uma fungao bijetora:

f:A—=A

p; = f(pj)

onde f(p;) é o amigo oculto de p;, para j = 1,2,3,4. Logo, existem 4! = 24
formas dos amigos fazerem o sorteio dos nomes. Porém, estao incluidas ai as
funcées em que temos f(p;) = p;, para algum p; € A, ou seja, alguém tira a si
préprio no sorteio, o que nao ¢ permitido pelas regras do jogo. Precisamos entao,
excluir do total acima, esses casos. Vejamos como contar quantos sao eles.
Considerando:
Q={f:A— Al f ébijetora };
A ={f € Q] f(m) = p};
Ay ={f Q| f(p2) = P2}
Ag = {f € Q| f(ps) = ps};
Ay =A{f € Q] f(ps) = pa}.

O problema recai em determinar o nimero de elementos de {2 que pertecem
a exatamente zeros dos subconjuntos Aj, As, Az, Ay. Pelo Lema 1, esse total é
dado por:

92
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4-0
ag = Z(_l)kcg+k50+k == SO - Sl + 52 - Sg + S4.
k=0
Resta calcular S, para k =0,1,2,3,4.

(i) So = 0] = 41
pois |A;] = 3!, para qualquer 1 < i < 4, ja que trata-se de permutar 4 elementos
fixando um deles;

(4i) Sy = Z(il,ig)exu |Aiy N Ay, | = 042 x 2l = 3_:7

pois |A;, N A;,| = 2!, para quaisquer (iy,i2) € X429, j4 que trata-se de permutar 4
elementos, mantendo 2 deles fixos;

. 41
(M)) Sg = Z(il,ig,i3)€X4,3 |A“ N Aig N A23| = 02 x 1l = 30
pois |A;, N A, N A;,| = 11, para quaisquer (i, 42,73) € X4 3, uma vez que trata-se
de permutar 4 elementos, mantendo 3 deles fixos;

(U) Sy = Z(i17i27i3,i4)6X474 |Ai1 N Ai2 N Ai3 N Ai4| = |Ai1 N AiQ N Aia N Ai4| =1l= i_:

Assim,
4141 4l 1 1 1 1 1
= — — =44l — 1 =4 4 4=
.. Existem 9 modos dos quatro amigos trocarem presentes entre si. 0

Neste capitulo, vamos generalizar o que foi feito acima, determinando o ntimero
de Permutacoes Cadticas de n elementos, para n > 1 arbitrario.

2 Ponto Fixo

Definicao 4. Dada uma fungao f : A — A, dizemos que a € A é um ponto

fixo de f, se f(a) = a.

Exemplos:
(01) Na funcao f : N — N, definida por f(n) = n (funcao identidade), n é ponto
fixo de f, para todo n € N;

(02) A fungao f : R — R, com regra f(z) = 322, tem 0 e % como pontos
fixos;

(03) Seja f : I3 — I3 a fungao:

fe 1 2 3 < dominio
L2 1 3

< imagens

Como f(3) = 3, diz-se que 3 é um ponto fixo de f.

(04) A funcao f : Is — Is dada por:

f 12 3 456 < dominio
~\2 15 4 3 6 ) < imagens
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tem 4 e 6 como pontos fixos.

(05) Seja f : Is — I definida por:

12
f:<2 1

Como f(i) # i, para todo i € I, f ndo tem pontos fixos.

6 < dominio
3 + imagens

3 Permutacao Cadtica

Definigao 5. Dizemos que uma func¢ao bijetora f : I, — I, € uma permutag¢ao
cadtica de n elementos, se f ndo tem ponto fizo, isto é, f(i) # i, para todo
1=1,2,...,n.

Exemplos:
(01) A funcao

1 2 3 4
f= ( 3 4 2 1 )
é uma permutacao cadtica de quatro elementos, ao passo que
(1 2 3 4
9=\ 231 4

nao, uma vez que g(4) = 4.

. 12 3 456789 10), ~ "
(02) A funcgao f = ( 415102176093 8 ) é uma permutacao cadtica
de dez elementos, pois é uma bijecao de I3 sem pontos fixos.

(03) O conjunto das permutagoes de I3 = {1,2,3} é dado por:

si=th=(1 55 ) a=(135)h=(51
123 12 3 123
f4:<2 3 1)’f5:(3 1 2)’f6:<3 2 1)}
12 3 123
{f4:<2 3 1>’f5:(3 1 2)}

o conjunto das permutagoes cadticas.

sendo,

4 Calculo do Nimero de Permutacoes Cadticas

Dado um inteiro n > 1, denotaremos por D,, o numero das permutacoes cadticas
de I, = {1,2,...,n}. A préxima proposi¢ao determinara o valor de D,,.
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Proposigao 9. Para todo inteiro n > 1, hd ezatamente nl),_,

mutagoes cadticas de I, = {1,2,...,n}, isto €,

D, =n! Z ( k')
k=0 ’

Demonstracao:
Seja
Q={f:1,— I,]| f é bijetora },

o conjunto de todas as bijecoes de [,. Para cada i = 1,2, ...,

(GO
]

95

per-

n, definamos A;

como o subconjunto de €2, formado por todas as bijecoes que tem ¢ como ponto

fixo, isto é,

Ai ={f e Q] f@) =i}

Da Definicao 5, f € €2 é uma permutagao cadtica, se f nao tem ponto fixo, ou
A,,. Portanto,
D,, é o nimero de elementos de §2 que pertencem a exatamente zeros dos con-

seja, se f nao pertencer a nenhum dos n subconjuntos Aq, A,, ...,

juntos Aq, As, ...A,,. Pelo Lema 1, D,, é dado por:

-0
Z ROk S0tk = So — Sy 4+ Sy — S5 4 ... + (=1)"S,,,

k=0

Calculando S, para k = 0,1, 2,...,n, temos:
So = Q2] = n! - ntimero de permutagoes de n elementos;
S, = Zlgilgn A =Cl x (n—1)!'=nx (n—1)!=nl

pois |A;] é o nimero de bijegoes de I,, com 1 ponto fixo;
Sy = Z(il,z‘g)exmg |Ai1 N Ai2| = Cr% X (n - 2)! =2

207

ja que para quaisquer (i1,i2) € X2, f € A; N A;, ¢ uma permutagdo de n

elementos, com dois deles fixos;
|
53 =3 (i1 inis)eXns [Ain M Ay N A | = Ci x (n—3)! =&

30

-----

Assnn,
n! n! 1 1
— — — 1) =nl—nl4+_—_ — =nl—=———
D, = Sy—S14+S—..4+(-1)"S, = n! n.—|—2! ...+n!_ [O' T
ou seja,
- 1
k
D,=nl> (-1) o
k=0
Exemplos:

imexan [An N AL N NA;, | =C) X (n—n)l =

n!

n!’

1
9l

1

1
— 1
+ + A(=1)" -

O

(01) Resolva novamente o exercicio proposto no inicio do capitulo, usando o

resultado da Proposigao 9.
Solucao:

O ntamero de modos que os 4 amigos tem de trocar presentes entre si, respeitadas
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as restrigoes, correspondem ao numero de permutacoes caodticas de Iy, o qual é
dado por:

O

O valor obtido na Proposicao 9 para D,,, requer muitos calculos quando n é
grande. Vejamos uma maneira indireta de chegarmos ao mesmo resultado.

Lema 3. Para todo inteiro n > 1, tem-se que:

1

D, ——| < -
2

n!
e

onde e = 2, 718281828... é o numero neperiano.

Demonstracao:

Seja n um inteiro positivo. Entao,

(1) sen =1

D=1, (-)Fh=1-1=0 e £ =0,367...
Logo,

1!
|D; — =| =0,367.. <
(&

N | —

Portanto, o resultado ¢ valido para n = 1.

(17) se n = 2

Dy=2137 ((—1)Fh=2x[1-1+1=1 ¢ 2=0,735..
Assim,

2!
Dy — = = 0,265.. <
e

DO | —

Valendo também para n = 2.

(13i) se n > 2

Usando a Série de Taylor da fungao exponencial em torno do ponto x = 0, para
todo numero real x, tem-se:

N r 2?2’
e :ZE:1+ﬂ+§+§+....
k=0
Em particular, para z = —1, temos:
11 1 . 1
-1_ 1 =+ - = _ _1\k =
el g e = LD
k=0
Logo, para todo inteiro n > 2, tem-se:
PINLI Y, < ERTETIDES] BN S TEITE N o ST T [ o A
" e ' k! ' k! k! ' k!
k=0 k=0 k=0 k=n+1
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Usando a desigualdade triangular, segue que:

n! | > | - = nl
D= | S cph] w3 fcpd) o 3o
k=n+1 k=n+1 k=n+1
Por outro lado, desenvolvendo esse tltimo somatoério, temos:
o~ n! n! n! n! 1 1 1
— = + F =t = + ...
Vo El (n+1)! (n+2)! (n+3)! n+1) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
Como m < n%rl, para todo k > 1, segue que:
°°n!_1+14r 1 PP SN ST S
W K (n+1) (n+D)(n+2) (n+1)n+2)(n+3) “(n+1l) (n+1)2 (n+1)3 7
Fazendo r = ﬁ, a soma acima fica:
<. nl
Z s r(l+r+r24+r4.0)
Como 1 +r+r? 4%+ ... = =, pois trata-se da série geométrica com razao

0 < r < 1. Portanto, para todo n > 2,

De (i), (i7) e (ii7), segue que para qualquer inteiro n > 1, |D,, — ”;'\ <i O

Fazendoa = % —1 e b="+41 entdo |b—a| =1, logo (a,b) NZ é um
conjunto que tem no maximo um elemento qualquer que seja o inteiro n > 1.

Como D,, é um ntumero inteiro, e pelo lema acima,
n! 1
|D,, — —| <§:>a<Dn<b:>Dne(a,b)ﬂZ.
e

Portanto D,, é o tinico inteiro no intervalo (a,b). Logo, ndo existe inteiro algum
k, tal que:

, . , . . . s s , !
Concluimos assim que D,, ¢ o inteiro mais proximo do nimero real =, conforme
enunciado na proposicao abaixo.

Proposicao 10. Para todo inteiro n > 1, D, - o numero das permutacoes
sy , . . . s . !
cadticas de I,, - é o inteiro mais prozimo de
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Exemplos

Usando a Proposicao 10, temos:

(01) Dy =9, pois esse é o inteiro mais proximo de 4;! = 8, 829106;
(02) Dg = 265, por ser o inteiro mais préximo de % = 264, 8731;
(03) Como Z = 1.854, 1123, entdao D; = 1.854.

e

Exercicios Resolvidos 22.

(01) Oito pessoas foram colocadas em fila indiana. Quantas sdo as opgoes que
elas tem de mudar de lugar na fila, de modo que nenhuma delas fique na mesma
posicao que encontra-se inicialmente?

Solugao:

Cada nova fila formada, com a condicao que pessoa alguma permaneca em seu
lugar de origem, ¢ uma permutacao cadtica de oito elementos, logo esse total é
dado por Dg = 14.833. O

(02) Todo semestre a Faculdade de Matemaética divulga o ranking dos 10 primeiros
colocados no curso (alunos com maior CRG). Suponha que do primeiro para o
segundo semestre de 2018 nao ocorram entradas e nem saidas dos alunos desse
ranking, mas apenas mudanca na classicacao dos mesmos.

(a) Quantas sao as divulgagoes possiveis para o ranking do segundo semestre de
2018, nas quais os trés primeiros colocados, e somente esses, permane¢am com a
mesma classificacao do semestre anterior?

Solucao:

Considere

ABCDEFGHI J o)

o ranking do primeiro semestre de 2018. Vejamos como montar um nova listagem,
com as condicoes pedidas.

Tarefa: Permutar os 10 elementos acima, de modo que somente os 3 primeiros
permanecam em seu lugar original

Etapas da tarefa Restricoes N.P.
14 Escolher o 1Y colocado mesmo do ranking anterior 1
2¢  Escolher o 2° colocado mesmo do ranking anterior 1
3  Escolher o 3° colocado mesmo do ranking anterior 1
4% Selecionar os 7 ultimos colocados | mesmos 7 do ranking anterior, mas
em posicao diferente da atual Dy
Total: 1 x D7 = 1.854. U

(b) Quantos sao as listagens possiveis, em que exatamente trés alunos permanecem
com a mesma classificacao do semestre anterior?

Solugao:

A diferenca para a letra (a), é que aqui devemos antes selecionar os alunos que
deverao permanecer com a mesma classificacao.

Tarefa: Permutar os 10 elementos acima, de modo que exatamente 3 deles per-
manecem em seu lugar original
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Etapas da tarefa Restrigoes | N.P.
1% Escolher 3, dentros os 10, para permanecerem
com a mesma classificacao do ranking anterior - 3,
2% Construir uma permutacao cadtica com os 7 restantes | - Dy
Total: 120 x 1.854 = 222.480. OJ

(02) Uma empresa tem sete estagidrias. Cada uma delas deve cumprir trés horas
de trabalho semanais, sendo duas horas no turno da manha e uma no turno da
tarde. De quantas maneiras o Setor de Recursos Humanos pode montar a agenda
de trabalho semanal (segunda a domingo) dessas estagiarias, de modo que todas
cumpram as trés horas semanais, trabalhando diariamente apenas em um turno?
Solucao:

Considere A, B, C, D, E, F, G as estagiarias. Nossa tarefa é montar a agenda
semanal. Para cumprir as 3 horas semanais, sem trabalhar em mais de um turno
no mesmo dia, cada uma deve estagiar duas horas pela manha em algum dos setes
dias da semana e uma hora a tarde, em um dia distinto deste. Comegamos mon-
tando a agenda do turna da manha. Uma vez montada esta agenda, montaremos
a agenda do turno da tarde, de modo a que nao haja repeticao de pessoa.

(I) Montar a agenda do turno da Manha:

Etapas da tarefa Restrigoes N.P.
1% Escolher 1 pessoa para domingo | - 7
2%  Escolher 1 pessoa para segunda | nao selecionada ainda | 6
2% Escolher 1 pessoa para terca nao selecionada ainda | 5

7% Escolher 1 pessoa para sabado | nao selecionada ainda | 1

Total de opgoes de montar o turno da Manha: 7! = 5.040

(IT) Montar a agenda do turno da tarde:
Tomemos uma das 5.040 opgoes do turno da manha. Por exemplo:

Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
Manha: A B C D E F G

Como nenhuma pessoa pode trabalhar em mais de um turno no mesmo dia,
devemos permutar as 7 pessoas de modo que nenhuma delas permaneca em sua
posicao original, por exemplo:

Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
Manha: A B C D EFE F G
Tarde: G A D E ¢ B F

ou seja, devemos construir uma permutagao cadtica de 7 elementos, o que pode

ser feito de D7 = 1.854 modos.

Pelo principio multiplicativo, existem P; x D; = 5.040 x 1.854 = 9.344.160 modos
de montar a agenda semanal. ([l
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Lista de Exercicios 9.

(03) Em um grupo de oito amigos, quantas sdo as opgoes que eles tem de trocar
de presente na brincadeira de amigo oculto?

(04) Em um grupo de oito amigos, quantas sao as opgoes que eles tem de trocar de
presente na brincadeira de amigo oculto, se ficou acertado que um determinado
casal trocard de presentes em si?

(05) Quantas sao os anagramas da palavra VESTIBULAR, em que nenhuma
letra fica em sua posigao original?

(06) Quantos sdo os anagramas da palavra TUCUPI, em que somente as letras
repetidas ficam em sua posigao original?

(07) Sete casais estao sentados em torno de uma mesa circular, com cada homem
sentado a esquerda de sua esposa. De quantos modos as mulheres podem mudar
de lugar, de modo que nenhuma delas fique a direita de seu esposo?

(08) Doze pessoas foram colocadas em fila indiana. Quantas sdo as opgdes que
elas tem de mudar de lugar na fila, de modo que:

(a) nenhuma delas fique na mesma posigao em que estava inicialmente?

(b) apenas a primeira e ultima pessoas permanegam na mesma posi¢ao?

(c) apenas duas delas permanegam na mesma posi¢ao?

(d) nenhuma das pessoas que ocupam as posigdes pares, permaneca em sua
posigao original?

(e) a primeira metada troca livremente de lugar, mas permanece nos seis primeiros
lugares da fila e a segunda medade, também troca de lugar, com a condigao que
nenhuma delas fique na mesma posi¢ao?
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Respostas da Lista de Exercicios 9

OLa) Dy = Blld —f + — & +4 — ] =44
Ol.b)DQ:Q!%f%+%—3l+4lf%+6lf%+§fé]:133.496.
0le) Dig =12 —fi+g—si+ai—si+ts—7+s— o+ 16 — 10 + 731] = 176.214.841

02.a) 17 = 1.334.960,916 = Do = 1. 334. 961;
.b) 171' = 14.684.570,08 = D1y = 14.684.570.
Dy = 14.833
Dg = 265
Do =1.334.961
9

1.854
a) 176.214.841
08.b) 1.334.961
08.c) 88.107.426
08.d) 287.250.480

(
(
(
(
(02
(03)
(04)
(05)
(06)
(07)
(08.
(
(
(
(08.¢) 190.800



Capitulo 10

Principio de Dirichlet

Objetivos:

v' Apresentar o Principio das Gavetas
v' Mostrar aplicacoes do Principio das Gavetas.

1 Introducao

e Ana e seus doze amigos resolveram que farao uma festinha cada vez que um do
grupo fizer aniversario. Porém, combinaram que havendo mais de um aniversério
em um mesmo meés, farao uma sé festa para comemorar os aniversariantes do
meés. Prove que no decorrer do ano, havera pelo menos uma festa para mais de
um aniversariante.

Solugao:

Para resolver esse problema, vamos pensar assim: considere um armério contendo
12 gavetas, uma para cada mes do ano:

Ja;. \Fe‘qﬁﬂTl;Tl ai
Jul \A%olSe’t l Crgl‘l ‘
A

Dentro de cada gaveta colocamos os nomes das pessoas que fazem aniversério
naquele més. Como temos 13 pessoas no grupo e apenas 12 gavetas, entao neces-
sariamente, pelo menos uma das gavetas terda que guardar dois nomes e portanto,
naquele més, a festa serd para comemorar mais de um aniversario. 0

2 Principio das Gavetas

Usamos na resolucao do problema acima, uma ferramenta chamada Principio
das Gavetas de Dirichlet, o qual foi utilizado pela primeira vez em 1834, pelo
matematico alemao Johann Dirichlet (1805-1859).

102
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‘ Principio das Gavetas de Dirichlet ‘

Se n+1 objetos forem colocados em no maximo n gavetas, entao pelo
menos uma das gavetas devera conter dois ou mais objetos.

Demonstracao:

Para justificar a afirmagao acima, vamos usar reducao ao absurdo, isto é, vamos
supor que temos a hipétese, mas nao a tese. Assim, suponhamos que n+1 objetos
sao guardados em no maximo n gavetas, porém cada uma das n gavetas receba
no maximo 1 objeto. Como guardamos todos os n + 1 objetos nas n gavetas
G1, G, ...G,, entao tem-se que:

Total de objetos total de Gy + totalde Gy + ... + totalde G,

< 1 + 1 + ...+ 1

Como n + 1 é o total de objetos, obtemos dai que n +1 < n, um absurdo.
Logo, pelo menos uma das gavetas devera guardar 2 ou mais objetos. 0

Esse principio é também conhecido como Principio da Casa de Pombos, como
enunciado abaixo.

‘ Principio da Casa de Pombos ‘

Se n + 1 pombos forem colocados em no maximo n casas, entao pelo
menos uma casa devera conter dois ou mais pombos.

b b

4 bbb

Colocando 7 pombos em 6 casas

3 Aplicacoes do Principio das Gavetas

Vejamos a seguir, por meio de alguns exercicios, a aplicacao do Principio das
Gavetas.

Exercicios Resolvidos 23.

(01) Em uma prova objetiva com 10 questdes, as possiveis notas sao 0, 1, ..., 10.
Mostre que, se 15 alunos fizeram essa prova, entao pelo menos 2 deles tirarao a
mesma nota.

Solucao:

Imaginemos que, uma vez corrigidas as provas, as mesmas sao guardadas em
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onze gavetas, denominadas de Gy, Gy, ..., G1g, que correspondem as possiveis no-
tas da prova. Na pior das hipoteses, suponha que as primeiras 11 provas corrigidas
tenham todas notas distintas. Até entao, ha uma prova em cada uma das 11 gave-
tas. Ao corrigir a 12 prova, necessariamente essa prova devera ser colocada em
uma das 11 gavetas, havendo portanto pelo menos 2 alunos com a mesma nota. [

(02) Uma caixa contém canetas de trés cores: azuis, vermelhas e pretas. Qual
o numero minimo de canetas que devemos retirar dessa caixa, para garantir que
tiramos duas canetas da mesma cor?

Solucao:

Imaginemos 3 gavetas, denominadas de: 1-Azul, 2-Vermelha, 3-Preta. Vocé vai
retirando canetas da caixa e colocando-as nas gavetas correspondente a cor da
caneta retirada. E possivel que com 2 ou 3 retiradas ja tenhamos 2 canetas da
mesma cor, porém nao temos a garantia de tal fato. Pois, pode ocorrer de tirar-
mos até 3 canetas, todas de cores distintas. Nesse caso, apds a terceira retirada,
cada gaveta contera 1 caneta. Mas, a quarta caneta retirada devera necessari-
amente ser guardada em uma das 3 gavetas, fazendo com que essa gaveta fique
com 2 canetas. Assim, a quantidade minima é 4 canetas. 0

(03) Escolhem-se ao acaso 5 pontos sobre a superficie de um quadrado de lado 2.
Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem comprimento
menor ou igual a V2.

Solugao:

Sejam Py, P, P3, Py, Ps os pontos tomados sobre o quadrado. Dividamos o quadrado
de lado 2, em quatro quadrados de lado 1. Entao os 5 pontos acima devem ser
"guardados” nos 4 quadrados. Pelo principio das Gavetas, pelo menos dois deles
ficarao no mesmo quadrado.

Agora, observe que dados dois pontos quaisquer em um quadrado de lado
unitério a maior distancia possivel é a diagonal que é v/2. 0

(04) Dado um natural n, considere o conjunto I, = {1,2,3,..,2n}. Mostre
que escolhendo ao acaso n + 1 elementos nesse conjunto, hé necessariamente dois
nameros em que um deles divide o outro.

Solugao:

Inicialmente, observamos que todo inteiro positivo m pode ser escrito na forma
m = 2“.q, onde a > 0 e ¢ é um inteiro impar. Em particular, se m € I5,, entao
q€{1,3,5,...,2n — 1}. Assim, tomando n + 1 elementos:

my = 2%q, mo=2".q, ..., Myy1 = 2" .qnq1 € lop,

com qi,qa, -y qni1 € {1,3,5,...,2n — 1}, o qual tem n elementos. Logo, devem
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existir ¢;, ¢; com ¢; = g;. Suponha o; < o, entao
m; = 2aj.q]‘ = 2041'.(]1‘.2&]'7% = mi.2ajiai = m; | m;.
Analogamente, se a; < o, entao m; | m;. 0

(05) Mostre que em um grupo de 40 pessoas, pelo menos 4 delas tem o mesmo
signo.

Solucao:

Considere G4, G, ..., G12 doze gavetas, correspondente aos doze signos. Colocar-
se-4 o nome de cada uma das 40 pessoas na gaveta correspondente ao seu signo.
Se ao distribuirmos as primeiras 36 pessoas existir uma das gavetas com 4 ou
mais pessoas, a demonstracao esta encerrada. Caso contréario, cada gaveta con-
tera exatamente 3 pessoas. Logo, ao tomarmos a 37% pessoas, esta deverd ser
colocada em uma das 12 gavetas. Assim, essa gaveta conterd 4 pessoas, sendo
essas do mesmo signo. O
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Lista de Exercicios 10.
(01) Prove que em um grupo de 14 pessoas, pelo menos 2 delas tem o mesmo signo.

(02) Uma empresa paga apenas 4 valores saldriais: R$1.000,00, R$3.000, 00,
R$5.000,00 e R$10.000, 00. Mostre que, entre os seus 45 funcionérios, pelo menos
12 ganham o mesmo salario.

(03) Uma granja tem 60 galinhas. Sabendo que cada galinha coloca no maximo
25 ovos por mes, prove que existem pelo menos 3 galinhas que colocam a mesma
quantidade de ovos no meés.

(04) A comissao organizadora de um congresso dividiu os 75 professores presentes
em 8 grupos, de acordo com a disciplina ministrada pelo professor. Sabendo que
cada um deles ministra uma tunica disciplina, mostre que haverd pelo menos um
grupo como no minimo 10 professores.

(05) Um grupo de 6 estagiarios foi designado para rever 50 processos e cada
processo deveria ser revisto por apenas um dos estagiarios. No final do trabalho,
todos os estagiarios trabalharam e todos os processos foram revistos. E corretor
afirmar que nenhum estariario revisou mais do que 8 processos? Justifique.

(06) Uma turma de 50 alunos fez uma prova, cujas possiveis notas sao 0, 1,
2, ..., 10. Prove que pelo menos 5 pessoas tiraram a mesma nota.

(07) Uma caixa contém meias de 5 cores. Quantos meias devem ser retirados, ao
acaso, dessa caixa para ter a certeza de tirar duas meias da mesma cor?

(08) Qual o niimero minimo de pessoas que deve haver em um grupo para que
possamos garantir que nele haja pelo menos 5 pessoas do mesmo signo?



Capitulo 11

Triangulo de Pascal

Objetivos:

v' Apresentar o Tridngulo de Pascal
v' Estudar propriedades do Tridngulo de Pascal.

1 A Construcao

e Construa um ”triangulo”, formado de niimeros naturais, com as caracteristicas
abaixo:

(I) Suas linhas e colunas s@o numeradas de cima para baixo e da esquerda para
a direita, respectivamente, comegando ambas em 0 (zero). O elemento na linha
n e coluna k, sera denotado por T\

coluna coluna coluna ... coluna
4 4 4 1
0 1 2 k
linha — 0
linha — 1
linha — 2
linha — n T*

(IT) A linha zero tem um unico elemento;

(III) Cada linha tem um elemento a mais que a linha anterior, de modo que
para todo n > 0, a n-ésima linha tem n + 1 elementos;

(IV) Para todo n e todo k, o elemento T é dado por:
TF .= C*.

107
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(V) O triangulo tem infinitas linhas.

Solucao:
Juntando todas as informagoes acima, obtemos a estrutura abaixo:

Co
G
c; G G

Cy Gy Gy
O O S S S N
O N N A A @

0 1 2 3 4 5 k n—1 n
G R T .

n— n n
CnJrl CnJrl CnJrl CnJrl CnJrl CnJrl e CnJrl e CnJrl n+1 n+1

A estrutura assim construido é chamado Triangulo de Pascal. Ele foi des-
coberto pelo matematico chinés Yang Hui (1238-1298) e cerca de 500 anos depois,
suas propriedades foram estudas pelo matematico francés Blaise Plascal.

Calculando C* para cada um dos valores no triangulo, podemos visualizar os
valores numéricos do Triangulo de Pascal.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 46 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7

21 35 35 21 7 1

2 Propriedades do Triangulo de Pascal

Como o Triangulo de Pascal é construido a partir dos nimeros binomias, us-
ando as propriedades desses ntimeros, vistas no Capitulo 4, seguem algumas pro-
priedades do Triangulo de Pascal.

1 - Relacao de Stifel

Somando dois elementos consecutivos de uma mesma linha, obtemos o elemento
situado na linha sequinte e na coluna corresponde a coluna da parcela que fica
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mais a direita.
Em linguagem simbdlica, para todon > 0 e todo 0 < k <n — 1, tem-se:

k k+1 __ pk+1
Tn + Tn - Tn+1

Demonstracao:
Usando a definicio de T e a relacdo de Stifel temos:

k k+1 . ok k+1 _ ~k+1 . pk+1
TH+ T = Ch 4+ CFF = CML =T

~
Relacao de Stifel

0

A Relagao de Stifel nos permite construir rapidamente o Tridangulo de Pas-
cal, sem a necessidade de calcularmos os niimeros binomias C*. E de posse do
triangulo, podemos usé-lo para determinar os valores dos ntimeros binomiais, ja
que TF = C*.

Exemplos:

(01) O triangulo acima foi rapidamente construido usando a Relagao de Stifel. A
partir dele, vé-se que Tg = 15 e T2 = 35. Entao, pode-se deduzir que C = 15 e
C3 = 35.

2 - Igualdade de Elementos Equidistantes

Em cada linha, os elementos equidistantes dos extremos sao iguazis.
Em linguagem simbdlica, para todon > 0 e todo 0 < k < n:

Tk — Tn—k

Demonstracao:

Tomando um elemento genérico T no triangulo, esse encontra-se k + 1 unidades
distantes do 1° elemento dessa linha. Logo, o elemento, nessa mesma linha, que
também estd a mesma distancia do outro extremo, ou seja, k + 1 unidades do
ultimo elemento, esta na coluna n — k.

0 1 2 k n—k n—k-+1 n—1 n
Tn T, T, .. TTL .. Tn T .. T TnJ
k+1 elementos k+1 elementos
——————

equidistantes dos extremos
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A propriedade afirma que TF = T"~*. De fato, como ntimeros binomiais com-
plementares sao iguais, temos:

Tff = C’fi = Cgik = Tgik.
————

nr. binomiais complementares

Exemplos:

(01) Segue dessa propriedade que T{, = T5;

(02) Como sao equidistantes dos extremos, temos as seguintes igualdades na 8°
linha do Triangulo de Pascal: T9 =T, Ty =T4, T¢ =T e T3 = Ty.

3 - Teorema das Linhas

Para qualquer n =0,1,2, ..., a soma dos elementos da n-ésima linha € igual a 2",
ou seja,

T+ T + T+ ...+ T =2"

Demonstracao:
Como T = C* a propridade diz que:

CO+CL+C2+ ..+ C=2"

J& vimos que, se A é um conjunto com n elementos, entao:
() o ntimero de subconjuntos de A com k elementos é dado por C¥;
(17) A tem um total de 2" subconjuntos.

Ora, para determinar o ntmero de subconjuntos de A, somamos todos os
subconjuntos de A com 0, 1, 2, ... e n elementos. Entao, juntando as informacoes
() e (i7) acima, temos:

CO+CL+C2+ .. +Cr =2

Exemplos:

(01) C24+C + C2 4+ C3 + C8 + C2 = 2° = 32;

(02) Mesmo nao conhecendo os elementos da 12¢ linha do Triangulo de Pascal,
por essa propriedade, sabemos que somando todos eles obtemos 22 = 4.096;
(03) CYy + Ciy + Ciy + Cy + ... + C1Y = 979.

De fato, pela Teorema das Linhas, temos:

Chy + Cly + Cfy + Cp + Clp + ... + Cfg = 20 =

Cho+ Cly+ C3y + Cly + ...+ Cf) = 1.024 — C%) = 979.
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4 - Teorema das Colunas

A soma dos elementos de uma coluna, comecando no primero elemento da co-
luna e parando em uma linha qualquer, € igual ao elemento que estd na linha
imediatamente abaixo e na coluna imediatamente a direita, ou seja,

k| ok k k k
T+ T+ Tt T, = T

Demonstracao:
Pela relacao de Stifel (Propriedade 1), cada um dos elementos da coluna k + 1,

podem ser escritos como uma soma. Assim,
k+1 ki k+1
T, Ty + 1T,

i K
+1 _ ik +1
T]ZH = Tk+1 + TIZ;H
+1 _ ik +1
1 = Tk+2 + Tk+2

k+3

k.l : k+1
THY=Th,  + T

k+p + k+p—1
k+1 _ mk k+1
o = Ty + Ty

Somando agora, termo a termo, todas essas identidades e cancelando os termos
iguais que aparecem em membros opostos, obtemos:

T =T+ T + T + T+ o + T + T

Pela construcao do triangulo, o elemento T,f“ nao existe, logo vamos assumir
Tf“ = 0. Assim,

k k k k k
Tk:pl‘Fl - Tk‘ ‘l_ Tk}—}—l ‘l_ Tk}+2 + + ka+p'

que em notacao de nimero binomial fica:

Ci + Cipr + Cip + o + Gy = Gl

Exemplos:

(01) Pela Teorema das Colunas, Cs + C3 + C2 + C3 = C = 35;
(02) CI + C + Cf + CF, = 375.

De fato, pelo Teorema das Colunas,

CI+CL+Cg+Cly+Cf, =C%, = CI + CI + Cy + Cf, =495 — C}, = 375.
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5 - Teorema das Diagonais

A soma dos elementos de uma diagonal qualquer (parelas a hipotenusa), comegando
no primeiro elemento e parando em uma linha qualquer, € igual ao elemento que
esta logo abairo da parcela da soma que corresponde a ultima linha tomada no
triangulo, ou seja,

k k
Tr?—i_TéJrl +T3+2+"‘+Tn+k = Tn+k+1'

Demonstracao:
T+ T + T+ o+ Tiyy
=Tr+ T, +Tr,+ ...+ 1", - pela propriedade 2, T¥, , = T, . Vk.
= ng,i 41 - pelo Teorema das Colunas
=TF, .1 - Propriedade 2.

Em linguagem de nimero binomial, a propriedade diz que:

Cl+Cp+Cl g4 +CF L =CF

Exemplos:
(01) Pela Teorema das Diagonais, C? + Cf + C% + Cg = C§ = 84.
(02) CY+ Ci + C2 + C3, + C}, + C3y + C% = C%, = 3.008.
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Lista de Exercicios 11.

(0
|

1) Fazendo uso da Propriedade 1 - Relacao de Stifel, construa as 15 primeiras
inhas do Triangulo de Pascal e usando o triangulo construido, determine:
) Cs;
) 05723
) Cis;
Ciz.

03) Sabendo que Tjs = 1.820, em que coluna da linha 16 encontra-se outro
elemento com esse mesmo valor? Justifique.

04) Usando o Teorema das Linhas calcule:
a) C7 + C; + C2 + CF + C7 4 C2 + C3 + CF;
b) Cf + C3 + CF + C3 + C§ + Cf + Cf;

C2+C2+ C2+ C3 + C§ + Cip;
CL+CI+Cly+C + Cy;
) C8 + CS + CF, + CF, + C%,.

)
5
) C5 + CF + C2 + C§;
)
)

06) Usando o Teorema das Diagonais, calcule:
) CP + C3 + Cg + Cf + C%

) Ce+CL+Cr+C2 4+ Cly+ Cg 4+ C§ + CY;
(c) Ci+ C2 + C§ + C5 + C§ + C;

(07) Mostre que no Triangulo de Pascal, temos:
(i) TF < TF [ sek <2t e

(i1) TF > TF se k> 24

Explique o que diz essa propriedade.

Respostas da Lista de Exercicios 11

(0l.a) C§ =70 (01.b) CT, =792 (0l.c) CY3 =715 (01.d) C12 = 455

(02.a) Cd =15 (02.b) CT, =330 (02.c) C3; = 5.985

(03) Na coluna 12, pois no tridngulo, em uma mesma linha, elementos equidistantes dos ex-
tremos sdo iguais. Assim, Tjy = T{2.

(04.2) 27 =128 (04.b) 178  (04.c) 32

(05.2) C4 =35 (05.b) C%, =462 (05.c) 1.286 (05.d) 1.631

(06.a) 210  (06.b) 330  (06.c) 294



Capitulo 12

Binomio de Newton

Objetivos:

v Justificar a féormula do Binémio de Newton usando a Analise Combinatodria.

1 Introducao

Dados ntimeros reais x e a, para qualquer nimero natural n > 1, temos a identi-

dade:

n
(x+a)" = Cl2"a’ +Cla" o' + C22" 2a® + ...+ Cla’a" = g Ckgn=Fgh
k=0

Essa expressao é conhecida como Férmula do Binémio de Newton.

Usando demonstracao por inducgao, prova-se que essa identidade é verdadeira
para qualquer natural n > 1. Nosso objetivo aqui é justificar a validade da
formula do Binomio de Newton usando as técnicas de contagem da Analise Com-
binatoria.

Pela definicao de poténcia, para qualquer natural n > 1, tem-se que:

(z+a)"=(x+a)(x+a)(z+a) .. (z+a)

N J

n fatores

Pelo uso da propriedade distributiva, esse produto é obtido tomando-se em
cada um dos n fatores (parénteses) uma das parcelas, x ou a, e multiplicando os n
fatores resultantes. Repete-se esse processo até que todas as possibilidades sejam
esgotadas e no final, somamos os termos semelhantes. Como exemplo, vejamos o
calculo de (z + a)*.

(z+a)' = (z+a)(z +a)(x +a)(x + a) = 2" + 42’a + 62°a” + 4ad® + a”.

114
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Analisemos agora, como foram obtidas cada uma das 5 parcelas do desen-
volvimento desse binomio.

Parcela: x*:

Essa parcela é obtida escolhendo x em 4 dos 4 fatores (parénteses) acima, a
em 0 deles e multiplicando o resultado:

(r+a)* = (v4+a) (z+a) (x+a) (v+a)
) ) ) T
x x x x — 2%

Parcela: 4x3a:

4x3a é obtida escolhendo-se @ em 1 dos 4 parénteses, x no restante deles e mul-
tiplicando o resultado. O coeficiente 4, indica que existem 4 parcelas desse tipo,
isso porque, existem C} = 4 modos de selecionar os parénteses que escolheremos
o a, dentre os 4 existentes. Essas 4 parcelas sao obtidas como abaixo:

(r+a)* = (v4+a) (x+a) (x+a) (v+a)
) T T T
x x x a — 2a
(z+a) = (z+a) (z+a) (z+a) (z+a)
) T [
x x a x — 2a
(z+a)! = (z+a) (z+a) (z+a) (z+a)
) 1 )
x a x — 2a
(x+a) = (z+a) (r+a) (r+a) (z+a)
1 ) )
a x x x — 2a

Como os termos obtidos nesses produtos sao todos semelhantes, somamos no
final, obtendo 4a3a.

Parcela: 6x2a2:

Essa parcela é obtida escolhendo-se a em 2 dos 4 parénteses, x nos 2 restantes
e multiplicando os resultados. Como existem C? = 6 modos de selecionar os 2
parénteses dentre os 4 existentes, encontramos 6 parcelas desse tipo, as quais sao
somadas no final. Tudo como abaixo:

(r+a)' = (z+a) (r+a) (r+a) (v+a)
0 0 0 0

x x a a — x2ad®
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(r+a)* = (z+a) (r+a) (v+a) (v+a)
T T 71 T
T a x a — x%a®
(r+a)' = (z+a) (r+a) (r+a) (v+a)
T T T 7
T a a x - x%a?
(r+a) = (x+a) (x+a) (r+a) (z+a)
T 71 T T
a X Xz a — .1'2(12
(r+a) = (z+a) (x+a) (r+a) (z+a)
T 7 T 7
a X a Xz — $2a2
(r+a) = (z+a) (x+a) (r+a) (z+a)
T T 7 T
a a Xz Xz — $2a2

Somando as 6 parcelas obtemos 6z%a?.

Parcela: 4xa3:

E obtida escolhendo-se a em 3 dos 4 parénteses, x no restante e multiplicando
os resultados. Como existem C§ = 4 modos de selecionar 3 dentre os 4 parénteses,
temos 4 parcelas desse tipo, obtidas como abaixo:

(r+a) = (v+a). (v+a). (r+a). (v+a)
T T T T
T a a a — zad
(z+a)! = (z+a) (z+a) (z+a) (z+a)
T 1 T T
a x a a — zad
(z+a) = (z+a) (z+a) (z+a) (z+a)
T T 1 T
a a x a — zad
(r+a) = (z+a) (r+a) (r+a) (z+a)
T T T 1
a a a T - xa®

A soma das parcelas resulta 4za®.

Parcela: a*:

Aqui escolhe-se a em 4 dos 4 parénteses acima e x em 0 deles. Existe Cf = 1
modo de fazer essa escolha. Assim, temos uma sé parcela desse tipo.
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(r+a) = (x+a). (v+a). (r+a). (v+a)
T T T T
a a a a — 2%
Portanto,

(z+a)* = CY2'a® + O) 2’a’ + C2%a® + O3 2'a® + Cf 2%a™.

Generalizando, para um numero natural n > 1 arbitrario, o desenvolvimento
do binémio (z + a)” é obtido somando as parcelas resultantes do produto:

(. J

(x—I—a)”:(x—Fa)(x—Fa)(xi—a) . (x+a)

n fatores

E para efetuar esse produto, escolhe-se a em k dos n  parénteses, para
k=0,1,2,....,n e x no restante deles, isto é, em n — k. Efetuam-se os produtos
e no final, somando-se os termos semelhantes. A tabela abaixo mostra o nimero
de possibilidades dessas escolhas e a parcela resultante para cada valor de k.

Ntmero de parénteses Ntumero de paréntese Possibilidades Parcela Resultante
que escolhe-se a que escolhe-se x de escolher k em n

0 n cY CY x"a

1 n—1 cl Clanlal

2 n—2 C? C2gn2g?

3 n—3 c3 C3zn=3a3

k n—=k C’Tlf Cg_k " kgk

n 0 cy Cn %"

Somando as parcelas resultantes, temos:

(x+a)" = Cla"a® + Cha"'a+ Cla"a® + ... + Chala =) Cha"Fa*.
k=0

Observacgoes:

Observe que:

(i) (x4 a)™ tem n + 1 parcelas;

(17) Os coeficientes que aparecem no desenvolvimento de (z +a)" sdo exatamente
os elementos que estao na n-ésima linha do Triangulo de Pascal.

2 Termo Geral do Binomio de Newton

Considerando o Binomio de Newton, com as parcelas ordenadas pelas poténcias
decrescente de z (z representando aqui a primeira parcela do binémio):

(z+a)" = C%"a® + Cla"ta' + C2" 2 + ...+ CFa" *a¥ + .. + C"a ",
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para cada k = 0,1, ...,n, o termo de ordem k£ + 1 no binomio, que denotaremos
aqui por Ty, é dado por:

ok on—k k
Tir1:=CF 2" "a

Exemplos:
(01) O quinto termo no desenvolvmento de bindémio (z + a)'? é:
Ts =Ty = C’fo 20 4q* = 2102502,
T
k O

(02) O oitavo termo do binémio (55 — 22%) ¢

1
Ty =Ty = Cly (=) (—22")" = —3.1682".

213
U
(03) O coeficiente de 2* no desenvolvimento do binomio (z* — 55)7 é 2.
De fato, o termo geral desse binomio é dado por:
N 1 (—DkCE o

_ k(AT k_ 7, .28—6k

T =Cr (@) (=g z) =27
Entéo,5628—6k::4:>k‘:4:T5:%x4. 0

(04) O coeficiente do termo independente de z no desenvolvimento do binémio

(5a7 — L)0 ¢ —10

Como o termo geral é dado por:

_ 1 56—k; -
Ty = C’é’“ (52°)° k;(_%)k — (—1)’“05 5 306k
Entéo,30—6k:O:>k:5:>T6:_%:_£. u
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Lista de Exercicios 12.

(01) Utilizando o Triangulo de Pascal, faca o desenvolvimento dos bindmios
abaixo:

(02) Considerando o desenvolvimento do binémio (z* 4+ %), ordenado segundo
as poténcias decrescente da primeira parcela, determine:

(a) o nimero de termos;

(b) o segundo termo;

(¢) o quinto termo;

(d) o coeficiente de z'%;

(e) a poténcia de = que tem 320.320 como coeficiente;

(f) o coeficiente da menor poténcia positiva de x.

(03) Determine o termo independente de = no desenvolvimento do binémio
(2% + 5)7.

(04) Determine o coeficiente de z* no desenvolvimento de (—w—14 + 2:L‘3)8.

(05) Para que valor de n, o desenvolvimento de (22 — )™ possui um termo

independente de 7

(06) Use o desenvolvimento do Binémio de Newton para mostrar que:

CO+Cr+C2+ ..+ Cr =2

(07) Mostre que para todon >0, CY — Cr +C2 —C2 + ...+ (=1)"C" = 0.
(08) Dado um natural n > 1, calcule >_,_, C*2F.

(09) Supondo n um ntimero par, mostre que C° + C? + C4 4 ... + C" = 2771,
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Respostas da Lista de Exercicios 12

(01.a) Na 6° linha do Tridngulo de Pascal temos: 1 6 15 20 15 6 1. Assim,

(x4 a)® = 2% + 62%a + 152%a? + 2023a® + 15220 + 62a® + ab;

(01.b) (z — a)'? = 219 — 102% + 4528a% — 12027 a3 + 21025a* — 2522505 + 2102%a® — 12023a” +
452%a% — 10za® + a'°

(01.c) (p+ 1)1 = p't + 11p'°%* + 55p%¢> + 165p%¢> + 330p7¢* + 462p°¢° + 462p°q° + 330p*q” +
165p3¢® + 55p2¢° + 11pg*® + ¢!

(01.d) (22 + 3y)” = 12827 + 1.34425y* + 6.0482°y? + 15.1202%y3 + 22.68023y* + 20.4122%y> +
10.2062y° + 2.187y"

(02.a) 16

(02.b) 30240

(02.c) 21.8402%°

(02.d) 823.680

(02.e) x5

(02.f) 1.647.360

2= (1+1)"=>,_,Chin-l1k =C0 4+ CL + ... + Cn.
Pelo desenvolvimento do binémio,
0O=1-1"=>,_ Ckin-Y(-1)r=C0-CL+C2 - C3 + ...+ (-1)"C" = 0.
(08) Yop_o Chak =570 CF1n=k 2k = (14 2)" = 3"
(09) Das questoes (06) e (07) temos as identidades:
CO4CL4+C2+C34 ... +C 0P =2"¢
CO—Cl+C2-C3+...(—) et 4 (-1 =0.
Como n é par, temos que (—1)" = 1. Assim, somando as duas identidades, obtemos:
2C0+C2+CA 4+ ... +CM)=2"=CO+ C2+C4 + ...+ CP =271,



Capitulo 13

Experimento Aleatoério

Objetivos:

v/ Apresentar defini¢oes elementares associadas a Teoria das Probabilidades.

1 Experimento

A Teoria das Probabilidades cria modelos apropriados para descrever fenomenos
observaveis e tenta quantificar as chances desses fenomenos acontecerem. Ela
tem aplicagoes em diversas areas, como economia, meteorologia, politica, calculo
de seguros, etc. A seguir, vejamos alguns conceitos béasicos que necessitaremos
no calculo de probabilidades.

Denominaremos de experimento qualquer a¢do que possa ser
repetida, acompanhada de um resultado que se quer observar.

Exemplos de experimentos:
(a) Abandonar uma moeda de uma determinada altura e observar o tempo que
ela leva para tocar o solo.

e acao: abandonar uma moeda de determinada altura

e resultado a observar: tempo que a moeda leva para tocar o solo.

(b) Abandonar uma moeda de uma determinada altura e observar a face que cai
voltada para cima.

e acao: abandonar uma moeda de determinada altura

e resultado a observar: a face que cai voltada para cima.
(c) Aquecer a dgua e observar a que temperatura que ela ferve.
e acao: aquecer a agua

e resultado a observar: a temperatura que a agua ferve.

121



122 Analise Combinatéria e Probabilidade

(d) Langar dois dados e observar o maior nimero obtido.

e acao: lancar dois dados

e resultado a observar: o maior nimero obtido no langcamento dos dois

dados.
(e) Langar dois dados e observar a soma obtida.

e acao: lancar dois dados

e resultado a observar: a soma obtida no lancamento dos dois dados.

Experimento Deterministico

Um experimento é dito deterministico, se ele produz os mesmos
resultados quando repetido em condigoes semelhantes.

Exemplos de experimentos deterministicos:

(a) Abandonar uma moeda de uma determinada altura e observar o tempo que
ela leva para tocar o solo.

(b) Aquecer a dgua e observar a temperatura que ela ferve.

(c) Tirar 10 cépias da lista de exercicios, a R$ 0,10 cada uma, e determinar o
valor a pagar.

Experimento Aleatorio

Um experimento é dito aleatdrio ou probabilistico, se ele pro-
duz resultados geralmente diferentes quanto repetido em condicoes
semelhantes.

Exemplos de experimentos aleatdrios:

(a) Abandonar uma moeda de uma determinada altura e observar a face que cai
voltada para cima.

(b) Lancar uma dado e observar o nimero obtido.

(c) Jogar duas moedas e anotar o par de resultados.

(d) Jogar um dado duas vezes e anotar a soma dos niimeros obtidos.

2 Espaco Amostral

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério é chamado espago amostral desse experimento.

Usaremos a notacao {2 para representar o espago amostral de experimentos aleatorios
e || para indicar a cardinalidade de €.
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Exemplos:
(a) Experimento: Langar uma moeda e observar a face que cai voltada para cima:
- Espago amostral : ) = {cara, coroa} e |Q] = 2.

(b) Experimento: Lancar um dado e observar o resultado obtido.
- Espago amostral : 2 ={1,2,3,4,5,6} e || = 6.

(c) Experimento: Langar uma moeda trés vezes e observar os resultados obti-
dos nos 3 lancamentos, considerando K - cara e C' - coroa:

- Espago amostral : Q = {KKK, KKC,KCK,CKK, KCC,CKC,CCK,CCC}
e | =8.

(d) Experimento: langar uma moeda 4 vezes e observar o numero de caras obti-
das:

- Espago amostral: Q2 ={0,1,2,3,4} e |Q] = 5.

No céalculo de probabilidades nao estaremos interessados em relacionar os e-
lementos de €, e sim em determinar sua cardinalidade [€)|. Para isso, serao de
grande utilidade as técnicas de contagem estudadas em Andlise Combinatoria.

Exercicios Resolvidos 24.

(01) Determine a cardinalidade do espago amostral de cada um dos experimentos
abaixo.

(a) Langar um dado seguido de uma moeda e anotar o par obtido.
Solucao:
Os elementos do espaco amostral sao pares ordenados

(d,m)

onde d é o resuldo do lancamento do dado e m, o resultado do lancamento da
moeda. Assim, para determinar ||, temos como tarefa a execugao do experi-
mento, o qual tem as seguintes etapas:

Etapas N.P.

1*  Lancar o dado 6

2% Langar a moeda 2
Pelo P. M., [Q] =6 x 2 =12. O

(b) Em uma caixa hd 6 bolas numeradas de 1 a 6. Duas bolas sao retiradas,
uma apds a outra, sem reposicao, e seus numeros sao anotados.

Solucao:

O experimento consiste na retirada sucessiva das duas bolas da caixa e na ob-
servacao dos nimeros obtidos. Logo, os elementos do espago amostral sao pares
ordenados

(bla b2)7
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onde by é o nimero da primeira bola e by, 0 da segunda. Assim, para determinar
|Q2], executaremos como tarefa o experimento, que tem as seguintes etapas:
Etapa N.P.
1  Retirar a 1¢ bola 6
2%  Retirar a 2% bola 5

19 =6 x5 = 30. 0

(c¢) Anotar a data de aniversario de 10 pessoas, colocadas em fila.
Solugao:
Considerando o ano com 365 dias, ha 365 possibilidades (dia/mes) para o aniversario
de cada uma das pessoas. Assim, para determinar |{)| executamos as seguintes
etapas:
Etapa N.P.

1% Anotar a data de aniversario da 1* pessoa 365

2% Anotar a data de aniversario da 2% pessoa 365

3%  Anotar a data de aniversario da 3% pessoa 365

10* Anotar a data de aniversario da 10% pessoa | 365

. |Q] = 365 O

(d) Retirar, simultaneamente, 2 sapatos de um armério que contém 2 pares.
Solucao:

Considere X = {E, Dy, Es, Do} 0s 2 pares de sapatos no armario, onde E;, D;,
representam, respectivamente, o pé esquerdo e direito do par i € {1,2}. O experi-
mento consiste em escolher 2 elementos desse conjunto, sendo a ordem irrelevante,
o que pode ser feito de C? modos. Portanto, |Q2| = 6. O

3 Evento

Um evento de um experimento aleatério é qualquer subconjunto
do espago amostral desse experimento.

Como um conjunto com n elementos possui 2" subconjuntos, entao todo ex-
perimento com |Q| = n, possui 2" eventos distintos.

Exemplos de Eventos:

(01) Experimento: Retirar uma bola de uma caixa que contém 3 bolas, nume-
radas de 1 a 3, e observar o niimero retirado.

- Espaco amostral: Q = {1,2,3} = |Q| = 3.

Esse experimento tem 23 = 8 eventos distintos, os quais sdo os elementos de
P(2), que é o conjunto das partes de 2, dado abaixo:

P(Q) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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(02) Experimento: Lancar um dado e observar o resultado obtido.
- Espago amostral: Q ={1,2,3,4,5,6} = |Q] = 6.

Como |P(Q)| = 25 = 64, existem 64 eventos distintos. Abaixo damos des-
crigoes para alguns desses eventos:

e A : sair um ndimero par

A=1{2,4,6} = |A| = 3.

e BB : sair um numero impar
B={1,3,5} = |B| = 3.

e (' : sair um multiplo de 3

C=1{3,6}=|C|=2

(03) Experimento: Lancar uma moeda trés vezes e observar os resultados obti-
dos, considerando K - cara e C - coroa.

- Espaco amostral: Q ={KKK KKC,KCK,CKK, KCC,CKC,CCK,CCC}.

Como [Q| = 8, entao |[P(Q)| = 28. Logo, esse experimento tem 256 eventos
distintos. Abaixo, exemplos de alguns deles:

e A : sairem duas caras

A={KKC,KCK,CKK} = |A| = 3.

e B : sair o mesmo resultado nos trés lancamentos

B={KKK,CCC}= |B| =2.

e (: Nao sair nenhuma cara

C={Ccccy=|C|=1.

(04) Experimento: Retirar, simultancamente, 2 sapatos de um armario com 2
pares.

J4 vimos anteriormente, que |Q] = 6. Considerando X = {Ej, Dy, E2, Do} 0s
sapatos no armaério, esses 6 elementos sao:

Q = {{E1, D1}, {E1, Es}, {E1, Do}, { D1, Ex}, { D1, Do}, {E, Do} }.

Assim, esse experimento tem 2% = 64 eventos distintos. Exemplos de alguns deles:

e A : o0s sapatos retirados formam 1 par

A= {{El,Dl}, {EQ, DQ}} = |A| = 2.

e 3 : os sapatos retirados sao de pares distintos
B = {{E17 E2}a {E17 D2}7 {D17 EQ}a {Dla DQ}} = |B| =4.

e (U os sapatos retirados sao do mesmo pé
C = {{E), Ex},{D1,Ds}} = |C| = 2.
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Tipos de Eventos

Alguns eventos recebem denominacoes especiais.

Evento Certo

Quanto um evento coincide com seu espaco amostral ele é chamado
evento certo.

Exemplo:
Experimento: Lancar um dado e observar o resultado.
Evento A - sair um niimero menor que 10.

A=0Q={1,2,3,4,506}.

Evento Impossivel

‘ Quanto um evento é vazio ele é dito evento impossivel.

Exemplo:
Experimento: Lancar um dado e observar o resultado.
Evento A - sair um ntmero maior que 10.

A=0.

Eventos Mutuamente Excludentes

Dois eventos A e B sao ditos mutuamente excludentes, se
ANB=40.

Exemplo:

Experimento: Lancar um dado e observar o resultado.
Evento A - sair um ntimero par.

Evento B - sair um ntmero impar.

ANB=1{2,4,6}n{1,3,5} =0.

Evento Unitario

Um evento com um tnico elemento, diz-se um evento elementar,
unitario ou simples.

Exemplo:
Experimento: Lancar um dado e observar o resultado.
Evento A: sair um multiplo de 5.

A= {5},
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Evento Complementar

Chama-se evento complementar de A C (2 ao conjunto, deno-
tado por A ou A° dado por:

A=Q-A={zeQ|xdA}

Exemplo:

Experimento: Lancar um dado e observar o resultado.
Evento A: sair um ntmero par;

Evento complementar A - ndo sair um niimero par.

A=Q—-A=1{1,2,3,4,56}—{2,4,6,} = {1,3,5}.
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Lista de Exercicios 13.

(01) Classifique os experimentos a seguir em deterministicos ou aleatérios:

(a) Retirar uma bola de uma caixa, contendo bolas pretas e brancas, e anotar a
cor da bola retirada;

(b) Retirar uma bola de uma caixa, contendo somente bolas pretas, e anotar a
cor da bola retirada;

(c) Girar uma roleta e observar o niimero em que ela para;

(d) Anotar a temperatura de ebuligdo da agua;

(e) Retirar o rei de copas de um baralho de 52 cartas e anotar as cartas que
restam;

(f) Lancar 3 moedas e observar o nimero de caras obtidas.

(02) Descreva o espago amostral de cada um dos experimentos a seguir:

(a) Langar um dado duas vezes e anotar a soma dos nimeros obtidos;

(b) Langar um dado duas vezes e anotar o produto dos ntiimeros obtidos;

(c¢) Langar uma moeda duas vezes e anotar o par resultante, sendo K - cara

e C' - coroa:

(d) Lancar duas moedas e anotar o niimero de caras obtidas nos dois lan¢camentos;
(e) De um lote de lampadas, selecionar trés, uma apds a outra e observar se cadaa
lampada selecionada é defeituosa (d) ou perfeita (p);

(f) De uma familia com quatro filhos, anotar o sexo de cada um deles;

g) De uma caixa contendo as quatro letras: A, B, C, D, sortear duas, uma apds
a outra, sem reposicao.

(03) Determine a cardinalidade do espago amostral de cada um dos experimentos
a seguir:

(a) Langar um dado duas vezes e anotar o par resultante;

(b) Em uma caixa ha quatro bolas numeradas de 1 a 4. Duas bolas so retiradas,
uma apds a outra, com reposi¢ao (isto é, a primeira bola é devolvida a caixa antes
de retirar a segunda bola), e seus nimeros sao anotados;

(c) Escolher, desprezando a ordem, seis nimeros no conjunto {1,2,3,....,60};
(d) Retirar, simultaneamente, duas pegas de um dominé de 28 pegas.

(04) Considere o experimento: Retirar uma carta de um baralho com 52
cartas. Descreva cada um dos eventos abaixo, associados a esse experimento e
determine sua cardinalidade:

(a) A - retirar um 4s;

(b) B - retirar um rei vermelho;

(c) C - retirar uma carta de paus;

(d) D - retirar uma carta de naipe preto;

(05) Considere o experimento: Escolher, simultameamente, quatro elemen-
tos do conjunto {ay,as,as, as,as}. Descreva cada um dos eventos abaixo, as-
sociados a esse experimento, e determine sua cardinalidade

(a) A - ay estd entre os escolhidos;

(b) B - ay e ay estao entre os escolhidos;

(c) C - ay esté entre os escolhidos e as nao.
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(06) Considere o experimento: Sortear seis nimeros do conjunto {1,2,3,...60},
desprezando a ordem do sorteio. Para esse experimento, determine a cardi-
nalidade de cada um dos eventos abaixo.

(a) A - o nimero 1 estd dentre os nimeros sorteados;

(b) B - os nimeros 1 e 2 estao entre os nimeros sorteados;

(¢) C' - o nimero 1 ou o nimero 2 estao entre os nimeros sorteados;

(d) D - os ntimeros sorteados entre os ntimeros {12, 23,24, 35,36, 55, 56}.

(07) Considere o experimento: Lancar um dado cinco vezes e anotar os
numeros obtidos em cada lancamento. Determine a cardinalidade de cada
um dos eventos abaixo, associados a esse experimento.

(a) A - o numero 1 saiu em exatamente dois langamentos;

(b) B - obteve-se um par (dois dados com o mesmo nimero e os outros trés com
nimeros distintos);

(c) C - obteve-se uma trinca (trés dados com o mesmo nimero e dois outros com
numeros distintos).

(08) Considere o experimento: Retirar, simultaneamente, quatro pés de
sapatos de um armario que tem cinco pares distintos. Determine a car-
dinalidade de cada um dos eventos abaixo, associados a esse experimento.

(a) A - Retirar exatamente dois pares de sapatos.

(b) B - retirar exatamente um par de sapatos;

(¢) C' - nado existir nenhum par, entre os sapatos retirados.

(09) Considere o experimento: Retirar simultaneamente duas pegas de um
domind de 28 pecgas. Determine a cardinalidade de cada um dos eventos abaixo,
associados a esse experimento.

(a) A - as pegas retiradas possuem o numero 1 em comum;

(b) B - as pegas retiradas possuem um nimero em comuin.
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Respostas da Lista de Exercicios 13

(01.a) aleatério

(01.b) deterministico

(01.c) aleatério

(01.d) deterministico

(01.e) deterministico

(01.f) aleatério

(02.a) Q= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12};

(02.b) 2 ={1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12,15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 36 };

(02. c) = {KK, KC,CK,CC}

(02 e Q {ddd, ddp, dpd, pdd, dpp, pdp, ppd, ppp}

02.6) Q= {MMMM MMMFE, MMFM, MFEMM,FMMM, MMFF, MFMF, FMMF,
MFFM,FFMM,FMFM,MFFF,FMFF,FFMF,FFFM,FFFF},
onde M-sexo masculino e F'-sexo feminino

(02.g) Q ={AB,BA, AC,CA,AD,DA,BC,CB,BD,DB,CD,DC}.

(03.a) |Q|76x6—36

(03b) |Q|—4><4—16

(03.c) 19| = C§, = 50.063.860.

(03.d) Czg = 378.

(04.a) A = { 4s de copas, s de ouros, 4s de espadas, ds de paus } = |A| = 4;

(04.b) B = { rei de ouros, rei de copas} = |B| = 2

(04.c) C ={ 4s de paus, 1 de paus, 2 de paus, 3 de paus, ..., rei de paus } = |C| =13

(04.d) D = { 4s de paus, s de espadas, 1 de paus, 1 de espadas 2 de paus, 2 de espadas,

3 de paus, 3 de espadas, ..., rei de paus, rei de espadas } = |D| = 26

(05.a) A= {{a1,a2,as3,a4}, {a1,02,03,a5}, {a1,a2,a4,a5},{a1,a3,a4,a5}} = |A| = CF = 4;

(05.b) B = {{a1,a2,a3,a4},{a1,a2,a3,as},{a1, a2, as,as}} = |B| = CF = 3;

(05.c) C = {{a1,as,a4,a5}} = |C| = C5 = 1.

(06.a) Formamos um subconjunto com 5 elementos do conjunto {2, 3, ...,60} e depois acrescen-

tamos o ntimero 1 ao subconjunto, o que pode ser feito C2y = |A| = 5.006.386.

(06.b) Formamos um subconjunto com 4 elementos do conjunto {3,4,...,59,60} e depois acres-

centamos os ntimeros 1 e 2 ao subconjunto, o que pode ser feito de Cig = |B| = 424.270.

(06.c) Sejam X - subconjunto de {1,2,...,60} com 6 elementos, entre eles o nimero 1;

Y - subconjunto de {1,2,....,60} com 6 elementos, entre eles o niimero 2;

Entio C = XUY = [C] = |XUY| = |X|+ V|- |XNY]|=C + C3, — Ciy = 9.588.502.

(06.d) |D| =C¢ =1.

(07) Considere (dy,ds,ds,ds,ds) os resultados dos 5 langamentos .

Observamos que [©2] = 65 pois em cada um dos langamentos temos 6 resultados possiveis.

(07.a) Para determinar a cardinalidade de A, vamos construir um elemento

(d1,da,ds,dys,ds) € Q, com as propriedades do evento A:

- Escoher 2 posigoes, dentre as 5 coordenadas, para colocar o nimero 1: 052

- Escolher 3 ntimeros distintos de 1, para colocar nas 3 coordenadas restantes: 5

|A| = C2 x 5% = 1.250

(07.b) Para determinar |B|, executamos as seguintes etapas:

- Escolher o niimero para o par (que serd repetido): 6

- Escolher 2 posicoes, dentre as 5 coordenadas, para colocar o par: C?

- Escolher 3 ntmeros distintos e distintos do par, para as 3 posicoes restantes: 5 x 4 x 3

|B| =6 x C2 x 5 x 4 x 3 =3.600.

(07.c) Executamos as seguintes etapas:

- Escolher o niimero da trinca (que serd repetido): 6

- Escolher 3 posicoes, dentre as 5, para colocar a trinca: C3

- Escolher 2 ntmeros distintos e distintos da trinca, para as 2 posigoes restantes: 5 x 4

|C] =6 x C3 x 5 x4 =1.200.

(08) Considere X = {E1, D1, Es, Do, E5, D3, Ey, Dy, E5, D5} os 5 pares de sapatos no armaério,

onde E;, D;, representam, respectivamente, o pé esquerdo e direito do par i € {1,2,3,4,5}. O

experimento consiste em retirar, aleatoriamente, 4 elementos desse conjunto,
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logo, |Q| = C{, = 210.
(08.a) A - Retirar exatamente 2 pares de sapatos
- Escolher 2 pares, dentre os 5: C2 = |A| = 10

(08.b) B - retirar examente um par de sapatos

- Escolher o par que serd tirado: 5

- Escolher 2 pares, dentre os 4 restantes: C7

- De cada um dos dois pares escolhidos na etapa anterior, escolher o pé que serd tirado: 2 x 2
|B] =5 x C? x 22 = 120.

(08.c) C - Nao existir nenhum par, dentre os retirados

- Escolher 4 pares, dentre os 5: C2

- Escolher o pé, de cada um dos pares da etapa anterior: 2%

|C| =5 x 16 = 80.

(09.a) A - as pegas retiradas possuem o nimero 1 em comum

Como existem 7 pegas que contém o nimero 1, entdo existem tantos elementos em A, quantas
sdo as formas de escolher 2 elementos dentre 7 = |A| = C2 = 21.

(09.b) para determinar |B|, executamos as etapas:

- Escolher o nimero comum: 7

- Escolher 2 pegas, dentre as 7 que tem o nimero escolhido na etapa anterior: C?

|B| =7 x C2 = 147. g



Capitulo 14

Probabilidade

Objetivos:

v' Definir Probabilidade
v' Apresentar o Modelo Equiprobabilistico.

1 Introducao

Sabemos que se A é um evento associado a um experimento aleatorio, entao na
execucao do experimento, o evento A podera ou nao ocorrer. Como associar ao
evento A um numero que expresse a nossa confianca na capacidade do evento
ocorrer? Uma maneira seria repetir o experimento um “grande” ntmero de
vezes, contar as ocorréncias de A nessas repeticoes e entao calcular o quociente:

numero de ocorréncias de A

numero de repeticoes
chamado frequéncia relativa de A, conforme definido a seguir.

Definigao 6. Sejam E um experimento aleatorio e A um evento associado a E.
Seny € o numero de vezes que o evento A ocorreu em n repeticoes do experimento

E, entao o quociente
na
n

fa=

¢ denominado a frequéncia relativa do evento A nas n repeticoes de E.

Vé-se facilmente, que a frequéncia relativa f4 tem as seguintes propriedades:
(1) 0< fa < 1;

(77) fa =1 se, e somente se, A ocorre em todas as n repetigoes;

(77) Se A e B s@o eventos mutuamente excludentes, entdao faup = fa + fB-

E conhecido que, dado um experimento, para cada evento A associado a este
experimento, a medida que n aumenta, f tende a se estabilizar, aproximando-se

132
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de um certo valor. Portanto, a frequéncia relativa f4 apresenta-se como um bom
candidato para medir a chance do evento A ocorrer na execucao de E. Porém,
ha alguns inconvenientes na determinacgao de f,, tais como a determinacao de
um valor apropriado para n e a dependeéncia de fatores externos relacionados a
execucao do experimento. Uma solucao para superar esses obstaculos é definir
uma fungdo que associa a cada evento A C €2, um nimero P(A) - chamado a
probabilidade de A - e exigir que esta funcao tenha propriedades analogas as
observadas na frequéncia relativa f4.

2 Funcao Probabilidade

Definicao 7. Sejam ) o espago amostral de um experimento aleatorio e P(2) o
conjunto das partes de ). Uma probabilidade é uma func¢ao:

P:P(Q) —[0,1]
A — P(A)

a qual tem as sequintes propriedades:
(¢) P(Q) = 1;
(it) Se A, B € P(Q) sao tais que AN B =10, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

O ntmero P(A) é chamado a Probabilidade de A. Se A = {a} é um evento
unitario, escreve P(a) no lugar de P({a}).

Exemplos de probabilidades:

e Experimento: Lancar uma moeda e observar a face que cai voltada para
cima.

e Espago amostral: Q = {K,C'}, sendo K - cara e C' - coroa.

o P(Q) ={0,{K},{C},Q}.

As funcgoes P, e P, abaixo definidas, sao exemplos de probabilidades para esse
experimento:

(a) Py : P(Q2) — [0, 1] definida por:
Pi() =0, P(K)=0,5, P(C)=0,5¢ P(Q)=1.
(b) P, : P(2) — [0, 1] definida por:

Py(0) =0, P(K) = 0,2, P,(C)=0,8¢e P(Q) = 1.

Se P : P(Q2) — [0,1] é uma probabilidade associada a um espago amostral €2,
diz-se que o par (2, P) é um Espaco de Probabilidade.
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3 Modelo Equiprobabilistico

A condigao (i7) da Defini¢ao 7 diz que se A, B C 2, sdo tais que AN B = (), entao
P(AUB) = P(A) + P(B).

Esse resultado é conhecido como Regra da Adicao. Segue dai, que se
Q= {ah Gz, a3, G4, ..., an}

é o espaco amostral finito de um experimento aleatério, entao
P(Q) = P({a1, a2, a3, a4..., an})

P({a1} U{az, as,ay,...,a,})

P( ) + P({CLQ, as,dq, ..., an})

P(

p (

ar) + P({as} U{as, a4, ..., an})
ai) + P(az) + P({as} U{a4,...,a,})

= P(al) + P(as) + P(asg) + P(ay) + ... + P(ay,).

Assim, pela regra da adigao, a probabilidade de um espago amostral finito €2
¢é dado pela soma das probabilidades dos eventos elementares o que compoe.

Quantos todos os eventos elementares tem a mesma probabilidade, isto é,
P(ay) = P(ay) = ... = P(a,)

dizemos que a probabilidade P é um Modelo Equiprobabilistico.

Considere Q = {ay, as, ..., a,} 0 espaco amostral de um experimento aleatério
e P:P(Q) — [0,1] um modelo equiprobabilistico, com

P(ay) = P(ag) = ... = P(a,) = k.
Entao, pelos itens (i) e (i) da Defini¢ao 7:

1=P(Q) = P(ay) + P(az) + ... + P(a,) =k + k+ ...+ k=nk.

Temos, entao

Em um modelo equiprobabilistico, com espaco amostral
finito Q@ = {ay, as, ..., a;, ..., a, }, a probabilidade de qual-
quer evento elementar {a;} ¢ dado por:

1

P(a;) = 9l
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E se
A={ay,a9,...;ar} CQ=Aay,as, ..., Qk, Qpy1, - Qn}

é um evento arbitrario, entao,

1 1k

P(A) = P({a1}U{az}U..l"{ax}) = P(a1)+P(az)+...+P(ax) = %4—54—...—1—5 ==

Portanto,

Em um modelo equiprobabilistico com espago amostral finito €2, a
probabilidade de um evento A C ) é dado por:

|A]  ntmeros de casos favoraveis a A

P(A)

1| numeros de casos possiveis

Observacoes:
(7) Multiplicando P(A) por 100, obtemos a probabilidade em percentual, isto é,
a chance de ocorrer o evento A em cada 100 repetigdes do experimento.

(77) Nestas notas, consideraremos sempre {2 finito e P : P(Q2) — [0,1] mode-
los equiprobabilisticos.

Exercicios Resolvidos 25.

(01) No lancamento de um dado equilibrado, determine a probabilidade dos even-
tos abaixo:

(a) A - sair o ntmero 1;

(b) B - sair um numero par;

(¢) C - sair um numero menor do que 10;

(d) D - sair um nimero maior do que 10;

Solugao:

Inicialmente, vamos determinar o espaco amostral €. Ao lancar um dado, os
resultados possiveis sao 2 = {1,2,3,4,5,6} = || = 6.

Agora determinaremos a cardinalidade e a probabilidade de cada um dos even-
tos pedidos:
(a) A : sair o nimero 1.

A
A ={1} = |A| = 1. Portanto, P(A) = H =3 O
(b) B - sair um ntmero par:
B =1{2,4,6} = |B| = 3. Portanto, P(B) = ‘|—B“ = % =0,5. O

(¢) C - sair um numero menor que 10:
C'=1{1,2,3,4,5,6} = |C| = 6. Portanto, P(C) =19 =6 =1 = ¢ é um evento
certo. 0

(d) D - sair um nimero maior que 10:

D = = |D| = 0. Portanto, P(D) = % = 2 =0 = D ¢ um evento impossivel.(]
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(02) Uma caixa contém 48 bolas vermelhas e 2 pretas, s6 distinguiveis pela cor.
Retiram-se, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas dessa caixa e anotam-se
as cores das bolas retiradas.
(a) Qual é a probabilidade das duas bolas retiradas serem vermelhas?
(b) Qual é a probabilidade das duas bolas retiradas serem pretas?
Solugao:
Como o resultado a observar é a cor das bolas, poderiamos erroneamente
considerar que s6 ha 4 sequéncias possiveis de cores. Considerando p-preta e
v-vermelha, temos:

Q = {pp, pv,vp, vv}.

Dai, a probabilidade de A: retirar duas bolas vermelhas - é dada por:

- 2

e a probabilidade de B: retirar duas bolas pretas - é:

P(B) = |{|zg9|}| _ le.

Observa-se que tal resultado nao correspondendo a realidade, ja que as
bolas vermelhas saem com mais frequéncia que as pretas, uma vez que elas estao
em maior quantidade na caixa. A falha nessa resolucao, é que nao estamos
considerando um modelo equiprobabilistico. A solucao correta consiste em consi-
derar individualmente as 50 bolas na caixa:

C = {v1, 02,03, ...., Vaz, Vag, P1, P2 }
e nesse caso,
Q= {U1U27 V13, .., U1U48, V1P1, V1P2, -+, P2V1, P2VU2, P2U3, --aP2U48,p2p1}-

Para determinar |€2|, podemos usar o Principio Multiplicativo.

Tarefa: Retirar sucessivamente e sem reposicao 2 bolas da caixa.

Etapas Restrigoes N.P.
Retirar a 1% bola da caixa - 50
Retirar a 2% bola da caixa - 49

Pelo P.M., [Q] = 50 x 49 = 2.450.

Usa-se 0 mesmo recurso para calcular |A] e |B|.

(a) Tarefa: Retirar sucessivamente e sem reposigao 2 bolas vermelhas da caixa.
Etapas Restricoes N.P.
Retirar a 1* bola vermelha 48
Retirar a 2* bola vermelha 47

A = 48 x 47 = 2.256 = P(A) = kg = 2256 ~ 0,9208 ou 92, 08%.
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(b) Tarefa: Retirar sucessivamente e sem reposi¢ao 2 bolas pretas da caixa.
Etapas Restricoes N.P.

Retirar a 1* bola preta 2

Retirar a 2* bola preta 1

B
|B\:2><1:2:>P(B):H:ﬁ%0,0008160u0,082%. O

(03) Um casal planeja ter trés filhos. Determine:
(a) a probababilidade de nascerem exatamente dois meninos;
(b) a probabilidade de nascerem pelo menos dois meninos;
(c) a probabilidade de nascerem todos meninos.
Solugao:
Considere M - sexo masculino e F' - sexo feminino. Como na questao anterior,
para construirmos um modelo equiprobabilistico, devemos considerar:
Q = {zzoxs | x; € {M, F}, sendo z; o sexo do i-ésimo filho, i = 1,2, 3}

={MMM, MMF, MFM,FMM,MFF,FMF,FFM,FFF} = |Q] = 8.
Determinaremos agora a cardinalidade e probabilidade de cada um dos eventos
pedidos:
(a) A - nascerem exatamente dois meninos:
A:{MMF,MFM,FMM}:>\A|:3:>P(A):%. O
(b) B - nascerem pelo menos dois meninos;
B:{MMF,MFM,FMM,MMM}:|B|:4:P(B):%. O

(¢) C' - nascerem trés meninos;

_ _ _ 1
C={MMM}=|C|=1= P(C) = 3. O
(04) Dez pessoas, entre elas Ana e Beatriz, sdo separadas em dois grupos de
5 pessoas cada um. Qual é a probabilidade de que Ana e Beatriz facam parte do
mesmo grupo?

Solucao:
O Espaco amostral €2 é formado de todas as divisoes possiveis de 10 pessoas em
dois grupos de 5. Como ja vimos, || = 5!%%! = 126.

Considere agora o evento:
A - Separar as 10 pessoas em 2 grupos de 5, de modo que Ana e Beatriz fiquem
no MmMesmo grupo.

Para determinar |A|, podemos pensar em executar essa tarefa do seguinte
modo: Tirando Ana e Beatriz, restam 8 pessoas. Separamos essas 8 pessoas em

dois grupos, um de 5 e outro de 3, o que pode ser feito de 5!8X!3! = 56 modos.
Depois colocamos Ana e Beatriz no grupo de 3. Assim,
|A] =56 = P(A) = 0 _ 44, 44%
- T 126 "
0J

(05) De uma turma formada por 12 homens e 8 mulheres, dentre eles Ana e
Bruno, escolhe-se ao acaso 6 pessoas para compor uma comissao. Determine a
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probabilidade da comissao:

(a) ter 3 pessoas de cada sexo;

(b) ter 3 pessoas de cada sexo, sendo Ana uma delas;

(c) ter 3 pessoas de cada sexo, excluindo Ana e Bruno.

Solucao:

O experimento consiste em escolher 6 pessoas, de forma nao ordenada, de um

total de 20. Logo, |Q| = C§, = 2% = 38.760.

Considerando agora os eventos:

(a) A - a comissao é formada por 3 mulheres e 3 homens.

Como j4 visto anteriormente, |A| = C3 x C3, = 56 x 220 = 12.320. Assim,
|Al  12.320

P(A) = 21— 229720 0,318 ou 31, 8%.
(A)=1q] = 38,760 ~ 318 ou 31, 8%

0

(b) B - a comissao é formada por 3 pessoas de cada sexo, sendo Ana uma delas.
|B| = C} x C2 x C}, =1 x 21 x 220 = 4.620. Portanto,
B |£| 4620

P(B) = 21— 200 0119 ou 11, 9%.
(B) Q] — 38760 0o 9%

0

(c) C - a comissao é formada por 3 pessoas de cada sexo, excluindo Ana e Bruno.
Excluindo Ana e Bruno do grupo, restam 7 mulheres e 11 homens, dos quais
devemos escolher 3 de cada sexo. Assim,

|C| 5.775

Cl=C2xC? =35%x165=5775= P(C)= +— = ——— ~0.149 ou 14. 9%.

O

(06) Oito bolas diferentes sdo colocadas aleatoriamente em oito caixas distin-
tas, sem restrigoes. Qual é a probabilidade de:

(a) todas as caixas ficarem ocupadas?

(b) exatamente uma caixa ficar desocupada?

Solucao:

O experimento consiste em colocar 8 bolas em 8 caixas, sendo bolas e caixas
distintas. Para determinar ||, vamos simular a execuc¢ao do experimento. Con-
sideremos by, by, .., bg as bolas e C, (s, ..., Cy as caixas.

Etapas Restricoes | N.P.
1% Escolher uma caixa para colocar a bola by | - 8
2% Escolher uma caixa para colocar a bola by | - 8
8% Escolher uma caixa para colocar a bola bg | - 8

-0 = 8% = 16.777.216.

Consideremos agora os eventos:
(a) A - todas as caixas ficam ocupadas.
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Como temos 8 bolas e 8 caixas, para que todas as caixas fiquem ocupadas,
deve-se necessariamente ter apenas uma bola em cada caixa. Entao, a restricao
em cada etapa é colocar a bola em caixas que ainda nao tenham bola.

Etapas Restrigoes N.P.

1% Escolher uma caixa para colocar a bola by | - 8

2% Escolher uma caixa para colocar a bola by | caixa sem bola 7

3% Escolher uma caixa para colocar a bola b3 | caixa sem bola 6

8% Escolher uma caixa para colocar a bola bg | caixa sem bola 1
JA| =8 X T7x6x..x1=8=40.320= P(A) = 522= ~ 0,24%. O

(b) B - Exatamente uma caixa fica desocupada.

A tarefa agora consiste em distribuir 8 bolas em 8 caixas, de modo que somente
uma caixa fique desocupada. Assim, escolhida a caixa que ficara vazia, restarao 8
bolas para distribuir em 7 caixas, as quais deverao ficar todas ocupadas. Entao,
necessariamente uma das 7 caixas recebera duas bolas. Devemos entao executar
as seguintes etapas:

Etapas Restricoes | N.P.
1% Escolher a caixa que ficara vazia - 8
2% Escolher a caixa que ficard com 2 bolas - 7
3% Escolher duas bolas para colocar na caixa da etapa 2 | - C?
4 Permutar as 6 bolas restantes nas 6 caixas restantes | - 6!
Assim,
B 1.128.960
Bl =8 x7x CZ? x 6! =1.128.960 = P(B :‘—ziz6,73(7.
|51 : (B) Q] ~ 16.777.216 ’
0J

4 Regra da Adicao

Seja (€2, P) um espaco de probabilidade. Pela Defini¢ao 7, para quaisquer eventos
disjuntos A e B, temos:

P(AUB) = P(A) + P(B).

Usando demonstracao por indugao, podemos estender a Regra da Adicao para
um numero finito n qualquer de eventos Ay, As, ..., A,,, mutuamente excludentes.
E o que enunciamos na proxima proposicao.

Proposicao 11. Seja (2, P) um espago de probabilidade, Ay, A, ..., A, C
eventos, disjuntos dois a dois, isto é, A; N A; =0, para quaisquer i # j. Entao,

P(A;UAU...UA,) =P(A) + P(Ay) + ... + P(A,).
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Generalizacao da Regra da Adicao
Proposicao 12. Seja (2, P) um espaco de probabilidade. Se A, B C {2, entdo

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).

Demonstracao:
Para quaisquer A, B C €2, temos que:

AUB=(A-B)UB

A=(A-B)U(ANDB),

sendo a unido disjunta nos dois casos. Assim, pelo item (i) da Definigao 7:

P(AUB) = P(A— B) + P(B) = P(A) — P(AN B) + P(B).

Exercicios Resolvidos 26.

(01) De uma turma formada por 12 homens e 8 mulheres, dentre eles Ana e
Bruno, escolhe-se ao acaso 6 pessoas para compor uma comissao. Determine a
probabilidade:

(a) da comissao ser formada somente por pessoas do mesmo sexo;

(b) de Ana ou Bruno pertencerem a comissao.

Solugao:

Ja calculamos anteriormente que || = 38.760. Resta calcular as cardinalidades
dos eventos pedidos.

(a) A - a comissao ¢ formada somente por pessoas do mesmo sexo;

Para determinar |A|, devemos contar as comissoes formadas s6 por homens ou s6
por mulheres. Vamos considerar os seguintes eventos:

A; - a comissao é formada s6 por mulheres = |A;| = C$ = 28.

Ay - a comissdo é formada somente por homens = |Ay| = C%, = 924.

Entao, A = A; U Ay e como Ay e A sao eventos disjuntos, segue que:

Ay | Ay 28 924
P(A) = P(A{UA,) = P(A,)+ P(A,) = — ~ 2.46%.
(4) (A1UA) (A1) + P(Ay) Q] + Q] 38.760 | 38.760 ~ %

O

(b) Ana ou Bruno pertencem a comissao.
Solugao:

Considerando os eventos:

A - Ana faz parte da comissao;

B - Bruno faz parte da comissao
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Temos que |A| = |B| = C, = 11.628 ¢ |A N B| = C{5 = 3.060.
Pela regra da adicao,

11.628 11.628  3.060
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) = 25760 T 33760~ 33760 © 52,11%.

O

(02) Um ntmero ¢ escolhido aleatoriamente no conjunto {1,2,...,200}. Calcule
a probabilidade dele ser divisivel por 5 ou por 7.

Solucao:

Considerando os eventos:

A - o ntimero é divisivel por 5;

B - o ntimero ¢ divisivel por 7.

Entao, a probabilidade procurada é dada por:

P(AuUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Resta, calcular cada uma dessas probabilidades.

Espago amostral: Q = {1,2,3,...,200} = |Q] = 200.
A={5k|keZ, 1 <5k<200}={bk|keZ1<k<40} = |A| =40;
B={Tk|keZ 1<Tk <200} = {Tk |k € Z, 1 < k < 28} = |B| = 28,
ANB={35k |ke€Z, 1 <k<5}=|ANDB|=5.
Dali,

40 28 ) 63

0

(03) Seja A, B eventos de um mesmo experimento. Mostre que se A C B, entao
P(A) < P(B).

Solucao:

Como A C B, segue que B = (B — A) U A, sendo essa uniao disjunta. Assim,
pela regra da adigao:

P(B) = P(B — A) + P(A) = P(A) = P(B) — P(B — A) < P(B),

jad que P(B— A) > 0. O

5 Probabilidade do Evento Complementar

Proposigao 13. Seja (2, P) um espago de probabilidade. Se A C Q, entao a
probabilidade do evento complementar A € dada por:

P(A) =1 P(A).
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Demonstragao:
Como §2 = AU A, pelos itens (i) e (i) da Definigao 7:

1= P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A) = P(A) = 1 — P(A).

Exercicios Resolvidos 27.

(01) Em um grupo de 10 pessoas, qual é a probabilidade de haver pelo menos
duas delas que facam aniversario no mesmo dia?

Solucao:

O experimento consiste em anotar a data de aniversario de 10 pessoas. Como
cada uma delas pode ter nascido em qualquer um dos 365 dias do ano civil, entao

19 = 3651,

Consideremos agora o evento
A - pelo menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo dia.

Para determinar |A|, devemos considerar os casos em que exatamente duas
pessoas fazem aniversario no mesmo dia, exatamente 3, exatamente 4, e assim
sucessivamente. Uma tarefa bem trabalhosa. Torna-se mais simples calcular o
evento complementar A - todas as pessoas fazem aniversirio em dias distintos,
cujas etapas sao dadas abaixo:

Tarefa: - Anotar o aniversario de 10 pessoas p1, pa, ..., P10

Etapas Restrigoes N.P
1%  Anotar o aniversario de p; | - 365
2% Anotar o aniversario de py | # py 364

3% Anotar o aniversario de ps | # p1, P2 363

10 Anotar o aniversario da pig | # p1, P2, ..., D9 | 356
Dai,

365 x 364 % ... X 356
P(A) = 36510

Usando agora a Proposicao 13, segue que:

=0, 883.

P(A)=1-P(A)=1-0,883=0,117 = 11, 7%.

O
(02) Um ntmero é escolhido aleatoriamente no conjunto {1,2,...,200}. Calcular
a probabilidade de que ele nao seja divisivel por 5 e nem por 7.
Solugao:
Na questao 02 do exercicio anterior, consideramos os eventos: A - o niimero é
divisvel por 5 e B - o ntimero ¢ divisivel por 7 e e calculamos P(AU B) = 2=
Tomando, agora os eventos complementares A e B, isto é,
A - 0 ntimero néo é divivel por 5;
B - o ntimero nao ¢ divisivel por 7
e usando a Regra de De Morgan, a probabilidade pedida ¢ dada por:

_ 63 137
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1— —=— = .
(AN B) (AU B) (AU B) 500 = 200 68, 5%
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Lista de Exercicios 14.

(01) De um baralho comum de 52 cartas uma ¢é extraida ao acaso. Determine a
probabilidade da carta retirada ser:

a) uma dama de copas;

b) uma dama;

c¢) nao ser uma dama,

d) ser de copas.

(02) Um ntumero é escolhido ao acaso no conjunto {1,2,3,...,100}. Determine a
probabilidade do nimero escolhido ser:

a) par;

b) multiplo de 3;

¢) multiplo de 5;

d) multiplo de 3 e multiplo de 5;

e) multiplo de 3 ou multiplo de 5.

(03) Uma caixa contém 10 bolas vermelhas, 6 azuis e 4 amarelas. Uma bola
é retirada ao acaso dessa caixa. Determine a probabilidade da bola retirada ser:
a) vermelha;

b) azul;

c¢) amarela;

d) nao ser amarela;

e) ser vermelha ou azul.

(04) Uma caixa contém 9 bolas vermelhas, 7 azuis e 4 brancas. Retiram-se,
sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa. Determine a probabilidade
de cada um dos evento abaixo:

a) as duas bolas retiradas sao vermelhas;

b) a primeira bola retirada é vermelha e a segunda azul;

c) as duas bolas retiradas sao, uma vermelha e outra azul;

d) pelo menos uma das bolas retiradas nao é vermelha;

e) nenhuma das bolas retiradas é vermelha.

(05) Em uma caixa existem 6 bolinhas numeradas de 1 a 6. Uma a uma elas sao
extraidas, sem reposicao. Qual a probabilidade de que a sequéncia de ntimeros
observada seja crescente ou seja decrescente?

(06) Oito pessoas, entre elas Ana e Bia, s@o dispostas ao acaso em uma fila.
Qual a probabilidade de:

a) Ana e Bia ficarem juntas?

b) Ana e Bia nao ficarem juntas?

c¢) exatamente duas pessoas ficarem entre Ana e Bia?

(07) Uma caixa contém 10 bolas, numeradas de 1 a 10. Cinco bolas s@o reti-
radas ao acaso dessa caixa, com reposicao. Qual a probabilidade de que as bolas
retiradas tenham todas ntimeros diferentes?

(08) Em um armario ha 10 pares de sapatos distintos. Retiram-se, simultanea-
mente, 8 pés de sapatos desse armario. Qual é a probabilidade de haver entre
esses pés, exatamente 3 pares de sapatos?

(09) No jogo da Mega-Sena sao sorteados a cada extracdo, 6 dos nimeros de
1 a 60, desprezando-se a ordem do sorteio.

(a) Qual é a probabilidade que uma pessoa tem de ganhar, se ela aposta mar-
cando os numeros 2, 14, 17, 19, 32, 587 E se ela marcar 1, 2, 3, 4, 5, 67

(b) Quem aposta marcando 8 nimeros, tem quantas vezes mais chances de ga-
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nhar do que o apostador que joga marcando apenas 6 nimeros?
(c) Se a aposta em um cartao com 6 niimeros custa R $ 3,50, quanto devera custar
a aposta de um cartao com 10 nimeros?

(10) Um grupo é formado por 8 homens e 7 mulheres. Seis pessoas desse grupo
serao escolhidas ao acaso para formar uma comissao. Qual é a probabilidade
dessa comissao contar com pelo menos um homem?

11) De um grupo de 6 pessoas, qual a probabilidade de:
a) todas serem de signos distintos?
b) pelo menos duas delas serem do mesmo signo?

(12) Os Centros Académicos de Matemadtica e Fisica da UFPA sao formados
por 5 mulheres e 3 homens na Matematica; 2 mulheres e 6 homens na Fisica.
Escolhem-se, ao acaso, 4 pessoas dentre as que compoem os dois C.A. para for-
mar uma comissao. Qual é a probabilidade da comissao ser formada sé por
mulheres ou sé por alunos da Matematica?

Respostas da Lista de Exercicios 14

(01.a) =5 (01.b) (01.c) 12 (01.d) %

(02.a) & (02.b) 2% (02.c) 2 (02.d) & (02.e) &%
(03.a) & (03.b) & (03.c) £ (03.d) 2 (03.e)
(04.a) £2 (04.b) 33 (04.c) 33 (04.d) ZZ  (04.e)
(05) 52>

(06.a) 1 (06.b) 2 (06.c) 2

(07) 30,24%
(08) ~ 8,00%

(09.2) s5omrsgs = 2 X 107%  (09.b) 28 vezes  (09.c) 210 x 3,50 = 735,00.

qualquer que seja
0 jogo com 6 nimeros.
(10) 99, 86%.
(11.a) 22,28% (11.b) 77,72%

(12) &.
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Capitulo 15

Probabilidade Condicional

Objetivos:

v Definir Probabilidade Condicional.

1 Introducao

e Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente e
com reposigao, duas bolas dessa caixa. Determine a probabilidade dos seguintes
eventos:

(a) A : a primeira bola ser preta;

(b) B : a segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola retirada foi preta;
(c) C : a segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola retirada foi branca;
Solucao:

Como a retirada é com reposicao, o nimero de bolas na caixa mantém-se inal-
terado. Assim, tanto na primeira como na segunda retiradas, a caixa contém 80
pretas e 20 brancas. Portanto,

80

0

e Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente e
sem reposigao, duas bolas dessa caixa. Determine a probabilidade dos seguintes
eventos:

(a) A : a primeira bola ser preta;

(b) B : a segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola retirada foi preta,;
(c) C : a segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola retirada foi branca;
Solucao:

(a) Ao retirarmos a primeira bola, temos na caixa 80 pretas e 20 brancas, assim,

80

145
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(b) Como a retirada é sem reposi¢ao, entao na segunda retirada, restam ape-
nas 99 bolas na caixa. Dessas, quantas sao pretas? Pelas informacoes dadas no
problema, sabemos que a primeira bola retirada foi preta, entao restam 79 pretas

e 20 brancas, logo

79

O

(c) A informacdo que temos agora é que a primeira bola retirada foi branca,
portanto na caixa temos 80 pretas e 19 brancas. Assim,

80

O

Nesse exemplo, ve-se que na retirada sem reposicao, a probabilidade da
segunda bola ser preta varia, depende do que ocorreu na primeira retirada. O
fato da ocorréncia ou nao de um evento alterar a probabilidade de outros, leva a
definicao de probabilidade condicional.

2 Probabilidade Condicional

Sejam (€2, P) um espago de probabilidade, ) # A, B C Q.

A probabilidade do evento B, na certeza da ocorréncia do
evento A, é chamada Probabilidade Condicional de B na
certeza de A, denotada por P(B|A), cujo valor é dado por:

|AN B
|A]

P(B|A) =

P(BJA) - lé-se probabilidade de B dado A ou probabilidade de B na certeza
de A.

Exercicios Resolvidos 28.

(01) De um baralho comum de 52 cartas retira-se ao acaso uma carta. Qual é
a probabilidade da carta retirada ser um rei, sabendo-se que ela é de um naipe
vermelho?

Solugao:

Queremos saber P(B|A), onde

B - a carta é um rei;

A - a carta é de um naipe vermelho;

Entao,

| A 26 13

P(B|A):|AQB|:2 1
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(02) Um dado equilibrado ¢é langado duas vezes e o par de ntimeros na face de
cima anotado. Qual é a probabilidade do primeiro niimero do par ser menor que
o segundo, sabendo-se que a soma dos ntimeros obtidos foi 107

Solucao:

Queremos saber P(B|A), onde

B - o nimero do primeiro dado é menor que o nimero do segundo;

A - a soma do ntimero obtidos é 10.

Observe que:

Q == {(dl,dz) | 1 S dl,dg S 6}

Assim,
B={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6), (5,6) };
A= {(4a6>7(575)7(674>}3
ANB={(4,6}
Entao, y |
NnB 1
P(B|A) = A =3

(03) Uma moeda é jogada 6 vezes. Calcule a probabilidade:

(a) do nimero de caras nos seis langamentos superar o nimero de coroas;

(b) do niimero de caras nos seis langamentos superar o niimero de coroas, sabendo
que no primeiro lancamento deu coroa.

Solucao:

Denotando K - cara e C - coroa, podemos expressar o espaco amostral por:

Q={mvom3zs0576 | 7, € {K,C}} = Q2 =2°.

(a) Considere o evento:

B - o nimero de caras é maior que o numero de coras.

B ¢é formado pelos elementos de {2 que tem 4, 5 ou 6 caras. Vamos contar quantos
sao os elementos de cada tipo. Ora, existem tantos elementos em €2 com 4 K e
2 C', quantas sao as formas de permutar os 6 simbolos: K KKKCC, cujo total
¢é dado por P64 2 = 15. Procedendo de modo analogo para os outros dois casos,
obtemos:

22
|B| = P}* + P> + P8 =154 6 4+ 1 = 22. Logo, P(B) = T 38%. O

(b) o nimero de caras nos seis lan¢gamentos superar o niimero de coroas, sabendo
que no primeiro lancamento deu coroa.

Consideremos os eventos:

B - o nimero de caras é maior que o numero de coras;

A - saiu coroa no primeiro lancamento.

|A] = 25 - pois 86 hd uma opcao para o primeiro lancamento (deve ser C) e
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duas opgoes (K ou C) para os outros 5.
Queremos determinar:

|AN B

P(BA) =

onde
ANB ={Cryzzrsa526 | 2; € {K,C}},

com o numero de caras maior que o de coroas. Para que isso ocorra, devemos ter
nos 5 tltimos langamentos 4 ou 5 caras. Assim, |[A N B| = P{ + P2 = 6. Dal,

6
0

(04) Em uma prova hd 5 questoes do tipo V ou F. Qual a probabilidade de
uma pessoa acertar todas as questoes se:

(a) ela escolhe aleatoriamente as 5 respostas?

(b) ela escolhe aleatoriamente as 5 respostas, mas sabendo que ha mais respostas
V do que F?

Solucao:

Observe que um elemento do espaco amostral é uma quintupla da forma VFV FV.
Para determinar €2, vejamos quantos sao os gabaritos possiveis para a prova:

Etapas Restrigoes N.P.
Escolher a resposta da 1¢ questao - 2 (VoukF)
Escolher a resposta da 2* questao - 2
Escolher a resposta da 5* questao - 2

] = 2° = 32.

(a) Considere o evento B: - acertar todas as questoes.

Podemos supor, sem perda de generalidade, V'V FV F' o gabarito da prova, entao
B={VVFVF} eassim P(B) = igl = 4. O
(b) ela escolher aleatoriamente as 5 respostas, mas sabendo que ha mais respostas
V do que F?

Solucao:

Agora queremos determinar a probabilidade condicional P(B|A), onde

B - acertar todas as questoes;

A - hé mais resposta V que F.

Para determinar |A|, vejamos quantas sdo os gabaritos com mais V' do que F.
Podemos ter

(1) Gabaritos com 3 V e 2 F:

Cada um desses garabaritos é uma permutacao de VVV FF = total: Ps’Q = 10;
(77) Gabaritos com4 Ve lF :

Existem tantos quantos sdo as permutagoes de VVVVF = total: Pg = 5;

(17i) Gabaritos com 5 V:

Que correspondem as permutagoes de VVVVV = total: P2 = 1.
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Pelo Principio Aditivo, |A| =10+ 5+ 1 =16. Como B C A, entdao AN B = B.
Assim,

)~ ADBL_ 1Bl 1

Al A 16
O

A probabilidade condicional P(B|A) também pode ser expressa em funcao
das probabilidades P(AN B) e P(A).

Proposicao 14. Sejam A e B eventos de um mesmo espago amostral €2, com
P(A) # 0. Entao,
P(ANB)
P(B|A) = —————.
(B14) = =55
Demonstracao:
Da definicao de probabilidade condicional, segue que:

ooy ANBl o P(ANB)
A =" = = ey

Exercicios Resolvidos 29.

(01) A tabela abaixo mostra a classificagdo, por estado e sexo, dos professores
participantes de um congresso:

Parense | Amazonense | Amapaense | Total
Masculino | 10 8 15 33
Feminino | 16 14 5} 35
Total 26 22 20 68

Escolhe-se ao acaso uma pessoa desse grupo.

(a) Sabendo-se que a escolhida é paraense, qual a probabilidade de ser do sexo
feminino?

Solugao:

Queremos determinar P(B|A), onde

B - a pessoa escolhida é do sexo feminino

A - a pessoa escolhida é paraense

Como: P(A) =2 ¢ P(ANB) = ¢, entao
_ P(ANB) 16 _
P(BIA) = =55 = 5 ~ 6L, 54%

0

(b) Sabendo que a escolhida é do sexo feminino, qual a probabilidade de ser
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paraense?

Solugao:

Considerando A e B os mesmos eventos da resolu¢ao anterior, agora queremos
16

determinar P(A|B) = P(%;)B) =& =0~ 45 T1%. O

oo

(c) Qual a probabilidade da pessoa escolhida ser paraense ou amazonense, sabendo
que ¢é do sexo masculino?

Considere os eventos:

A - a pessoa escolhida é paraense;

B - a pessoa escolhida é amazonense;

C' - a pessoa escolhida é do sexo masculino.

devemos determinar P((AU B)|C).

Usando a férmula dada na Proposicao 14 e a regra da adigao:

Al 9 ANnC C
P((AUB)|C) = "5 = PERGEne) = P(A|C)+P(B|C) = §5+55 = 53 O

3 Probabilidade da Intersecao de Eventos

Retornemos a letra (b) da 2% questao resolvida na Introducao desse capitulo:

e Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente e
sem reposigao, duas bolas dessa caixa. Determine a probabilidade dos seguintes
eventos:

(b) B : a segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola retirada foi preta.
Considerando os eventos:

B - a segunda bola ¢é preta

A - a primeira bola é preta

Pela simples analise do experimento, facilmente obtivemos:

79

Embora, estejamos calculando uma probabilidade condicional, temos aqui
uma dificuldade em obter essa probabilidade usando a formula dada na Proposicao
14, P(BJA) = Pg‘ég?), uma vez que nao temos informacoes suficientes para cal-
cular P(AN B).

A vantagem da férmula dada na Proposicao 14 é que podemos, a partir dela,
obter uma férmula para calcular a probabilidade da intersecao de dois eventos,
conforme corolario abaixo.

Corolario 3. Sejam A e B eventos de um mesmo espagco amostral §2, com
P(A) # 0. Entdo

Também,

P(A n B) = P(ANB) = P(A).P(B|A).

P(B).P(A|B),

desde que

P(B) #0.
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Demonstracao:
Segue da férmula dada na Proposicao 14:

P(AN B)

P(BIA) = =5

= P(ANB) = P(A).P(ANB).

Exercicios Resolvidos 30.

(01) Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente
e sem reposicao, duas bolas dessa caixa.

(a) Qual a probabilidade das duas bolas serem pretas?

Solucao:

Considere os eventos:

A - a primeira bola é preta ;

B - a segunda bola é preta.

Entao,
80 79  6.320
P(ANB)=P(A).PBJA) = —— = —— = .
(AN B) (4).P(B4) 100 99 9.900 63, 83%
O
(b) Qual a probabilidade das duas bolas serem brancas?
Solugao:
Considere os eventos:
A - a primeira bola é branca ;
B - a segunda bola é branca.
Entao,
20 19 380
P(ANB)=P(A).P(B|A) = —.— = —— =~ 3,84%.
( ) (4).P(B4) 100 99  9.900 ,84%
OJ
(c) Qual a probabilidade da primeira bola ser preta e a segunda branca?
Solucao:
Considere os eventos:
A - a primeira bola é preta ;
B - a segunda bola ¢é branca.
Entao,
80 20  1.600
P(ANB)=P(A).P(B|A) = —.— = —— ~ 16, 16%.
(AN B) (4).P(Bl4) 100 99 9.900 6,16%
OJ

(02) Sacam-se, sucessivamente e sem reposigao, duas cartas de um baralho co-
mum (52 cartas). Calcule a probabilidade da primeira carta ser uma dama e a
segunda, uma carta de copas.

Solugao:

Considere os eventos:

A - a 1 carta é uma dama
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B - a 2% carta é de copas.
Queremos calcular

P(AN B) = P(A).P(B|A).

Agora, observe que o valor de P(B|A) depende do naipe da dama tirada no
primeiro evento. Assim, temos dois casos a considerar. Mais precisamente, pode-
mos decompor A como:

A=A UA (unido disjunta),

onde

Aj - a 1% carta é uma dama de copas

Aq - é o complementar de A; com relacdo a A, isto é, a 1% carta é uma dama que
nao ¢é de copas

Dai,

ANB = (A \UA))NB = (AiNB)U(A NB) = P(ANB) = P(A\NB)+P(A,NB).

Vamos calcular as probabilidades de cada caso.

Caso 1:
Aj - a 1% carta é uma dama de copas
B - a 2% carta é de copas.

Caso 2:
Aj - a 1% carta é uma dama que nao é de copas
B - a 2% carta é de copas.

Entdo, P(A; N B) = P(Ay).P(B[Ay) = .12,

51

Assim,

112 3 13 1
P(ANB)= ——+ —.— = —.
( ) 52 51+52 51 52

O

O resultado do corolério anterior pode ser generalizado para uma quantidade
finita n qualquer de eventos, conforme teorema abaixo.

Teorema 2. (Teorema do Produto) Sejam A, As, ..., A, eventos associados
a um mesmo experimento aleatorio, com Ay N Ay N...N A, # 0. Entao,

P(A1 ﬂAgﬂ....ﬂAn) = P(Al)P(AQ‘Al)P(AgKAl ﬂAQ))P(An‘(Al NAsN An—l))

Demonstracao:

Faremos a demonstragao por inducao em n.
() n=2

Nesse caso, o resultado fica

P(A1NAy) = P(A)).P(Ay | Ay),
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que é verdadeiro, conforme mostrado no corolario anterior.
(77) Suponha o resultado valido para n eventos, isto é,

P(Al ﬂAQﬂ....ﬂAn) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|(A1 ﬂAQ))P(AnKAl ﬂAQﬂ...Anfl)).

Vamos mostrar que o resultado vale também para n+1 eventos Ay, A, ..., Ay, Anyi.
Fazendo B = Ay N Ay N ...N A, segue de (i) que:

Agora, pela hipétese de indugao:

Assim,

P(B).P(Ap41|B) = P(A1).P(A3|Ay).P(As] A1 0 Ag)... P(A|(Ay 0 As O A1) P(Apst | (A1 N o0 A)).

P(B) B

Exercicios Resolvidos 31.

(01) De um lote de 80 pecas boas (b) e 20 pegas defeituosas (d), sao retiradas 3
pegas ao acaso, uma apos a outra, sem reposicao.
(a) Qual é a probabilidade de todas as pegas retiras serem perfeitas?
Solugao:
Considere os eventos:
Aj - a primeira peca € boa;
As - a segunda pega é boa;
As - a terceira peca é boa;
Queremos saber P(A; N AN As). Pelo resultado acima essa probabilidade é dada
por:
80 79 78  492.960

~ 50,81%
0

(b) Qual a probabilidade da a segunda peca ser defeituosa e as outras duas per-
feitas?
Solugao:
Considere os A, Ay, A3 0s mesmos eventos definidos na letra (a), a probabilidade
pedida é dada por:

80 20 79  126.400

~ 13,03%
L]

(02) Uma caixa contém 20 bolas pretas, 15 vermelhas e 5 brancas. Sacam-se,
sucessivamente e sem reposicao, 4 bolas dessa caixa. Determine a probabilidade
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das duas primeiras bolas serem vermelha, a terceira preta e a quarta, branca.
Solugao:

Considere os eventos:

Ay - a primeira bola é vermelha

As - a segunda bola é vermelha

As - a terceira bola é preta

Ay - a quarta bola é branca

Entao

P(AiNAyNA3NAy) = P(A1).P(As|Ay).P(A3|A; N Ag).P(Ag|A1 N Ay N Ag)

_ 15 14°20 5 _ _21.000 .
T 20°39°38°37 T 2.193.360 0,96%. N
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Lista de Exercicios 15.

(01) Escolhe-se ao acaso um numero no conjunto {1,2,3,..,100}. Qual a proba-
bilidade do ntimero escolhido:

a) ser multiplo de 37

b) ser um numero par?

¢) ser miltiplo de 3, sabendo que é um nimero par?

(02) Dois dados Dy e D, sao lancados e os resultados nas faces de cima ano-
tados.

(a) Qual a probabilidade da soma dos pontos ser 6, se a face observada em D
foi 27

b) Qual a probabilidade de ter saido 2 em D;, se a soma dos pontos foi 67

c) Qual a probablidade da soma dos pontos ser menor do que 7, sabendo que o
numero 2 saiu pelo menos uma vez?

(d) Qual a probablhdade da soma dos pontos ser menor do que ou igual a 6, se
o maior dos nimeros obtidos é menor do que 57

(e) Qual a probabilidade do maior dos nimeros obtidos ser menor do que 5,
sabendo que a soma dos pontos foi menor do que ou igual a 67

(03) Uma comissao de 4 pessoas é formada, escolhendo-se ao acaso entre Ana,
Bia, Carla, Duda, Eliana, Antonio, Bruno, Claudio, Daniel, Edson e Fernando.
(a) Se Ana e Bia estao na comissao, qual a probabilidade dela ser formada sé por
mulheres?

(b) Se Ana e Daniel estao na comissao, qual a probabilidade dela ser formada por
duas pessoas de cada sexo?

(c) Se Ana pertence a comissao, qual a probabilidade de Antonio nao pertencer?

(04) Trés maquinas A,B e C' produzem, respectivamente, 1.000, 1.500 e 500 pegas
por dia. Das pecas produzidas por A, 3% sao defeituosas, das produzidas por B,
esse percentual é de 5% e C' tem 20% de sua producao com defeitos. Da producao
total de um dia, uma peca é escolhida ao acaso.

(a) Qual a probabilidade da pega ter sido produzida pela méquina A ou por B,
sabendo que ela é defeituosa?

(b) Qual a probabilidade da pega ser defeituosa, sabendo que ela foi produzida
pela maquina A ou pela maquina B?

(05) Dos 513 deputados do congresso nacional de certo pais, 180 pertencem ao
partido A, 95 ao partido B e o restante sao filiados ao partido C'. Sabe-se que 90%
dos deputados do partido A sdo corruptos, 60% dos filiados ao partido B estao
envolvidos em escandalos de corrupcao e 50% dos filiados a C' j& foram condena-
dos (embora nado cumpram pena) pelo uso ilegal do dinheiro piblico. Suponha
que desses "representantes do povo”, um é escolhido ao acaso para vir passar o
Cirio de Nazaré em Belém.

(a) Qual a probabilidade de termos a visita de um deputado honesto durante o
cirio?

(b) Qual a probabilidade do deputado escolhido ser honesto, sabendo que ele é
do partido A?

(c¢) Qual a probabilidade do deputado escolhido ser corrupto, sabendo que ele é
do partido B ou C?

(06) Ana possui em seu armério 10 pares de sapatos distintos, sendo 4 pretos, 2
nudes, 3 vermelhos e 1 branco. Ela retira simultaneamente 4 pés de sapatos do
armario. Determine a probabilidade:

a) dos sapatos retirados formarem dois pares, sabendo que todos sdo vermelhos;
b) dos sapatos retidados nao formarem par algum, sabendo que foram tirados 2
sapatos pretos e 2 vermelhos.
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(07) Uma caixa contém bilhetes numerados de 1 a 20. Sacam-se, sucessivamente
e sem reposicao, 4 bilhetes dessa caixa. Determine a probabilidade:

a) dos nimeros retirados serem todos nimeros pares;

b) dos dois primeiros nimeros serem pares e os dois ultimos impares;

¢) dos nuimeros sairem com a paridade alternada;

d) dos niimeros serem todos miltiplos de 3, sabendo que o primeiro nimero é par.

(08) Trés caixas I, II e III contém respectivamente 1 bola branca e 2 pretas;
2 brancas e 1 preta; 3 brancas e 2 pretas. Uma caixa ¢é escolhida ao acaso e dela
é retirada uma bola. Determine a probabilidade:

a) da bola retirada ser branca, sabendo que a caixa escolhida foi a I;
b) da caixa escolhida ter sido a I e a bola retirada ser branca.

Respostas da Lista de Exercicios 15
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Capitulo 16

Probabilidade Total

Objetivos:

v" Definir Probabilidade Total
v Apresentar a férmula para o cédlculo da Probabilidade Total

1 Introducao

Retornemos mais uma vez, ao problema proposto no inicio do capitulo anterior.
Agora, para calcular uma nova probabilidade.

e Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente
e sem reposicao, duas bolas dessa caixa. Qual a probabilidade da segunda
bola ser preta?

Sabemos que essa probabilidade é dada pelo quociente:

numero de bolas pretas na caixa

numero de bolas na caixa

Como a retirada é sem reposigcao, no momento da segunda retirada a caixa
tem exatamente 99 bolas. Dessas, quantas sao pretas? Esse valor fica dependendo
do que aconteceu na primeira retirada, se saiu uma bola preta ou uma bola
branca. Neste capitulo, vamos estudar a férmula para calcular essa probabilidade,
chamada de probabilidade total, a qual leva em consideragao todas as situagoes
possiveis para o evento anterior.

2 Probabilidade Total

Seja © um espaco amostral. Se A, B C Q, com A # (), entao
B=QNB=(AUA)NB=(ANB)U(ANDB),

157
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sendo essa uniao disjunta. Logo, pela Regra da Adigao e Corolario 3:
P(B)=P(ANB)+ P(ANB) = P(A).P(B|A) + P(A).P(B|A).

Esse resultado é conhecido como teorema da probabilidade total, sendo de grande
utilidade quando o experimento possui varios estagios.

Teorema 3. (Probabilidade Total) Seja (S, P) um espago de probabilidade.
Se () #£ A, B C Q, entio

P(B) = P(A).P(B|A) + P(A).P(B[A).

A probabilidade total pode ser visualizada usando um diagrama de drvore, no
qual constam todos os resultados possiveis para cada estagio do experimento e
suas respectivas probabilidades.

Diagrama de arvore para um experimento com dois estagios:
10 Estégio 20 Estdgio

Evento: A Evento: B

Para determinar P(B), identificamos na arvore todos os ramos que tem B
como evento final (assinalados na arvore com v'). Para cada um deles, multipli-
camos as probabilidades exististentes no ramo e somamos as parcelas obtidas:

P(B) = P(A).P(B|A) + P(A).P(B|A).

Exercicios Resolvidos 32.

(01) Uma caixa contém 80 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente
e sem reposi¢ao, duas bolas dessa caixa. Determine a probabilidade da segunda
bola ser preta.

Solugao:

Vamos considerar os eventos:

A - a primeira bola é preta
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B - a segunda bola é preta.
Pelo teorema da probabilidade total:

P(B) = P(A).P(B|A) + P(A).P(B[A) = 0. 10 20 80 ¢

= 10099 T 100709

Podemos também chegar a esse resultado, usando um diagrama de arvore:

Agora, identificamos na arvore todos os ramos que tem B como evento final (assi-
nalados com v). Para cada galo, multiplicamos suas probabilidades e somamos
as parcelas obtidas:

80 79 20 80
P(B) = =

= 10099 100799

O
(02) Um saco contém trés moedas, uma das quais tem cara nas duas faces, en-
quanto as outras duas sao normais e nao viciadas. Uma moeda ¢é tirada ao acaso
do saco e lancada para cima. Qual a probabilidade de que o resultado seja cara?
Solugao:
O experimento tem dois estégios:
1% estagio: tirar uma moeda do saco;
2% estagio: lancar a moeda retirada e observar a face de cima.
Vamos considerar um evento associados a cada um dos estégios.
Estégio 1: - Evento V - saiu a moeda viciada (com duas caras)
Estagio 2: - Evento K - saiu cara
Queremos determinar P(K). Pelo teorema da probabilidade total:

P(K)=P(V).P(K|V)+ P(V).P(K|V)= -1+

Wl =
wl N
Do | =
wl N

Ou, usando o diagrama de arvores:
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Generalizando o resultado acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 4. (Extensdo do teorema da probabilidade total)
Se {Ay, Ag, ..., Ay} € uma particao de um espago amostral 2, entdo para todo
B C Q, tem-se:

P(B) = P(A,).P(B|A,) + P(A3).P(B|As) + ... + P(A,).P(B|A,).

Demonstracao:
Como {Aj, As, ..., A, } é uma particao de (2, segue que

Q:A1UA2UUAn,
com A; N A; = () para todo i # j e P(A;) > 0, para todo . Assim,

B=QNB=(AUAU..UA)NB=(ANB)U(A;NB)U...U(A,NDB)

e como (A; N B)N(A; N B) =0, para todo i # j, segue da Proposigao 11 ¢ do
Coroléario 3:
P(B)=P(AiNnB)+PA,NB)+ ..+ P(A,NB)

= P(A,).P(B|Ay) + P(A).P(B|A3) + ... + P(A,).P(B|A,). O

Exercicios Resolvidos 33.

(01) Professores das escolas A, B e C' participaram de um congresso, com a
seguinte distribuicao por disciplinas ministradas:

Escola A | Escola B | Escola C
Matematica | 12 7 5
Fisica 6 3 2
Quimica 2 - 3
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No final do congresso, selecionou-se aleatoriamente uma das escola parti-
cipantes e, dentre seus professores, um deles foi escolhido por sorteio. Qual a
probabilidade do professor sorteado ser do curso de:

(a) Matematica,;

(b) Fisica;

(¢) Quimica.

Solugao:

(a) Observamos que o experimento em questao tem dois estagios:

Estdgio 1: Selecionar uma escola, com resultados possiveis: A, B ou C'

Estdgio 2: Escolher um professor e observar a disciplina que ele ministra, com
possiveis resultados: M (Matematica), F' (Fisica) ou @ (Quimica).

E claro que as probabilidades P(M|A), P(M|B) e P(M|C) tem valores distin-
tos. Assim, para calcularmos P(M), deveremos levar em consideragao, todos os

resultados possiveis na escolha da escola, ou seja, calcular a probabilidade total,
conforme o Teorema 4:

7
10

o

P(M)= P(A).P(M|A)+P(B).P(M|B)+P(C).P(M|C) =

ot W
W =
Wl =
DN | =

Wl =

3
5
U

Podemos também chegar a esse valor, por meio de um diagrama de arvore,
conforme abaixo:

Para calcular P(M), selecionamos na arvore todos os ramos que tem em sua
terminacao o evento M. Uma vez identificados esses ramos, multiplicamos as
probabilidades existentes ao longo de cada um deles e somamos as parcelas obti-
das:

v

3
0 5

| —

Wl

+

Wl
—

(b) Fisica:
Da arvore segue que:

P(F)=P(A).P(F|A)+P(B).P(F|B)+P(C).P(F|C) =

Wl =
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O
(c¢) Quimica:
11 1 1 3 2
P(Q) = P(4).P(QIA)+P(B).P(QB)+P(C).P(QIC) = s 15 +5 0+ 5.5 =
O

3 Probabilidade das Causas

Trés caixas I, II e III contém as seguintes bolas:

e Caixa I: 1 bola branca e 2 pretas;
e Caixa II: 2 bolas brancas e 1 preta;

e Caixa III: 3 bolas brancas e 2 pretas.

Uma caixa ¢ escolhida ao acaso e dela retira-se uma bola.
(a) Qual a probabilidade da bola retira ser branca, sabendo que foi escolhida a
caixa III7?
Solugao:
Considere os eventos:
Aj - a caixa escolhida foi a I;
A, - a caixa escolhida foi a I1;
As - a caixa escolhida foi a I117;
B - a bola retirada é branca.
Queremos determinar P(B|A3). Como a caixa III tem 5 bolas, sendo 3 brancas,
segue facilmente que:

3
P(B|A3) = 5
0
(b) Qual é a probabilidade da bola retirada ser branca?
Solucao:
Pelo teorema da probabilidade total:
P(B) = P(A1).P(B|A1) + P(A2).P(B|As) + P(A3).P(B|A;)
=11,12_13__ 8 [
33 733735 15

(c) Qual a probabilidade da caixa escolhida ser a III, sabendo que a bola re-
tira foi branca?

Solucao:

Agora, queremos saber P(A3|B), ou seja, determinar a probabilidade de um fato
ocorrido no primeiro estagio, na certeza de um evento ocorrido no segundo. Essa
probabilidade é chamada Probabilidade das Causas. Usando a Proposicao 14
e o Corolério 3, podemos facilmente determinar esse valor:
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P(A3|B) = P%(BE)B) - pela Proposicao 14
_ P(A3).P(Bl4s) ) .
G pelo Corolério 3
— a5 =3 .

15 8

(02) Em uma fabrica trés maquinas produzem o mesmo produto. A tabela abaixo
mostra a producao ao longo de um mes.

Maéquina | Unidades Produzidas | Unidades Defeituosas
1 2.000 40
2 1.000 20
3 1.000 40

Uma maquina é escolhida ao acaso, e de sua producao mensal retira-se aleatori-
amente uma peca.

(a) Qual a probabilidade da pega retirada ser defeituosa, sabendo que ela foi pro-
duzida pela maquina 37

Solugao:

Considere os eventos:

Aj - a peca foi produzida pela maquina 1;

As - a peca foi produzida pela maquina 2;

Az - a peca foi produzida pela maquina 3;

D - A peca é defeitosa.

Queremos saber P(D|A;3), a qual é dada por;

DN As] 40

P(D|4;) = =
(D] 4s) | As| 1.000

=0,04.

(b) Qual é a probabilidade da peca escolhida ser defeituosa?

Solucao:

Trata-se da probabilidade total, ja que a peca pode ter sido produzida por quais-
quer das trés maquinas. Assim,

P(D) = P(A,).P(D|A)) + P(Az).P(D|Az) + P(A3).P(D|As)
__ 2.000 _40 4 1.000 _20 4 1.000 40 __ 1 ]
" 4.000 " 2.000 4.000 " 1.000 4.000°1.000 — 40°

(c) Qual a probabilidade da peca escolhida ter sido produzida pela méquina 3,
sabendo que ela é defeituosa?

Solugao:

Compare essa pergunta com aquela feita na letra (a). Ambas sdo probabilidades
condicionais. Porém, aqui deseja-se calcular a probabilidade de um evento ocor-
rido na primeira etapa do experimento, que foi a escolha da méaquina, com base
em informagoes da segunda etapa, o estado da peca retirada. Trata-se de proba-

bilidade das causas: )
_ P(AsnD) __ P(A3).P(D|As) LA
P(A3|D) = =55y = B b TP POy TP POy — 1 = 0,4 u

Generalizando esse resultado temos o teorema a seguir:



164 Anadlise Combinatdria e Probabilidade
Teorema 5. (Teorema de Bayes) Sejam {Ay, A, ..., Ay} uma parti¢ao do
espaco amostral Q e ) # B C Q. Entao, para qualquer i =1,2,....n, tem-se:

P(Ai).P(B|A:)
P(B)

P(Ai‘B) =

onde,

P(B) = P(A1).P(B|A)) + P(A3).P(B|As) + ... + P(B|A,).

Demonstracao:
Da Proposigao 14 e o Corolério 3, tem-se que:
P(A;NB) _ P(A).P(B|A)

PR ==p@E = Po)
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Lista de Exercicios 16.

(01) Uma caixa contém 30 bolas pretas e 20 brancas. Sacam-se, sucessivamente
e sem reposicao, duas bolas dessa caixa. Determine a probabilidade:

(a) da segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola foi preta;

(b) da segunda bola ser preta, sabendo que a primeira bola foi branca;

(c) da segunda bola ser preta.

(02) Uma caixa contém 30 bolas pretas, 20 brancas e 10 vermelhas. Duas bolas
sao retiradas da caixa, uma apos a outra, sem reposi¢ao. Determine a probabili-
dade:

(a) da segunda bola ser preta, sabendo que a primeira foi preta,;

(b) da segunda bola ser branca, sabendo que a primeira foi vermelha;

(c) da segunda bola ser preta;

(d) da segunda bola ser branca.

(03) Uma caixa contém 30 bolas pretas, 20 brancas e 10 vermelhas. Trés bo-
las sao retiradas da caixa, uma apds a outra, sem reposicao. Qual a pobabilidade
da terceira bola retirada ser preta?

(04) Trés caixas idénticas contém moedas, conforme abaixo:

- Caixa [: 5 moedas de ouro e 1 de prata;

- Caixa II: 2 moedas de ouro e 3 de prata;

- Caixa III: 5 moedas de ouro e 5 de prata.

Uma caixa é escolhida ao acaso e dela retirada uma moeda, também ao acaso.
Determine a probabilidade:

(a) da moeda retirada ser de ouro, sabendo que foi escolhida a Caixa I;

(b) da moeda retirada ser de prata, sabendo que foi escolhida a Caixa III;

(c) da moeda escolhida ser de ouro;

(d) da caixa escolhida ter sido a III, sabendo que a moeda retirada é de ouro;
(e) da caixa escolhida ter sido a II, sabendo que a moeda retirada é de prata.
(05) Duas méquinas A e B produzem pegas idénticas. Do total de pegas pro-
duzidas por A, 90% sao boas, enquanto B tem s6 80% de aproveitamento. Uma
maquina é escolhida ao acaso e de sua producao diaria, retira-se uma peca. De-
termine a probabilidade da peca retirada:

(a) ser defeituosa, sabendo que ela foi produzida pela maquina B;

(b) ser boa;

(c) ter sido produzida pela maquina A, sabendo que ela é defeituosa.

(06) Um jogo é formado por duas caixas, as quais contém bolas de mesmo tamanho
e formato, como abaixo:

- Caixa I: 5 bolas pretas, 4 brancas e 1 vermelha;

- Caixa II: 5 bolas pretas e 4 brancas.

O jogador, de olhos vendados, devera retirar uma bola da Caixa I e coloca-la
na Caixa II. Em seguida, retirar uma bola da Caixa II, depositando-a na I. Por
fim, retirar uma bola da Caixa I. Ganhara o jogo, se a tltima bola retirada for
vermelha. Qual a probabilidade de vitéria nesse jogo?
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Respostas da Lista de Exercicios 16
(0l.a) 22

(01.b) 32
(01.c) 0,6
(02.a) 2
(02.b) 22

(02.c) 1
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Capitulo 17
Distribuicao Binomial

Objetivos:

v' Definir Eventos Independentes
v' Apresentar a Distribuicao Binomial

1 Eventos Independentes

Definicao 8. Seja (2, P) um espago de probabilidade. Dois eventos A, B C (2
sao ditos independentes se

P(B|A) = P(B).

Segue do Corolario 3, que se A e B sao eventos independentes, entao

P(ANB) = P(A).P(B).

Exemplos:

(01) Uma moeda é lancada duas vezes. Qual é a probabilidade de obtermos cara
nos dois lancamentos?

Solugao:

Considere os eventos:

A - saiu cara no 1° lancamento

B - saiu cara no 2° lancamento

Como o resultado de um langamento nao afeta o outro, isto é, P(B) = P(B|A),
os eventos sao independentes, entao

P(ANB) = P(A).P(B) =

| —
DN | —
= =

0

Podemos estender a definicao acima para um ntumero finito n qualquer de
eventos.

167
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Definicao 9. Dizemos que os eventos Ay, Ag, ..., A, C Q sdo independentes, se
para todo k, 1 < k <n e para quaisquer iy, i, ...,ix € {1,2,...,n}, tem-se:

E consequentemente,

P(A N Ay 0. N A,) = P(A).P(Ay)...P(A,).

Exemplos:

(01) Uma moeda é langada 5 vezes. Qual é a probabilidade de obtermos cara em
todos os lancamentos?

Solugao:

Considere os eventos:

A; - saiu cara no i-ésimo lancamento, para i = 1,2, 3,4, 5.

Como um lancamento nao afeta o outro, os eventos sao independentes, entao

Hmm@m&m&m&ﬁd&@PMﬂH@ﬂ%@ng:%P:i.

(02) Um dado ¢ lancado seis vezes. Qual é a probabilidade de obtermos a
sequéncia 1, 2, 3, 4, 5, 6 nos seis lancamentos?

Solucao:

Seja A; - saiu i no i-ésimo lancamento, para i = 1,2, ..., 6.

Como a ocorréncia de um evento nao afeta a ocorréncia de outro, os eventos sao
independentes. Logo,

PMJMJMJMJMJM@:PMQPMQPMQPMQPMQPM@:%ﬁ

0

(03) Qual é a probabilidade de Marcelo ganhar por trés semanas consecutivas
em uma rifa, que semanalmente sortea um nimero entre 1 e N, se em cada uma
das trés semanas ele apostou um tnico nimero?

Solugao:

Considere os eventos

A - Marcelo ganhou na 1 semana

As - Marcelo ganhou na 2% semana

As - Marcelo ganhou na 3% semana

Como os eventos sao independentes, entao,

P(A;NAyN Az) = P(A)).P(Ay).P(A3) = (%)3.

0

(04) Uma caixa contém 7 bolas brancas e 3 pretas. Sacam-se, sucessivamente e
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com reposigao, 4 bolas dessa caixa. Qual é a probabilidade das duas primeiras
bolas serem pretas e as duas tultimas brancas?

Solugao:

Para cada ¢ = 1, 2, 3, 4, considere os eventos:

P, - a i-ésima bola retirada é preta;

B; - a i-ésima bola retirada é branca.

Como a retirada é com reposigao, a ocorréncia de um evento nao altera a
probabilidade de outro, logo os eventos sao independentes. Portanto,

PU%QFEHBMWBQ:}%H)PGQJXRQPQQ):&%f(%ﬁQZQOMl
O

(05) Considere uma prova de multipla escolha com 10 questoes, sendo 5 alterna-
tivas por questao, com apenas uma delas a correta. Se um estudante responde
a essa prova, marcando aleatoriamente as respostas, qual é a probabilidade dele
acertar somente as trés primeiras questoes?

Solugao:

Considere os eventos:

A; - o estudante acerta a i-ésima questao, para i = 1,2, 3, ..., 10.

Como as questoes sao independentes, entao
P(AINANAsNA;NAs N AgNA; N AgN Ag N Ayp)

— P(A)).P(Ay).P(A3).P(A}).P(A;).... P(Arp) = (2)2.(4)7 ~ 0,17%. O

2 Distribuicao Binomial

e Um dado nao viciado ¢ lancado sete vezes e os resultados anotados. Qual é a
probabilidade de nos sete lancamentos sairem exatamente cinco vezes o niimero
57

Solucao:

Para o langcamento do dado vamos considerar os seguintes eventos:

S (sucesso) - saiu 0 numero 5

F (fracasso) - nao saiu o nimero 5.

Entao,
1 — 5

P(S) = g © P(F)=P(S)=1-P(S) = 6
Vejamos alguns dos casos em que ocorrem 5 sucessos nos sete langamentos. A
ordem das letras corresponde a ordem do langamento:

i) SSSFSFS
(i) FFSSSSS
(iii) SFSSSSF
(iv) FSFSSSS

Como os evento sao independentes, a probabilidade da sequéncia dada em (i) é:

P(SNSNSNFNSNFNS) = P(S).P(S).P(S).P(F).P(S).P(F).P(S) = (=)*.(2)2
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E da sequéncia dada em (i7) é:

P(FNFNSNSNSNSNS) = P(F).P(F).P(S).P(S).P(S).P(S).P(S) = (2)2.(

5 5
6 )

1
6

Observe que essa probabilidade é a mesma para as sequéncias dadas em (i) e
(1v), bem como, para qualquer ordenacao de 5 sucessos e 2 fracassos. Resta entao,
calcularmos quantas sao essas ordenacoes. Como cada uma dessas sequéncias
corresponde a uma permutacao dos simbolos:

SSSSSFF

~ 5,2 N . .
temos entao P, sequéncias dessa forma. Assim, a probabilidade de obtermos
exatamente 5 sucessos nos 7 lancamentos ¢ dada por:

1

)
P22 x (6)5 X (6)2 ~ 0, 187%.

Sucesso X Fracasso

Ao realizarmos um experimento, podemos assumir que certo resultado desejado
seja considerado sucesso (S) e o evento complementar, fracasso (F). Representare-
mos aqui por p a probabilidade de ocorrer sucesso e por ¢ a probabilidade de
fracasso, isto é,

p=P(S) e ¢g=P(F)=PS)=1-p.

Exemplos:

(01) Experimento: Jogar uma moeda nao viciada.
Podemos considerar:
sucesso: saiu cara
fracasso: saiu coroa
Nesse caso, p=q = %

(02) Experimento: Jogar um dado néo viciado.
Vamos considerar:

sucesso: saiu um multiplo de 3

fracasso: nao saiu um multiplo de 3

E tem-se quep:%eq: %

(03) Experimento: Retirar uma bola de uma caixa que contém 7 bolas brancas
e 3 pretas.
Consideremos:

7

sucesso: saiu uma bola branca = p = 5
fracasso: saiu uma bola preta = ¢ = 1%.



Analise Combinatdria e Probabilidade 171

(04) Experimento: Responder aleatoriamente uma questdo em um teste de

multipla escolha, com 5 alternativas por questao e apenas uma correta

Consideremos:

sucesso: marcar a resposta correta = p = %

fracasso: nao marcar a resposta correta = ¢ = %.
Considere agora que certo experimento seja repetido n vezes, sendo o resultado

de cada repeticao independente dos demais. Escolhido um evento como sucesso,

vejamos como calcular a probabilidade de ocorrerem exatamente k (0 < k < n)

sucessos nas n repeticoes do experimento.

Consideremos uma possibilidade da ocorréncia de k sucessos e (n — k) fracas-
s0s:

S58S.. . SFFFF..F

kx (n—k)x

Como as provas sao independentes, a probabilidade dessa sequéncia é dada
por:
P(SSSS..SFFFF..F)= P(S)*.P(F)"™" = p*(1 — p)"*.

kx (n—k)x

Obs: Para simplificar a notagao, estamos suprimindo o simbolo de intersecao na
probabilidade acima.

Essa probabilidade é a mesma, qualquer que seja a sequéncia em que ocorrem
os k sucessos e (n—k) fracassos. Resta contar quantas sdo as sequéncias possiveis
para as ocorréncias dos k sucessos e n — k fracassos. Isto equivale a permutar n
simbolos, sendo k simbolos iguais a S e (n — k) iguais a F', a qual é dada:

PO —ct,

assim, a probabilidade de ocorrem exatamente k sucessos nas n repeticoes é
dada por:

CF x pF x (1 —p)nF.
Com isto mostramos o seguinte teorema.

Teorema 6. (Teorema Binomial) A probabilidade de ocorrem exatamente k
sucessos em uma Sequéncia de n provas independentes, na qual a probabilidade
de sucesso em cada prova € p, € dada por:

G xptx (L—p)" ™.

0

Observe que o valor da probabilidade dada acima é o termo geral do binomio

(q+p)" =) Ckptq ™,
k=0
onde ¢ = 1 —p. Em fungao disso, essa probabilidade é chamada de Distribuigao
Binomial.
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Exercicios Resolvidos 34.
(01) Um dado nao viciado tem 2 faces brancas e 4 pretas. Qual é a probabilidade
de em 6 lancamentos desse dado, obtermos 4 vezes a cor branca?

Solugao:

Vamos considerar os eventos:

S - saiu uma face branca = p = %

F' - saiu uma face preta = g =

wino

Queremos a probabilidade de obtermos k = 4 sucessos nas n = 6 repeticoes
do evento. Usando a férmula acima, esta probabilidade é dada por:
1 20
Cox (=)' x (2)= =—.
s % (3)° % (3)" =53
O

(02) Uma pesquisa indicou que em uma cidade 75% dos automdveis tem se-
guro. Se 6 automoveis envolvem-se em um acidente, qual é a probabilidade de
exatamente 2 deles ter seguro?

Solucao:

Vamos considerar

S - o carro envolvido no acidente tem seguro

F' - o carro envolvido no acidente nao tem seguro

p=P(S)=0,75eq=P(F)=0,25.
Entao, a probabilidade pedida é dada por:
C2 x (0,75)* x (0,25)* ~ 3,3%.
OJ

(03) Constatou-se que 60% dos alunos da UFPA almogam no RU. Escolhendo-se

aleatoriamente 8 alunos dessa instituicao, qual a probabilidade de:

(a) metade deles almocarem no RU?

Solugao:

Consideremos:

S - 0 aluno almoca no RU

F' - o0 aluno nao almoca no RU

p=P(S)=2ecq=P(F)=23
Logo, essa probabilidade é:

3 2
Cy X (5)4 X (5)4 ~ 23,22%.

(b) pelo menos dois deles almogarem no RU?

Solucao:

Vamos denotar por P - a probabilidade de exatamente k& dos 8 alunos almogarem
no RU - cujo valor é dado por:

3 2 o
szggx(g)kx(g)g k.
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Entao, a probabilidade procurada é dada pela soma:

Restando o calculo de P, para k = 2,3,...,8.

Outra solugao, menos trabalhosa, é observar que:
1=FPh+P+P+P+..+F
4

8
> Pi=1—(P+ P)~99,15%.
k=2

O

(04) Um estudante resolve uma prova de multipla escolha com 10 questoes, sendo
5 alternativas por questao, com apenas uma delas a correta. Para ser aprovado
ele tem que acertar pelo menos 6 questoes. Qual é a probabilidade desse aluno
ser aprovada apenas chutando as respostas?

Solucao:

Vamos considerar:

S - o aluno acerta a questao;

F' - o aluno erra a questao.

Como cada questao tem 5 altenativas, com apenas uma correta, entao

1 4
p=PS)==- eq=PF)=1-p=—.
) D
Para ser aprovado o aluno tem que acertar 6, 7, 8, 9 ou 10 questoes. Assim, se
denotarmos por Ay - o aluno acerta exatamente k questoes, com k = 6,7,8,9, 10,
entao a probabilidade desejada ¢ dada por:

10
P(AgU A7 UAgU Ag U Ajg) = > P(A).
k=6
Resta calcular P(Ag), com 6 < k < 10.
Como os eventos sao independentes, para cada k podemos usar a féormula da
distribuicao binomial:
4

P4 = Clyx () x ()0

Assim, a probabilidade procurada é dada por:

10
1 4
P(AG U A7 U Ag U Ag U AlO) = Z CfO X (g)k X (g)lO—k.
k=6
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Lista de Exercicios 17.

(01) Langa-se uma moeda nao viciada 10 vezes. Qual a probabilidade de nos 10
lancamentos obtermos:

a) exatamente 1 cara?

b) exatamente 7 caras?

¢) pelo menos 7 caras?

(02) Uma caixa contém 9 bolas brancas, 6 pretas e 5 vermelhas. Retiram-se,
sucessivamente e com reposicao, 4 bolas dessa caixa. Determine a probabilidade:
a) das 4 bolas retiradas serem vermelhas;

b) de somente 2 bolas retiradas serem vermelhas;

c¢) de pelo menos 2 bolas serem vermelhas.

(03) Um time de futebol, sempre que joga, tem probabilidade p = % de vencer,

independentemente do adversario. Se esse time disputar 5 partidas, qual a pro-
babilidade que venca pelo menos uma partida?

(04) Uma dado é lancado cinco vezes. Qual a probabilidade de que o 4 aparega
exatamente trés vezes nos cinco lancamentos?

(05) Uma pessoa tem probabilidade 0,2 de acertar num alvo toda vez que ela
atira. Supondo que os tiros sao independentes, qual a probabilidade dela ter 50%
de acertos em 8 tiros?

(06) Um dado equilibrado tem a cor branca (B) pintada em uma de suas faces, a
cor azul (A) em duas delas, sendo as faces restantes todas vermelhas (V). Em seis
lancamentos consecutivos desse dado, determine a probabilidade de obtermos:
a) a cor branca nos seis langamentos;

b) a cor branca em exatamente 4 langamentos.

¢) a cor branca em pelo menos um dos lancamentos;

d) a seguinte sequéncia de cores: BAAVVV;

e) uma vez a cor branca, duas vezes a cor azul e trés vezes a vermelha.

Respostas da Lista de Exercicios 17

(0l.a) 2 (01.b) £& (01.c) &

(02.a) 555 (02.b) 2% (02.c) &2

128 256
(03) 2993

125
(04) 3.888

(05) 4,6%.
(06.a) 46‘1656

(06.b) =2

15.552

31.031
(06.¢) 15556

(06.d) 35

5



Capitulo 18

Esperanca Matematica

Objetivos:

v' Definir Variavel Aleatoria
v Definir e calcular Esperanga Matematica

1 Introducao

e Certo dado tem o nimero 1 em uma de suas faces, o 2 em duas delas e o
nimero 3 nas outras trés. Um jogador paga 1 real para langar esse dado. Se a
face observada for 2, ele recebe 10 reais. Caso contrario, nao recebe nada. Calcule
o valor do ganho esperado por partida.

Para responder a esta questao, precisamos entender o significado da expressao
ganho esperado. Para uma melhor compreensao, vamos resolver inicialmente as
duas questoes a seguir.

e Lanca-se o dado da questao anterior quinze vezes e obtém-se a seguinte sequéncia
de valores:
(2,1,3,2,3,2,3,3,1,1,3,3,2,3,3).

Calcule a média (aritmética) dos valores obtidos.
Solugao:
A média aritmética dos valores obtidos é dada por:

1+1+1)+24+24+2+2)+(B3+34+3+3+3+3+3+3)
15

Média =

ou ainda,

14 4%2
Média — S5 1><5 T8X3 g g3,

e Lanca-se o dado da questao anterior 300 vezes. Determine o wvalor esperado
para a média dos resultados obtidos.

Solucao:

O espago amostral para o langamento do dado é 2 = {1, 2,3}, com probabilidades

175
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para cada um dos eventos unitarios:

Assim, "espera-se”que o nimero 1 saia em % dos 300 lancamentos, ou seja, em
50 deles; o nimero 2 em % deles e 3, em % dos 300. Portanto, o valor esperado
para a média ¢ dado por:

QI+14+...+)+2+2+..+2)+3+3+..+3)

N J/ N J N S

Média — 50 100 150 — 233,
300

Podemos também expressar essa média como:

1 1 1 1 1
Média = 300 [1x50+2x 100+ 3 x 150] = —[1><(—><300)+2><(§><300)+3><(§><300)]

3000 6
y
Média:[1x1+2xl+3x1]:2 33
6 3 207
Ou seja,
3
Média Esperada = Y _i.p(i) = 2,33. (18.1)

i=1

Interpreta-se este resultado dizendo-se que se o dado for lancado uma grande
quantidade de vezes, espera-se que a média dos resultados obtidos nos lancamentos
seja 2,33.

Observa-se que o valor esperado para a média seria o mesmo para 300, 500,
1200 ou um nimero n qualquer de lancamentos, uma vez que a expressao encon-
trada em (18.1) independe do ntimero de lancamentos efetuados e é dado pela
soma dos produtos resultantes da multiplicagao dos possiveis resultados para o ex-
perimento por suas respectivas probabilidades. Este somatério é o que chamamos
de Valor Esperado ou Esperanca Matemdtica, uma grandeza que traduz a espec-
tativa com relacao ao valor de uma variavel aleatoria.

2 Variavel Aleatéria

Consideremos os seguintes experimentos e seus respectivos espagos amostrais:

Experimento 1: Lancar uma moeda duas vezes e observar o nimero de caras
obtidas nos dois langamentos.
- Espago amostral: Q0 = {0,1,2}.



Analise Combinatdria e Probabilidade 177

Experimento 2: - Lancar uma moeda duas vezes e observar os resultados obti-

dos nos dois lancamentos.
- Espago amostral: Q = {KK,CC,KC,CK}, sendo K - cara e C - coroa.

Observamos que os resultados do primeiro experimento sao numeéricos, en-
quanto os do segundo nao. Podemos classificar os resultados de um experi-
mento aleatério em quantitativos, quando numéricos, ou qualitativos, se nao
numéricos.

Em certos casos é possivel converter os resultados qualitativos em quantita-
tivos, associando um valor numérico a cada elemento do espaco amostral. Isso é
feito através de uma funcao chamada variavel aleatoria.

Definicao 10. Seja 2 um espago amostral associado a um experimento aleatorio.
Toda fung¢ao
X:Q— Rx CR,

que associa a cada s € 0 o nimero real X (s), é denominada Varidvel Aleatoria.

Se Ry = {x1,22,23,....} é um conjunto enumeravel, diz-se que X é uma
variavel aleatoria discreta. Caso contrario, X é uma varidvel aleatoria continua.

Exemplos 1:

(01) Experimento 1: Langar uma moedas duas vezes e anotar o resultado dos
dois lancamentos.

- Espago amostral: Q = {KK, KC,CK,CC}, sendo K - cara e C - cora.

Podemos definir a seguinte varidvel aleatdria para esse experimento:

X:Q— Ry
s — X (s) := nimero de caras obtidas nos langamentos
Entao,
X(KK)=2, X(KC)=X(CK)=1 e X(CC)=0.

Logo, Rx = {0,1,2} e X é uma varidvel aleatéria discreta.

(02) Experimento 2: Retirar, sucessivamente e sem reposigao, seis bolas de uma
caixa que contém 20 bolas brancas (b) e 5 vermelhas (v) e observar a sequéncia
de cores obtidas.

Temos aqui um espaco amostral qualitativo:

Q = {bbbbbv, buvvvvv, vbbvvy, vovvb, ... }.

Podemos definir a seguinte variavel aleatoria para esse experimento:
X:Q— Ry
s — X(s) := ntmero de bolas brancas retiradas.
Neste caso, X (vovvvb) = 1, X (bbbbbv) = 5, X (bbbbb) = 6.
Como Rx = {1,2,3,4,5,6}, X é uma varidvel aleatéria discreta.
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(03) Experimento 3: Fazer um teste de qualidade em um lote contendo 20
lampadas, colocando-as uma a uma em um soquete. O resultado do teste: +
(lampada perfeita) ou — (com defeito), é anotado. O teste continua até que a
primeira lampada com defeito apareca ou todo o lote seja testado.
- Espago amostral: Q@ ={—,+—++ — +++—,++++ —,....}.

A fim de associar valores numéricos aos resultados do experimento, que sao
qualitativos, podemos definir a seguinte variavel:
X:Q— Rx
s — X(s) := numero de lampadas testadas.

X(-)=1 XH-)=2, XH++—-)=3,., X(F++.+-)=n,

nx

sendo, Ry = {1,2,3,....,20}.

(04) Experimento 4: Lancar um dado e observar o resultado obtido.
- Espago amostral: 2 ={1,2,3,4,5,6}.

Embora, o espaco amostral seja quantitativo, podemos também definir uma
variavel aleatoria para esse experimento. Por exemplo,
X:Q— Rx
s — X(s) :=s.
Sendo essa uma variavel aleatéria discreta, com Ry = €.

(05) Experimento 5: Escolher aleatoriamente na reta real um ponto perten-
cente ao intervalo [0, 1]
- Espago amostral 2 = conjunto de todos os pontos existentes no intervalo [0, 1].

Temos aqui um espaco amostral qualitativo. Podemos associar a esse experi-
mento a seguinte varidvel aleatoria:
X:Q— Rx
P — X(P) := coordenada do ponto P

Neste caso, Rx = [0, 1], logo X é uma varidvel aleatéria continua.

3 Distribuicao de Probabilidade

Seja
X :Q = Ry (18.2)

s — X(s)
uma variavel aleatéria definida em um espaco amostral 2. Como ja vimos, se
s € ) nao representa uma quantidade (ndo é numérico), a varidvel aleatéria X
tem a funcdo de converter s em X (s) € R, que é um valor numérico. O préximo
passo é associar a cada nimero x; € Ry um valor p(z;) no intervalo [0,1], o
qual vai representar a probabilidade da ocorréncia de s € €. Isto também é
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feito através de uma fungao, chamada func¢ao de probabilidade, como definiremos
posteriormente.

Eventos Equivalentes

Considerando a varidvel aleatéria dada em (18.2), a cada subconjunto B C Rx
fica associado o evento B~ C 2, dado por:

Bl'={se€Q| X(s) € B}

o qual ¢ imagem inversa de B pela variavel aleatéria X, isto é, B~! = X 1(B).

Dizemos que B e B~! sdo eventos equivalentes. No caso de B = {z;} ser um

conjunto unitario, denotaremos B~! por X !(z;).

Exemplos 2:

(01) Considerando a variavel aleatéria abaixo, dada no item 01 do Exemplo 1:
X {KK,KC,CK,CC} - Rx ={0,1,2}

s — X(s) := numero de caras

Temos como exemplos de eventos equivalentes:
-B={0}=B1'=X"10)={s€Q| X(s) =0} ={CC};
-B={1}= B !'=X"Y1)={KC,CK};

-B={2} =B 1'=X"12)={KK}.
-B={0,1} =B '={seQ| X(s) € {0,1}} = {CC,KC,CK}.

(02) Para a varidvel aleatdria abaixo, definida no item 02 do Exemplo 1:

X : {bbbbbv, bvvvvv, ...} — Ry = {1,2,3,4,5,6}

s — X(s) := n® de bolas brancas retiradas

Como exemplos temos:
X71H1) ={s € Q| X(s) = 1} = {bvvvvv, vbvvvv, vobvvw, vovbv, vovvby, vovvb};
- X7H2) = {bbvvvv, bubvvv, buvbv, bvvvby, buvvvb, vbbvvy, vbvbv, vbvvby,
vbvvvb, vobbvy, Vobvby, Vobvwb, Vvbby, VVvbLb, VvVVbD};
X-

L({5,6}) = {bbbbbv, bbbbvb, bbbvbb, bbvbbb, bubbbb, vbbbbb, bbbbbb}.

Funcao de Probabilidade

Definigao 11. Seja X : Q — Rx = {z1, 22, ..., Ty, Tnt1, ..} uma varidvel aleatdria
discreta. Chama-se Func¢ao de Probabilidade da varidavel aleatoria X, a toda
funcao

p: Rx — [0,1],

z; — p(x;)
que tem as sequintes propriedades:
(i) p(z;) > 0, para todo z; € Rx;

(@) 322y plwi) = 1.
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Para cada z; € Rx, o numero p(z;), também denotado por p(X = x;), é
chamado a probabilidade de x;.

A colecao dos pares

(xi, p(x;)), 1=1,2,3,..

¢ denominada Distribuicao de Probabilidade de X. Em geral, para o caso de
Rx = {x1,,...,x,} finito, usam-se tabelas para representar a Distribuicao de
Probabilidade, como abaixo:

Z; ‘ T T2 T3 Tn

pla) | pla1) plas) plas) plan)
Observagoes
(i) Suponha Ry = {z1,22,...,2,} um conjunto finito. Se os resultados forem
igualmente provaveis, isto é, p(z1) = p(x2) = ... = p(z,), da condigao (ii) da

Definigao 11, segue que para qualquer ¢ = 1,2, ..., n:

1= 30 = nple) = ple) =

i=1

(17) Se Rx = {x1,xa, ..., Ty, ...} for um conjunto infinito enumerdvel, ndo podemos
ter um modelo equiprobabilistico, pois nesse caso Y .~ p(x;) # 1.

Embora qualquer colegao de nimeros p(x;) que satisfacam as condi¢oes dadas
na Definicao 11 possa servir como uma funcao de probabilidade, em geral a escolha
desses nimeros ¢ determinada pela probabilidade

P:Q—0,1]

associada ao espaco amostral 2, no qual a variavel aleatéria X esteja definida,
isto é, define-se

plai) = P(X (),

onde X }(z;) = {s € Q| X(s) = z;} ¢é o evento equivalente ao conjunto unitdrio

{zi}.

Definicao 12. Seja (2, P) um espago de probabilidade e X :  — Rx uma
varidvel aleatoria discreta definida em ). Definimos a probabilidade de B C Ry,
por

p(B) = P(B™)

onde B! = {s € Q| X(s) € B} € o evento equivalente a B.
Exemplos 3:

Vamos construir a distribuigao de probabilidade para as variaveis aleatérias definidas
nos itens 01 e 02 do Exemplo 1:
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(01) Experimento 1: Lancar uma moeda duas vezes e anotar os resultados
obtidos nos dois langamentos.

X {KK,KC,CK,CC} — Ry ={0,1,2}

s — X(s) := numero de caras

Para determinar a distribuicao de probabilidade devemos associar a cada
x € Rx, um numero real p(z), que expresse a propabilidade da ocorréncia se
X ().

Considerando modelos equiprobabilisticos, lembremos que no lancamento de
uma moeda temos uma fungao p : {K,C} — [0, 1], com probabilidades:

E como nos dois lancamentos os eventos sao independentes, temos as seguintes
probabilidades para os eventos unitéarios de Q = {KK, KC,CK,CC}:

P(KK) = i, P(KC)=P(CK) = i, P(CC) = i
Usando a Definicao 12 e os eventos equivalentes, como ja determinados no
exemplo anterior, temos:
p(0) = P(X71(0)) = P(CC) = &
p(1) = P(X"}(1)) = P{KC,KC}) = P(KC)+ P(KC) = %;
p(2) = P(X1(2)) = P(KK) = L.

Assim, a distribuicao de probabilidade de X é dada por:

= O
DN

N —

O
(02) Experimento 2: Retirar, sucessivamente e sem reposigao, seis bolas de uma
caixa que contém 20 bolas brancas (b) e 5 vermelhas (v) e observar a sequéncia
de cores obtidas.

X : {bbbbbv, bvvvvv, ...} — Ry = {1,2,3,4,5,6}
s — X (s) := numero de bolas brancas retiradas

Para todo k € Ry, o evento equivalente X ~'(k) corresponde a todas as reti-
radas das seis bolas, para as quais k sao brancas e (6 — k) vermelhas, portanto
¢é o conjunto formado por todas as sequéncias de ) que tem k vezes a letra b e
(6 — k) vezes a letra v. Logo,

[ XTH(k)| = G

E para cada uma dessas sequéncias, a probabilidade é a mesma, independente-
mente da ordem das letras b e v, a qual é dada por:

20x19 x 18 x ... x (20 — (k — 1 Ax . xk
P(bb...bvv..v):[ox 9 x 18 x ... x (20 = ( ) x [5x4 x ... xEk|

T/?; 25 X 24 x 23 x 22 x 21 x 20
% 6—




Lembrando

que I é
simbolo do pro-
dutdrio, isto
é Iz =

1 X T2 X ... X Tnp
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Portanto,

k— . —k
(G TT20(20 = ) x T (6= 1)
N 25 x 24 x 23 x 22 x 21 x 20

Calculando p(k), para k = 1,2, ..,6, obtemos a distribui¢ao de probabilidade:

m |1 2 3 4 5 6
(ZL‘ ) ‘ 2 95 1.140 4.845 7.752 3.876
P 17.710 17.710 17.710 17.710 17.710 17.710

Obserserve que Z?:l p(z;) = 1, conforme pede o item (i7) da Definigao 11. [

4 Valor Esperado

Definigao 13. Seja X : Q@ — Rx = {x1, 22, 23,...} uma varidvel aleatoria dis-
creta e (x;, p(x;)) uma distribuicao de probabilidade para X. O Valor Esperado
ou Esperanca Matemdtica de X, representado por E(X), € definido como:

E(X)= Z rip(7;)

se a série Yy~ x;ip(x;) convergir absolutamente, isto €, > .o, |z;p(x;)| < oo.

Se Rx = {x1,xa,...,x,} é um conjunto finito, entdao a Esperanca Matemética
¢é simplesmente a soma

E(X) = Z xip(xi)a

que pode ser considerada como uma média ponderada dos possiveis valores x1, o, .., Ty,.
A% ivei X i vaveis, ja vi
Se todos os n valores possiveis em Ry forem igualmente provaveis, ja vimos que

p(z;) = %, logo
1 n
E(X)=— 1)
(X) ng;:v

a qual é simplesmente a média aritmética dos valores de X.

Exercicios Resolvidos 35.

(01) Considerando a distribui¢ao de probabilidade construida no item 01 do
Exemplo 3, determine o valor esperado para o niimero de caras nos dois langamentos
da moeda.

Solugao:

Lembremos que a distribuicao de probabilidade dada no item 01 do Exemplo 3
foi construida para a varidvel aleatéria X : 2 — Ry, onde X(s) é o nimero de
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caras nos dois lancamentos. Portanto, o valor esperado para o nimero de caras
obtidos nos dois langamentos é dado por:

’ 1 1 11

O

(02) Considerando a distribuicdo de probabilidade encontrada no item 02 do
Exemplo 3, determine o valor esperado para o nimero de bolas brancas sacadas
na execucao do experimento.

Solugao:

Da distribuicao de probabilidade encontrada, segue que:

1X242x95+3x 1140 + 4 x 4.845 + 5 X 7.752 + 6 x 3.876
17.710 B

6
E(X) =) wplzi) =
i=1

U

(03) Considerando as familias brasileiras constituidas de 3 filhos, determine o
valor esperado para o niimero de meninas.

Solucao:

Neste caso, queremos determinar o valor esperado para uma variavel aleatéria que
ainda nao foi definida. Entao, devemos inicialmente definir a variavel aleatoria,
construir sua distribuicao de probabilidade, para entao calcular o valor esperado.

Consideremos como experimento anotar o sexo dos filhos das familias com 3
criancas. Considerando M - sexo masculino e F' - sexo feminino, ja vimos que o
espaco amostral para esse experimento é dado por:

Q={MMM,MMF,MFM,FMM, MFF,FMF,MFF, FFF}

tratando-se, pois de um espaco amostral qualitativo. Para associarmos a cada
s €  um valor numérico, definimos em {2 uma variavel aleatoria, de modo que
X (s) = numero de meninas, uma vez que esse é o valor esperado que deseja-se
calcular. Assim, definimos:
X:Q—R X
s — X (s) := ntimero de meninas

Como Ry = {0,1,2,3}, entao X é uma variavel aleatéria discreta com a seguinte
distribuicao de probabilidade:

p(z;) |

ol O
olud
owolwd DN
ool

Portanto, o valor esperado para X é:

4
1 3 3 1
E(X)= i ;) =0Xx = 1x = 2 X = 3X—:1,5.
(X) ;xp(a:) gHIxgH2x o432

4,8.
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O

(04) Certo dado tem o niimero 1 em uma de suas faces, o 2 em duas delas e
o numero 3 nas outras trés. Um jogador paga 1 real para lancar esse dado. Se a
face observada for 2, ele recebe 10 reais. Caso contrario, nao recebe nada. Calcule
o valor do ganho esperado por partida.
Solugao:
Para o langamento do dado temos como espa¢o amostral 2 = {1,2,3}. Como
deseja-se calcular o valor esperado para o ganho por partida, entao precisamos
definir em € uma varidvel aletéria, de modo que X (s) seja o ganho do jogador
na partida. Considere:

X:Q— Rx

s — X(s) := ganho do jogador na partida.

Dos dado do problema, obtemos facilmente que:
X(1)=X3)=-1e X(2)=9.
Logo Ry = {—1,9}. Assim, a distribuigao de probabilidade de X é dada por:

Wi ©

Portanto,

2
2 1
E(X)= i ;) =—1x%x = 9)(—:2,33.
(X) = D apte) = ~1x 5 405

(05) Um lote contendo 20 lampadas sera testado, colocando as lampadas, uma
a uma, em um soquete. O resultado do teste: + (lampada perfeita) ou — (com
defeito), é anotado. O teste continua até que a primeira lampada com defeito
apareca ou todo o lote seja testado. Sabendo-se que a probabilidade de uma
lampada ser perfeita é 80%, determine:

(a) a probabilidade do teste encerrar na 10% tentativa;

(b) a distribuigao de probabilidade para a variavel aleatéria X : 2 — Ry, onde
X (s) := ntmero de lampadas testadas;

(c) o valor esperado para o nimero de lampadas testadas.

Solugao:

Ja vimos que Q@ = {—,+—,++ —,+++—,++++ —,....} é 0 espaco amostral
para esse experimento e X : 0 — Ry, onde X(s) := ntmero de lampadas tes-
tadas - é a varidvel aleatéria definida em 2. Para cadan € {1,2,3,....,19} temos

os eventos equivalentes:
Xil = Q X = = —
(n) ={s € Q[ X(s) =n} {‘++T +-}
n—1Ix

que corresponde a ocorréncia de n—1 testes positivos e 1 negativo. E paran = 20

X'20)={+++.+—, +++..++}
N N’
19x 20x
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E como os eventos sao independentes:

e, n=12..,19

Py =PI =4

g20 + g207 n =20
(a) Em particular, para n = 10:

49

p(10) = =10 ~ 2,68%.
O

(b) Distribuigao de Probabilidade:
Usando p(n) determinada acima, temos a seguinte distribui¢ao de probabilidade:

x |1 2 3 4 5 .. 19 20
1 4 42 43 4% 418 219 420
p(xs) ‘ 5 5 5 H 55 - 58 520 T 520

Observe que essa distribuigao estd de acordo com o item (i) da Definigao 11, pois

Zp W= e

n=1

(c) Calculo do E(X):

Usando a distribui¢ao de probabilidade encontrada na letra (b):

4
szpxl an ) 1+20x(g)20%4,72.
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Lista de Exercicios 18.

(01) Retiram-se, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas de uma caixa que
contém 5 bolas azuis (a), 3 vermelhas (v) e 2 brancas (b) e anota-se a cor das
bolas retiradas.

(a) Determine o espago amostral €2 desse experimento;

(b) Considerando X : Q — Ry, definida por X(s) = nimero de bolas azuis
retiradas, determine Ry;

(c) Determine o evento equivalente X ~!(z;), para cada z; € Ry;

(d) Considerando a probabilidade P : P(2) — [0, 1] como um modelo equipro-
babilistico, determine a distribuicao de probabilidade para a varidvel aleatoria X
descrita na letra (b);

(e) Calcule o valor esperado para o nimero de bolas azuis retiradas.

(02) Retiram-se, sucessivamente e sem reposigao, quatro bolas de uma caixa que
contém 10 bolas azuis (a), 6 vermelhas (v) e 4 brancas (b) e anota-se a cor das
bolas retiradas.

(a) Considerando X : {2 — Ry, definida por X (s) = nimero de bolas azuis reti-
radas, determine Rx;

(b) Determine X ~1(2);

(c) Considerando a probabilidade P : P(2) — [0, 1] como um modelo equiproba-
bilistico, determine a distribuicao de probabilidade para a variavel aleatoéria X
descrita na letra (a);

(d) Calcule o valor esperado para o nimero de bolas azuis retiradas.

(03) A tabela abaixo representa a distribuigao de probabilidade de uma varidvel
aleatoria D, descrita como ”a procura didria de certo produto”. Calcule a Es-
peranca Matematica E(D).

d, |1 2 3 4 5
p(d;) 0,1 0,1 03 03 0,2

(04) Um médico cobra R$300, 00 por uma consulta particular, ja os Planos A e B,
pagam R$100,00 e R$80, 00, respectivamente por consulta. E por cada paciente
do SUS ele recebe apenas R$20, 00 por atendimento. Sabendo que 8% de seus pa-
cientes sao do plano A, 10% do plano B, 5% pagam consultas particulares, sendo
todo o restante atendimento do SUS, determine o valor esperado por consulta.

(05) Um jogador paga 2 reais para langar um dado nao viciado. Se sair o nimero
por ele previamente informado, ele recebe 10 reais. Caso contrario, nao recebe
nada. Calcule o valor esperado do ganho por partida nesse jogo.

(06) Um jogador paga 5 reais para fazer trés langamentos consecutivos de um
dado nao viciado. Se sair o mesmo ntumero nos trés lancamentos ele recebe 100.
Caso contrario, nao recebe nada. Calcule o valor esperado do ganho por partida
nesse jogo.
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(07) Para langar um dado nao viciado um jogador paga 5 reais. O jogo paga
dez reais se sair 6, sete reais se sairem os numeros 4 ou 5 e nao paga nada para
os demais resultados. Determine o valor esperado do ganho por partida neste jogo.

(08) Um lote contendo uma grande quantidade de valvulas eletronicas serd tes-
tado. As valvulas serao analisadas uma apds a outra, até que a primeira valvula
sem defeito apareca. Supondo que a probabilidade de existirem valvulas com
defeito no lote é de 10%, determine a probabilidade do teste encerrd somente na
20* valvula analisada.

(09) Do total de pecas produzidas por uma fabrica, 90% sao comercializaveis.
O restante apresenta defeito e sao descartadas. Sabe-se que a fabrica ganha 12
reais por peca vendida e perde 2 reais na producao de uma pega defeituosa. Cal-
cule o valor esperado do lucro liquido por peca, nessa fabrica.

(10) Uma caixa contém 15 bolas vermelhas e 5 brancas. Retiram-se, sucessiva-
mente e com reposicao, trés bolas dessa caixa e anota-se a cor das bolas retiradas.
Considere X : (2 — Rx a variavel aleatéria definida no espago amostral €2 desse
experimento, onde X (s) = nimero de bolas brancas retiradas.

(a) Determine a distribuigao de probabilidade para X;

(b) Calcule o valor esperado E(X).

(11) Uma caixa contém 2 bolas brancas e 8 pretas. Aleatoriamente as bolas
vao sendo retiradas da caixa, uma apds a outra até que as duas bolas brancas
sejam retiradas.

(a) Estabeleca a distribuigao de probabilidade para a variavel X : Q — Ry, onde
X (s) = ntmero de bolas retiradas até a remocao total das brancas;

(b) Calcule o valor esperado para o numero de bolas retiradas, até a remogao
total das brancas.
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Respostas da Lista de Exercicios 18

(01.a) Q = {aa,vv, bb, av, va, ab, ba, vb, bv};
(01.b) R, = {0,1,2};
(01.c) X~1(0) = {vv,bb,vb,bv}; X ~1(1) = {av,va,ab,ba}; X~1(2) = {aa}.
(01 d) g 0 1 2
' p(z;) | % 9 %
(01.) B(X) =1
(02.2) Ry = {0,1,2,3,4};
(02.b) X~1(2) = {aavv, avav, avva, vaav, vava, vvaa, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa,
aavb, avab, avba, vaab, vaba, vbaa, aabv, abav, abva, baav, bava, bvaa}
(026):5,- | 0 1 2 3 4
0 op@) | s ms ms s s
(02.d) E(X) =2 O
(03) E(D) =3,4
(04) 46,4 reais
(05) - 0, 33 reais
(06) -2, 22 reais
(07) —1 real.
(08) =~ 1, 35%.
(09) R$10,6
(10.a) o | 27 17 29 31

P@i) | & & w1 wm
(10.b) E(X) =0,75.
z; |2 3 4 5 6 7 8 9 10

\ 7
(11.a) @t 2 £ £ & & = & 2
? 45 45 45 45 45 45 45 45 45

(b) E(X)=17,33



Capitulo 19

Apéndices

1 Apéndice I
Principio Bijetivo
Lembremos que dado n € N, [,, representa o conjunto dos n primeiros nimeros

naturais:
1, = {1, 2,3, ,n}

Diz-se que um conjunto A é finito se é vazio ou existe uma bijecao f : I,, — A,
para algum natural n > 1. Nesse caso, dizemos que n é o nimero de elementos
ou cardinalidade de A, simbolicamente escreve-se |A| = n. Se A = (), dizemos
que A tem zero elementos e escreve-se |A| = 0.

Proposicao 15. (Principio Bijetivo) Se A e B sao conjuntos finitos e nao
vazios, entao

Al = [B|

se, e somente se, existe uma bijecao f: A — B.

Demonstracao:
(=) |A] = |B| = n = existe f: A — B bijetora
Suponha |A| = |B| = n, entao existem bije¢oes

g:I,—A e h:I,—B.
Portanto, a composta f := hog~!: A — B é também um bijecio de A em B.
(<) Existe uma bijegao f: A — B = |A| = |B].

Suponha |A| = n > 1, entao existe uma bije¢do ¢ : I, — A, dail a composta
fog:I,— B éuma bijegao e portanto |B| = n. O

189
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Principio Aditivo

Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntos se AN B = (). E dizemos que
os conjuntos Ay, As, ..., An, com n > 2, sao dois a dois disjuntos, se 4;NA; =0
para todo 7 # j.

Proposicao 16. (Principio Aditivo) Sejam A e B conjuntos finitos e disjun-
tos, entao

|AUB| = |A| + |B].

Demonstracao:
Se pelo menos um dos conjuntos é vazio, isso é obviamente verdadeiro, pois nesse
caso,

AUB=DB (se A=0)ou AUB = A (se B=10).
Suponhamos entao, ambos nao vazios, com
|[Al=m e |B|=n.
Entao, existem bijecoes
f:l,—A e g:I,—B.

Definamos a funcao
h:lypn— AUB

dada por:
hiz)=f(z),sel<z<m e h(m+az)=g),sel<z<n.

Vamos mostrar que h € injetora e sobrejetora, uma bijecao.

(a) h é injetora:

Sejam .,y € Iyp, tais que h(x) = h(y).

Observe quese 1 <z <mem+1<y<m+n=y=m+k, para algum
1 <k <n. Nesse caso,

hz) = h(y) = h(m + k) = f(x) = g(k) € f(Im) N g(In) = AN B =,

pois A e B sao disjuntos. Assim, sé temos dois casos possiveis:
() 1<z,y<m

h(z) = h(y) = f(z) = f(y) = x =y, pois f é injetora
(i) m+1<z,y<m4n=z=m+k ey=m+ky, com 1<k, ko <n. Logo,

h(z) = h(y) = h(m+ k1) = h(m + k2) = g(k1) = g(k2) = k1 = ko,

pois g € injetora. Logo = = y.

(b) h é sobrejetora:
Seja z € AUB = z€ A= f(I,) ou z € B=g(l,). Entao, pela defini¢ao de h,
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segue que:
se z € f(I,) = z= f(z), paraalgum 1 <z <m =z = f(z) = h(x) € h(Lntn)
ou

sez€g(ly) =z=g(x),coml1<z<n=z=g(x)=h(m+2x)€h(ln)
Em quaisquer dos casos, temos que z € h(I,,1,), portanto h é sobrejetora.

Como h : Iy, — AU B é uma bijecao, entdo |[AUB| =m+n = |A|+|B|. O

Podemos estender o resultado acima para uma quantidade finita n quaquer
de conjuntos.

Corolario 4. Sejam Ay, As, .., A, conjuntos finitos, dois a dois disjuntos. Entao
A= 141
j=1 j=1

Demonstracao:

Faremos a demonstracao por inducao em n.

(i) n=2

J4 foi provado na Proposicao 16.

(74) Suponha o resultado valido paran > 2 e considere os conjuntos Ay, As, .., A,, Ay,
dois a dois disjuntos.

Chamando B = A; U Ay U ... U A,, temos que B e A, 1 sao disjuntos, ja que os

A; s@o dois a dois disjuntos. Ent@o por (i) e pela hipdtese de inducao temos:
|A1UAs. . UA,UA, 1] = |BUA, 1] = |B|+|Ans1| = | A1+ A2+ 4| An |+ Ansa |-

Corolario 5. Se A e B sao conjuntos finitos, entao

|AUB|=|A|+ |B|—|AN B|

Demonstracao:
Claramente temos que A =(A—B)U(ANDB)e (A—B)N(ANB) =0. Entao
pela Proposicao 16,

|A|=|A—B|+|ANB|=|A—B|=|A| - |AN B|.

Por outro lado, também temos AUB = (A— B)UB, sendo esta unido disjunta,
logo segue da Proposicao 16, que

|AUB|=|A— B|+|B|=|A|— |AnB|+ |B]
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2 Apéndice 11

Principio Multiplicativo
Proposigao 17. Se A e B sao conjuntos finitos e nao vazios, entao

|A x B| =|A| x |B].

Demonstracao:
Considere A = {z1,x9,....,xn} € B ={y1, Y2, ..., yn}. Entdo

AXB= {(xlayl)a (x2ay1>"7 (xm7y1>7
(x17y2)a ($27y2)7 ceey (:L‘ma 92)7

(33'1, yl>7 (33'2, yl>7 ceey (xma yl>7

(33'1, yn)a (.1'2, yn)a ) (xma yn)}
= {(xla y1>7 (x27y1)'“(xm7y1)} U {(xla y2>7 (x27y2)"7 (xma yQ)}
U {(x1>yi)> (x2>yi)“’ (xmayz)} u..u {(x1>yn)> (anyn)“’ (xmayn)}
= A1UA2UAZUUATL, onde Az = AX{yZ} = {(ZL‘l,yZ‘), (IL‘Q,yZ‘).., (ZL‘m, yz)}

Como os A; sao dois a dois disjuntos e com m elementos cada um, segue do
Corolario 4 que o nimero de elementos de A x B é:

|JAXx Bl=m+m..+m=nxm=|A| x|B|.

O

Podemos estender o resultado acima para uma quantidade finita n qualquer
de conjuntos.

Dados conjuntos finitos e nao vazios A;, A,, ..., A definimos o produto carte-
siano A; x As X ... X A como o conjunto:

Ay X Ay X AL = {(al,ag, ...,ak) | a; € Aj,j =1,2, ,k?}
Corolario 6. Se Ay, A, ..., A, sdao conjuntos finitos e nao vazios, entdao

|A; X Ag X ... x A, = |A1] X |As| X ... X |A,]

Demonstracao:

Faremos por indugao em n.

() n=2

Ja provado na Proposicao 17.

(77) Suponha o resultado verdadeiro para n > 2 e considere os conjuntos
Ai, Aoy Ay Angr

Fazendo B = A; x Ay x ... X A,,, pela hipdtese de indugao temos:

IB| = |Ay| X |As| % ... x | Ay
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e por (i),
|IB X Apy1] = |B| X [Ans1| = |A1| X [Ag| X ... X |Au] X |[Ani1]-

Agora a funcao
fIBXAn_H — A1><A2XAn><An+1
(a1, ag, .., ap), apy1) — (a1, a2, .., Gy Gpit)
define uma bijecao entre esses conjuntos, logo
|A; X Ag X Ay X Apy1| = |B X Apga| = |A1] X |Ag] X oo X |An] X |Apia]- O

Teorema 7. (Principio Multiplicativo)
Se uma tarefa € composta de duas etapas sucessivas, sendo que:
o numero de possibilidades de realizar a 1* etapa € nq;
o numero de possibilidades de realizar a 2% etapa € ns,
entao, o numero total de possibilidades de executar a tarefa completa é dado pelo
produto:
ny X ng.

Demonstracao:

Considere

A - o conjunto com as possibilidades de executar a 1% etapa;

B - o conjunto com as possibilidades de executar a 2 etapa.

Da hipétese, segue que |A| = ny e |B| = na.

Como a execugao da tarefa T' consiste na escolha de um elemento no produto
cartesiano A x B, pela Proprosicao 17 o ntimero de modos de executar a tarefa
T é dada por |A x B| = |A] X |B| = ny X na. O

Teorema 8. (Extensdo do Principio Multiplicativo)

Se uma tarefa compoe-se de k etapas sucessivas Ey, Es, ..., Ey e hd:
ny modos de executar a etapa Ei;
ng modos de executar a etapa Es;
ng modos de executar a etapa E3;

ny, modos de executar a etapa F,
entao, o numero de possibilidades de executar a tarefa completa é dado pelo pro-
duto:
N1 X Ng X Ng X ... X Ny.

Demonstracao:
Basta considerar A; o conjunto com as possibilidades de executar a etapa E; e
aplicar o Corolario 6. O
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3 Apéndice 111

Principio da Inclusao-Exclusao

Lembremos que dados inteiros n e p, comn > 1e 1 <p <n, X, , ¢ o conjunto
definido por:

Xn,p = {(il,ig, ...,ip) e 7 | 1<y <nw<.. < le < TL} (191)

| X,.p| = CP, conforme Proposigao 8 (Capitulo 8).

Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um mesmo conjunto 2. Para cada
inteiro p = 1,2, 3, ..., n, definimos o inteiro S,, como segue:

Sp= Y A, NA,N . NA| (19.2)

(il,iQ,..,ip)EXn,p

onde X, , ¢ o conjunto definido em (19.1). Para p = 0, definimos:
SO = ‘Q‘

Lema 4. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto ). Para cada inteiro
p=20,1,2,...,n, o numero de elementos de € que pertencem a exatamente p
desses subconjuntos é dado por:

n—p

ap = Z(—l)k C§+k Sp+k

k=0

onde Spyx € como definido em (19.2) para todo p+k >1 e Sy = |Q].

Demonstracao:
Desenvolvendo o somatdrio acima temos:

a,=C0 oSy — Ch 1 Spp1 + .+ (—1)PHCY

) TSty e (FL)PCRPS, (19.3)

Como Ay, As, ..., A, C €, entao se x € (), pode acontecer desse elemento nao
pertencer a nenhum desses subconjuntos, ou pertencer a somente 1 deles, ou a 2
deles, ou a 3 deles, ..., ou a todos os n subconjuntos.

Assim, dado = € €2, vamos considerar que = pertence a m dos subconjuntos
Aq, Ay, ... Ay, para algum m = 0,1, 2,...n. Pela tricotomia, comparando m com
p temos 3 casos possiveis:

(i) m < p:

Isso significa que = pertence a menos de p dos subconjuntos Ay, As, ..., A,. Logo,
esse elemento nao sera contado nenhuma vez na soma (19.3), uma vez que o
somatoério comeca com S,, o qual é uma soma com todas as parcelas sendo in-
tersecoes de p > m dos subconjuntos;
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(i) m = p;

Nesse caso, x pertecence a exatamente p dos subconjuntos A;, As, ..., A, e por-
tanto, sera contado como 1 unidade apenas em S,, que estd na 1 parcela de
(19.3) e provém da intersegao desses p subconjuntos. Multiplicando pelo coefi-
ciente daquela parcela, segue que = serd contato:

C’g+0>< 1 =1 vez;

(i43) m > p:
m > p = m = p+ j, para algum algum 1 < j < n — p. Entao, x serd contado
uma vez em cada uma das parcelas que tem os inteiros Sy, Spi1, Spt2, -y Sptj-

De (19.3) temos que que x serd contado:

J
Z(_1>kC§+kSp+k

k=0

Aplicando a definigdo de Sy;; para n = p + j (j4 que neste caso o total de sub-
conjuntos a que x pertence é p + j) temos:

Ser]g — E ‘All mAZQ ﬂ...Ap+k‘.
(11,82, sipt k) EXprj prk

Em cada parcela deste somatorio, z é contato uma vez, ja que ele pertence a to-

dos os p + j subconjuntos. Pela Proposicao 8, este somatério tem Cgﬁ parcelas.
Logo x sera contado:
j k j k)! )!
i::O(_]')]g Cngk CII;:] = izo(_l)k(l;g—:—p') X (p+(kp)—!’—(]j)fk)!
_ () N (_1)19;
- k=0 K (G—k)!
+5)! j j!
- (I;;!j!) 2:0(_1)%!(;49)!
= D0 CF(=1)F = CF, ; x 0 = 0 vezes.

Na tltima passagem, usamos que 5 _, C¥(—1)* = 0, conforme a questao (07)
de Lista de Exercicio 12.

De (i), (it) e (iii), segue que a, conta uma Unica vez cada elemento de {2 que
pertence a exatamente p dos subconjuntos, e zero vezes todos os demais. ([l

Lema 5. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto ). Para cada inteiro
p=1,2,...,n, o numero de elementos de €2 que pertencem a pelo menos p destes
subconjuntos é dado por:

by =D (=1)" Cpiut Sp-

p

Demonstracao:
Devemos contar todos os elementos de 2 que pertencem a exatamente p dos sub-
conjuntos, mais os que pertencem a exatamente p 4+ 1, mais os que pertencem a
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exatamente p + 2, ..., mais os que pertecem a n deles. Pelo Lema 4, este total é
dado por:

n—p |[n—(p+I)

by = aprotapr1tapiot...tap_1+a, = Z Ap+1 = Z Z (_1)k C(kp+l)+k‘ S(p+i)+k
1= =0 k=0

Desenvolvendo esses somatorios, teremos parcelas com Sy 0, Spt1, Spt2,---s Sn-
Agrupando essas parcelas podemos reescrever este somatoério como:

n—p
by = Z Bp+jSp+i
§=0

onde f3,1; ¢ o coeficiente de S, ;, o qual determinaremos agora.

Para que p+ 1+ k = p+ 7, devemos ter k = j — [. Assim, para cada
1=0,1,2,...,n—p, devemos tomar k = j — [ no somatério de a,4;, a fim de obter
o coeficiente de Sy, ;. Entao,

?

Bp-i-j = Z( )] lCJpJ:l +(G-1)

=0

Como devemos ter j —1 > 0, entao [ > j, assim o limite superior deste somatorio
¢ j. Portanto,

j
Bps = D (1Y CL = [(F1) O+ (C 1) T O+ (=) 20 (- 1) 1 Gy +(-1)°Cp
=0
Pela Relacao de Stifel, cada parcela do somatorio acima pode ser decomposta
como soma de outras duas:

Bp-i—j—( )[O]ﬂ 1+C+] 1] ( ) [CJ-H 1+O+j 1]

( )j 2[0]-1-] 1+C+_] 1] : ( ) [Cl+] 1+CO+] 1] ( )OCer] 1
- (_1)j01§+]—1
Assim,
n—p o n—p
bp = (_1)]Czj>+j—15p+j = Z(_l)k C§+k—1 Sp+k'
§=0 k=0
]

Teorema 9. O niumero de elementos da unido Ay U Ay U ...U A,, € dado por:

n

AT U Ay U U A, =) (DS, (19.4)

k=1

onde Sy € como definido em (19.2).
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Demonstracao:
r € AjUAyU ... UA, se x pertencer a pelo menos um dos conjuntos A;, logo,
pela Lema 2:

n—1

(AL UA UL UA [ =bi =) (1) CFSie = 81— Sy + S5 + .. + (=1)" 5,

k=0

0



Bibliografia

1]

BACHX, Arago de C. et al. Preludio a Andlise Combinatoria. Sao Paulo.
Editora Nacional, 1975.

HAZZAN, Samuel. Fundamentos da Matemdtica Elementar 5 - Probabili-
dade - Combinatéria. Editora Atual, 1977.

MAYER, Paul L. Probabilidade - Aplicacoes a Estatistica - 2% Edicao. Rio
de Janeiro. Editora LCT, 2003.

MORGADO, Augusto Céar de OLiveira et al. Andlise Combinatoria e Proba-
bilidade. 9* Edicao. Rio de Janeiro: SBM - Colecao Professor de Matematica,
2006.

NETO, Antonio Caminha Muniz. Topicos de Matemdtica Elementar - Vol. 4
- Combinatoéria. 1¢. Rio de Janeiro: SBM - Colegao Professor de Matematica,
2012.

198



	Capa
	Princípios da Contagem
	Introdução
	Cardinalidade de um Conjunto Finito
	Princípios Básicos da Análise Combinatória
	Princípio Multiplicativo (P.M.)
	Princípio Aditivo


	Uso do Princípio Multiplicativo
	Recomendações
	Começar pelas Restrições
	Restrição mais Seletiva
	Dividir o Problema em Casos


	Arranjos e Permutações 
	Introdução
	Cálculo do Número de Arranjos
	Permutações

	Combinações Simples
	Número Binomial
	Combinações Simples
	Cálculo do Número de Combinações Simples

	Permutações Circulares
	Introdução
	Definição
	Número de Permutações Circulares

	Permutações com Repetições
	Introdução
	Número de Permutações com Repetições

	Combinações Completas
	Introdução
	Equações lineares com coeficientes unitários
	Combinações com Repetições

	Princípio da Inclusão-Exclusão
	Introdução
	Notações
	Princípio da Inclusão-Exclusão

	Permutações Caóticas
	Introdução
	Ponto Fixo
	Permutação Caótica
	Cálculo do Número de Permutações Caóticas

	Princípio de Dirichlet
	Introdução
	Princípio das Gavetas
	Aplicações do Princípio das Gavetas

	Triângulo de Pascal
	A Construção 
	Propriedades do Triângulo de Pascal
	1 - Relação de Stifel
	2 - Igualdade de Elementos Equidistantes
	3 - Teorema das Linhas
	4 - Teorema das Colunas
	5 - Teorema das Diagonais


	Binômio de Newton 
	Introdução
	Termo Geral do Binômio de Newton

	Experimento Aleatório
	Experimento
	Experimento Determinístico
	Experimento Aleatório

	Espaço Amostral
	Evento
	Tipos de Eventos


	Probabilidade
	Introdução
	Função Probabilidade
	Modelo Equiprobabilístico
	Regra da Adição
	Generalização da Regra da Adição

	Probabilidade do Evento Complementar

	Probabilidade Condicional
	Introdução
	Probabilidade Condicional
	Probabilidade da Interseção de Eventos

	Probabilidade Total
	Introdução
	Probabilidade Total
	Probabilidade das Causas

	Distribuição Binomial
	Eventos Independentes
	Distribuição Binomial
	Sucesso  Fracasso


	Esperança Matemática
	Introdução
	Variável Aleatória
	Distribuição de Probabilidade
	Eventos Equivalentes
	Função de Probabilidade

	Valor Esperado

	Apêndices
	Apêndice I
	Princípio Bijetivo
	Princípio Aditivo

	Apêndice II
	Princípio Multiplicativo

	Apêndice III
	Princípio da Inclusão-Exclusão


	Bibliografia

