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* Operacodes com fungdes e intervalos;
* Novas fungdes a partir de fungdes conhecidas;

* Problemas envolvendo fungdes;

Conteldos essenciais para a resoluedo dos
exercicios

* Funcdo e suas propriedades;

* Intervalos e suas propriedades;



* Na questdo citada tem-se a modelagem de problemas por

funcdes:
Modelagem de

Problemas utilizando

funcgdes

» Na questdo citada efetua-se as operagdes de fungdes:

Operagoes e
Transformacoes de
Fungdes * Na questdo citada efetua-se as transformagoes de fungoes a

partir de fun¢des conhecidas:



Encontre o dominio das seguintes fungoes:

@ f(x)=+vx+V3-x;
©) () = e
© f(x)=Va2—4x+3;
(d) f(x) = ﬁ
0000 Considere o grafico da fungdo f(x) dado por

Use o grafico de f(x) para esbogar o grafico das seguintes fun-

¢Bes:
(@ f(x+1);
() —f(x);
©) 1f )l
(d) f(x)-3.
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1
Seja f(x) = —.
1-x
(a) Qual o dominio e a imagem de f(x)?

(b) Encontre a composta f(f(x)). Qual o dominio desta fun-

cao?
(c) Encontre f(f(f(x))). Qual o dominio desta funcao?

(d) Desenhe o gréficode f(f(f(x))).

Estudos sobre a concentragdo de mondxido de carbono
no ar indicam, em certas cidades, que essa concentracdo pode
ser modelada por uma funcdo do tipo c¢(p) = 0,7 p + 3 partes
por milhdo para uma populacdo de p mil habitantes. Por outro
lado, pesquisas de desenvolvimento demografico indicam que a
populacio de uma cidade, em ¢ anos, serd de p(¢) = 3 +0, 3 > mil
habitantes.

(a) Qual € a concentracdo de mondxido de carbono no ar em
funcdo do tempo?

(b) Qual o tempo necessdrio para a concentracdo de carbono
atingir o valor de 8, 46 partes por milhdao?



Verifique se as fungdes apresentam res-
tricdes nos denominadores e/ou raizes.

Use um aplicativo (Geogebra, por
exemplo) e observe as transformacdes nos
grificos de uma funcdo qualquer e as com-

pare com o gréfico da funcdo dada.

Verifique a restricdo no denominador.

Faca (¢ o p)(1) = c(p(1)).



Encontre o dominio das seguintes funcoes:

@ f(x)=vx+V3-x

Solucido: O dominio de f(x) sdo todos os valores reais de x tais que x > 0e 3 —x > 0.
Observeque3-x>0=3 > x & x < 3.

Agora, fazendo a intersec¢do obtemos

ce--1--0°
wWe--ew

Portanto, o dominio da fun¢do f(x) € o seguinte intervalo:

Dy={xeR|0<x<3}=[03]

5
(b) f(x) =1

— cos(x) ;

Solucao: O dominio de f(x) sdo todos os valores reais de x tais que o denominador é
diferente de zero, ou seja,

0

-1

1 —cos(x) #
+

cos(x) # 1
+
+

—cos(x)

X arccos(1)

X

2nmt (n € N).

Portanto, o dominio da fung¢do f(x) serd

Dyyy={x€R|x #2nm e n € N}



() f(x)=Vx2—-4x+3;

Soluciio: O dominio de f(x) sdo todos os valores reais de x tais que x> —4x + 3 > 0,
ou seja, x> — 4 x +3 > 0. Vamos calcular as raizes da equacdo x> — 4 x + 3 = 0 e analisar o
sinal desta funcdo. Assim,

(VDT -413 4xVE 42
t 2.1 “ T2 T2
Logo, as raizes sao x; = 1 e x, = 3. Fazendo a andlise do sinal da fun¢do quadrética temos

5 00
r*—4xr+3 ®

Portanto, o dominio da fun¢do f(x) € o seguinte conjunto:

Df=f{xeR|x<1 ou x2>3}=(-00,1]U[, +00)

1
(d f(x) = —F—F%

x2 =9I’

O dominio de f(x) sdao todos os valores reais de x tais que o denominador € diferente de
Zero, assim

x2-920=>x2-9#20=x2 29 = x # +V9 = x # +3.

Portanto, o dominio da fun¢do f(x) € o seguinte conjunto:

Df={xeR|x#-3 e x+#3}=R-{-3,3}

Considere o grafico da funcao f(x) dado por




Use o gréfico de f(x) para esbogar o gréfico das seguintes funcdes:

(a) f(x+ 1): deslocamento de 1 unidade para a esquerda.

Solucio:

(b) —f(x): reflexao no eixo x.

Solucio:

(¢) |f(x)|: grafico com valores f(x) > 0.

Solucao:

10



(d) f(x) —3: deslocamento de 3 unidades para baixo.

Solucao:

I )

1
Seja f(x) = —.
1-x
(a) Qual o dominio e a imagem de f(x)?

Solucdo: O dominio de f(x) sdo todos os valores reais de x tais que o denominador é

diferente de zero, ou seja, | —x #0 = x # 1.

Além disso, observe que 1 #0,isto &, f(x) #0.

- X
Logo, o dominio e a imagem de f sdo, respectivamente, Dy = {x € R | x # 1} e

Ims = {f(x) €R| f(x) #0).

(b) Encontre a composta f( f(x)). Qual o dominio desta fungao?

Solucio: Temos que:

1 1 1 1 -1
g(x):f(f(x))=f(1_x)= —cToTC T
1=

1-x 1-—x l—x
Agora, observe que, além de x # 1, temos x # 0.

Logo, D, ={x eR|x#0ex # 1}.

(c) Encontre f(f(f(x))). Qual o dominio desta funcao?

11



Solucio: Sendo g(x) = f(f(x)), temos que:

1 1 1
h(x) = f(g(x)) = v bt dl
1_1_L I- X X x

Logo, de maneira andloga ao item anterior, o dominiode h(x) é D, = {x e R|x #0e x # 1}.

(d) Desenhe o gréficode f(f(f(x))).

Solugao: Sabemos que

1
h(x) = fFf(0)) = ———F—=~x.

Estudos sobre a concentragdo de monéxido de carbono no ar indicam, em certas cidades,
que essa concentragdo pode ser modelada por uma funcao do tipo c¢(p) = 0, 7 p + 3 partes por milhdo
para uma populagdo de p mil habitantes. Por outro lado, pesquisas de desenvolvimento demografico
indicam que a populagio de uma cidade, em ¢ anos, serd de p(f) = 3 + 0, 3 > mil habitantes.

(a) Qual é a concentracdo de mondxido de carbono no ar em fungdo do tempo?
Solucio: A concentracdo de mondxido de carbono em fungdo do tempo € dada pela composta
0,73+ 0,3t%) + 3
2,140,212 +3
5,1+0,21¢

c(p(?))

Logo, a concentragdo de monodxido de carbono € c(p(t)) = 5,1 + 0, 2172 partes por milhao.

12



(b) Qual o tempo necessdrio para a concentracdo de carbono atingir o valor de 8,46 partes por
milhdo?

Solucao: Fazemos

c(p(t)) = 8,46

51+0,21> = 8,46
0,212 = 8,46-5,1

5 3,36

= — =1l
! 0,21 6

Logo, t = 4 anos € o tempo procurado.

13
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Métodos e Técnicas 25
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Inclinacdo da reta tangente por limite;

Propriedades,limites infinitos e limites no infinito;

Continuidade de uma funcao;

Teorema do Valor Intermediario e Teorema do Confronto;

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exerdcios

* Funcdes e suas propriedades;

* Limite e suas propriedades;

14



* Nas questdes citadas tem-se o uso das propriedades opera-
torias de limite:

Propriedades
Operatorias de Limite,
Limites Infinitos, . ) o o
o ) * Nas questdes citadas usa-se limites infinitos e limites no
Limites no Infinito e

o infinito:
Continuidade.

» Na questdes citadas usa-se continuidade de funcoes:

* Nas questdes citadas usa-se o Teorema do Valor Interme-

Teorema do Valor didrio e o Teorema do Confronto:
Intermediario e Teorema

do Confronto

15



eeocoO Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou fal-
sas. Em qualquer um dos caso, explique. Se for falsa explique ou
dé um contra-exemplo.

(a) A notacao lir% f(x) = 10 representa que o limte de f(x),
X—
quando x aproxima-se de 2, € 10;

(b) Se f(3) =9 entdo o limite de f(x), quando x aproxima-se
de 3,¢€9;

(c) Se o limite de f(x), quando x aproxima-se de 3, é 9 entdo

f3) =9

(d) Quando x aproxima-se de 1, se os limites de f(x) e g(x)
sdo, respectivamente, —1 e 2, entdo o limite de f(x) + g(x),

quando x aproxima-se de 1, € 1.

¢eco© Com suas proprias palavras, descreva o significado de um

limite infinito. Podemos afirmar que co € um niimero? Explique.

¢eeo0 Encontre o limite. Se existir, cite as propriedades usadas.

Se nao existir, explique por qué:

1
lim |1+ —
(a) xl—r>r(1)( " xz)

(b) lim L= ‘3/1;

x—1t X —

16
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(a) Encontre os valores de a e S tais que

lim
x—0

(b) Seja
f(x)_{Z—x2 se x<a

X se X >«

Determine « tal que lim f(x) = f(a).
X—a

eeeo0 Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou fal-
sas. Se for verdadeira, explique ou dé um exemplo. Se for falsa

dé um contra-exemplo.

(a) Sejam f(x) e g(x) tais que f(x) e g(x) sdo iguais, exceto
no ponto a, para todo x € (a,b), x # @, com a € (a, b).
Se o limite de g(x), quando x tende a «, é o valor L, entdo

o limite de f(x), quando x tende a @, também € L.

(b) O limite de uma fung¢do racional f(x), quando x tende a «,

€ sempre f(a).
(¢c) Seo lim |f(x)| = |L| entdo lim f(x) = L.
X—a X—a

(d) Se lim f(x) = +c0 e limg(x) = L > 0 entdo

lim £(x) g(x) = +oo.

17



eeeo0 Com suas proprias palavras explique os teoremas ilustrados

nas seguintes figuras:

(a)

[ situa-se aqui

(b)

Qual o nome de cada um destes teoremas?

18
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(c)

(d)

()

(b)

Dé um exemplo da aplicacao do teorema do item (a). Faca

um desenho para ilustrar essa aplicagdo;

Use o teorema do item (b) para mostrar que a fungdo po-
linomial f(x) = x> + 3x — 2 tem pelo menos uma raiz no

intervalo [0, 1].

Descreva a diferenca entre descontinuidade removivel e
aquela que ndo € removivel. Em sua explicacdo, dé exem-

plos das seguintes situacoes:

(i) uma funcdo com uma descontinuidade ndo removivel

em x = 1;

(ii) uma fun¢do com uma descontinuidade removivel em

x=-1;

(iii) uma fun¢do que tenha as duas descontinuidades des-

critas nos itens (i) e (ii).

Esboce o grifico de uma func¢do f qualquer tal que

xli_>n21+ fx) =1 xli_}rg_ f(x)=0.

Essa funcdo € continua em x = 2? Explique.

19



eeeo0 Encontre o limite das seguintes funcdes trigonométricas:

sen (x)

!
O

(b) lim

x—0

3(1 = cos(x))
X

tg® (x)
X

. sen (2x)
O Sy

!
Ol

eeoco Nos exercicios abaixo, use o grifico para determinar

lim f(x) e discuta a continuidade da funcdo f(x).
X—=C

(a)

20



(b)

f
0 3 x
@000 Encontre o(s) intervalo(s) no(s) qual (quais) a fungao f(x)
€ continua. Esboce o grafico de f.
@ f() = 5
b) f(x)=xVx+4
T
© £ =tg(3+)
X se x>2
d = B
@ 7 { x=3x+1 se x<2
eeo0oO A funcio s(r) = —5,9¢> + 160, chamada fungio deslo-

camento, descreve a altura (em metros) que um objeto cai, em
t segundos, de uma altura inicial de 160 metros. Considere a
velocidade no tempo t = a dada por

. s(a) = s(1)
lim ———.

t—a a-—1t

)

21



(a) Encontre a velocidade do objeto em ¢ = 6. Qual a veloci-

dade de impacto do objeto no solo?

As

(b) Sabendo que a velocidade média do objeto € Av = —, dé

uma interpretacdo da velocidade descrita por (1).

000 . ~ . ~ .
Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou

falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa dé um contra-

exemplo.

(a) O coeficiente angular da reta tangente ao grédfico da

funcdo derivavel f no ponto (1, f(1)) é dado por
S +Ax) - f(1),
Ax ’

(b) Uma funcdo que é continua no ponto (a, f(a)) é também

derivéavel em (a, f(a));

(¢) Uma fung¢do que € descontinua no ponto (a, f(a)) € também

derivavel em (a, f(a));

(d) A reta tangente ao grafico de uma funcao derivavel f pode

tangenciar o grafico de f em dois pontos.

22



Tome como contra-exemplo uma fun-
cdo por partes. Por exemplo,

f(x)_{ax sex < a

b sex > a

coma, b € R.
Leia a defini¢do de limite infinito.
Lembre-se que

a + b

(a £ b)(a® F ab + b°)

x sex>0
—x sex<0

No primeiro item, racionalize utili-

e que

|x|

zando o termo conjugado do numerador e
tome @ = 2. No segundo item, calcule os
limites laterais.

Tome como contra-exemplo a fungdo

2 (}’2

fo=""2,
—

(0

a # 0.

Leia sobre o Teorema do Valor Interme-
didrio, o Teorema do Confronto e suas apli-

cagoes.

23

Para uma fun¢@o com descontinuidade
ndo removivel em x = a, considere, por
exemplo, uma func¢ao por partes do tipo

b sex<a
fx) = {
-b sex>a
e calcule os limites laterais lim f(x) e
x—a*
lim f(x).

x—a-

Use o limite fundamental

. sen (u)
lim =

u—0 u

1.

Lembre-se que uma fun¢ado f(x) € con-

tinua em x = a se lim f(x) = f(a).
X—da

Lembre-se que uma fungao € continua
em todos os pontos do seu dominio, assim,
analise suas restri¢des e encontre os interva-

los pedidos.
Calcule o limite para a = 6.

Tome a funcdo f(x) = |x| e calcule
as derivadas laterais.



Determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos caso,
explique. Se for falsa explique ou dé um contra-exemplo.

(a) A notacdo lin} f(x) = 10 representa que o limte de f(x), quando x aproxima-se de 2, é 10;
X—
Solucao: Verdadeiro. A notacdo lim f(x) = L representa que o limte de f(x), quando x

aproxima-se de a, é L.

(b) Se f(3) =9 entdo o limite de f(x), quando x aproxima-se de 3, € 9;
Solucao: Falso. Considere o seguinte contra-exemplo::

0 sex >3

f(x):{3x sex <3

Observe que f(3) =9, mas o lin% f(x) ndo existe , pois lirgl f(x)=0e lirgl f(x)=09.
x— x—37* x—3~

(c) Se o limite de f(x), quando x aproxima-se de 3, € 9 entdo f(3) = 9;

Solucao: Falso.

1% solugdo: De fato, de acordo com a definicdo, a funcdo ndo precisa estar definida em x = 3,
isto é, f(3) =9, para que o limite exista. Considere, como contra-exemplo, a fun¢ao:

54x — 162
f(x) = ﬁ

Note que x = 3 nao faz parte do dominio de f. Porém,

. . S54x—162
IO = ey
. 54(x—73)
= lim ————
x—3 ()C + 3)M
. 54
= 1m
—3x+3
54
6
= 9.

2% solugao: De fato, considere o seguinte contra-exemplo:

24



3x se x<3
f(x) =739 se x>3
1 se x=3

Observe que lir% f(x) =9, mas f(3) =1.
X—

(d) Quando x aproxima-se de 1, se os limites de f(x) e g(x) sdo, respectivamente, —1 e 2, entdo
o limite de f(x) + g(x), quando x aproxima-se de 1, € 1.
Solucdo: Verdadeiro. Considere a seguinte propriedade:

lm[f(x) +g(x)] = lim f(x) + lim g(x).

Assim, temos que:

lim £(x) +lim g(x) = m[£ () +g(x)] = ~1+2 = 1.

Com suas préprias palavras, descreva o significado de um limite infinito. Podemos afirmar
que oo € um numero? Explique.
Solucio: Dizemos que o limite de uma funcdo f(x), quando x tende a a, € infinito, isto &,

lim f(x) = oo

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tdo grandes quando
quisermos) tornando x suficientemente proximo de a, mas ndo igual a a. Assim, o simbolo oo nao

trata-se de um ndmero, mas corresponde a um valor muito grande.

Encontre o limite. Se existir, cite as propriedades usadas. Se ndo existir, explique por qué:

(a) lim (1 + %)

x—0

. . 1
Solucio: O limite ndo existe. Como lim1 = 1 e lim — = +oco temos que a soma cresce
x—0 x—0 x2

ilimitadamente, ou seja,
1
lim (1 + —) = 400,
x—0 x2
1 -+
(b) lim vx

x—1t X —

25



Soluciio: O limite existe. Observe que, x — 1 = ¥/x — (1)3. Entio

1-¥% _ a-1_  {x-1
T R (R

Agora, usando que a’ — b = (a - b) (a* + a b+ b*) vamos fatorar o denominador:

R Jx -1
(V)3 - (13 x-Dx2+x+ ).

Simplificando tem-se

_ Wx-1 _ Vx—1
(Vx)3 = (1)3 Wx-DH(V2+Yx+ 1)
= - N =T , se x#1
(=T (V2 + 45 +1)
1
= - ¢1
Va2 +¥x + 1 7

Usando que lim f(x) = lim g(x) para f(x) = g(x), Yx, x # c e a propriedade do limite do
quociente tem-se

=x 1

lim =

=1t x—1 xirlil+_\3/x2+\3/}+1
3 1
V24T +1
1
-3
. x=2]
=

Solucao: O limite ndo existe, pois os limites laterais sao diferentes. De fato,

-2
lx = 2] (x 2):1 se x>2
— X —
)] —(x=-2
x=2 (x—):—l se x<2
x—=2
Logo,
-2
lim X | = lim -1 =-1
x—2- x—2 xX—>2-
-2
fim 222 - fim1=1
x—2+ x —2 x—2t

26



(d) lim

x3+216

x—»—6 Xx+6
Solucdo: O limite existe. Observe que

X +216  x°+(6)°
x+6  x+6

Usando que a’ + b = (a + b)(a* — a b+ b*) obtemos
X +216 X7+ (6)°
x+6 a x+6
(x +6) (x> — 6 x + 36)
xX+6

(x+6)(x% - 6x +36)
X * -6

= Se€

Usando que lim f(x) = lim g(x) para f(x) = g(x), Vx, x # c e as propriedades de limite da
X—C X—C

soma e limite do produto tem-se

34216
lim rren lim ()c2 — 6x + 36)
x——6 X+6 x——6
= 36+36+36
= 216

(a) Encontre os valores de a e (8 tais que

lim
x—0

X

Solucao: Racionalizando, obtemos

Va+Bx2-\2 _ \/m—ﬁ<\/m+\/§>
x2 X2 Va+ BxZ+2
a+ Bx*-2

2 (Ya + B2 +V2)

Escolhendo o = 2 tem-se

Va+ BxZ-2 B B x?
= 2 (V2+ B+ 0)

= P se x#0.

(V+pai+2)

27



Entdo, para @ = 2

lim 'a/+,8x2—\/§ = lim P
x—0 x? X0 (,/2+ B2+ \/5)

_ B
2V2
2. 242
Mas, lim a+ﬂ;€ \/_:\/E,elogo,
x—0 X
i:\/5:'ﬁ:4.

2V2
Portanto, @ =2 e 5 = 4.

(b) Seja
f(x)_{Z—x2 se x<a

X se x>«

Determine « tal que lim f(x) = f(a).
X—a

Solucdo: Observe que f(a) = 2 — a?, lim+ f(x) = ae lim f(x) = 2 - a@*. Como

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) tem-se
x—a x—at x—a~

a=2-a’*=at+a-2=0

Logo,
-1+v1-41.(-2) -1+3

a = 5 = 7 a1 =1, a, = -2.

Determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, explique
ou cite o teorema. Se for falsa dé um contra-exemplo.

(a) Sejam f(x) e g(x) tais que f(x) e g(x) sdo iguais, exceto no ponto a, para todo x € (a, b),
X # a,coma € (a,b). Se o limite de g(x), quando x tende a «, € o valor L, entdo o limite de

f(x), quando x tende a @, também é L.
2

Solucio: Verdadeira. Considere o seguinte exemplo: f(x) = al 7
x f—
f(x) = g(x),¥x, x # 1. De fato,

e g(x) = x + 1. Entdo,

-1 (x=Dx+1)
B=I 7%= 1l

=x+1,sex#1.
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(b) O limite de uma fung¢do racional f(x), quando x tende a a, € sempre f ().

Solucdo: Falsa. Considere a fungao:

2 2
X*—a
f(x) = , a#0.
X —a
Note que,
x?-a?  (x+a)(x—a) (x+ @) .
= =(x+a), se Xx#a
X—a (x—a)
Logo,
2 2
X“—a
lim = lim(x + @) = 2a.
x—-a X — o x>

Porém f(x) ndo estd definida em x = @, pois o denominador se anula em .

(¢) Seo lim |f(x)| =|L| entdo lim f(x) = L.
X—a X—a

Solucao: Falso. Considere a funcdo:

f(x):{l se x>0

-1 se x<0

Entdo, |f(x)| = 1, lirr(l)lf(x)l =1 = |1|. Mas, lil’{)l f(x) =-1e lirgl f(x) = 1. Logo,
x— x—0~ x—0*t

lim f(x) nao existe.
x—0

(d) Se lim f(x) = +ooe lim g(x) = L > 0 entdo lim f(x) g(x) = +oo.
X—a X—a X—a

1
Solucio: Verdadeira. Considere o seguinte exemplo: liII(l) f(x) = lirr(l) — =txe liII(l) g(x) =
X— x—-U0 X X—

lim 1 = 1. Entdo,
x—0

1
li . =lim —.1 = :
L )49 = Ly 5.1 = oo

Com suas préprias palavras explique os teoremas ilustrados nas seguintes figuras:
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(a)

f situa-se aqui

h
h

Solucdo: O teorema chama-se Teorema do Confronto e afirma que se aimagem de uma funcao

(o) S

f(x) encontra-se entre a imagem de duas funcdes g(x) e h(x) com g(x) < h(x) para todo x
numa vizinhanga do ponto c, e se g(x) e h(x) tem limites iguais a L, quando x tende a c, entao

f terd limite L, quando x tende a c.

(b)

A
Y

Solucio: O teorema chama-se Teorema do Valor Intermedidrio e afirma que para uma fungao
continua f(x) no intervalo compacto [a, b] e k € Rtal que f(a) < k < f(b) existe pelo menos

uma solugdo ¢ € (a, b) da equagdo f(x) = k, ou seja, f(c) = k.

Observe que no caso da figura acima, a equacgado tem trés solugdes.
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(c) D& um exemplo da aplicacdo do teorema do item (a). Faca um desenho para ilustrar essa

aplicagao.
Solucio: Considere a seguinte fungdo f(x) = |x|sen (x).

Como —1 <sen(x) <1,¥x € Re |x| = 0 tem-se
—|x|] < |x|sen (x) < |x], Vx e R.
Portanto, fazendo g(x) = —|x| e h(x) = |x| tem-se
g(x) < f(x) < h(x),Vx € R.
Alem disso,

se x<0

h(x):{x se x>0
-x se x<0

-x se x>0
g(X)={
X

Logo, liII(l) g(x)=0e liII(l) f(x) =0 e pelo Teorema do confronto liII(l) f(x)=0.
X—> X— X—>

A seguinte figura ilustra o exemplo dado:

(d) Use o teorema do item (b) para mostrar que a funcdo polinomial f(x) = x> + 3x — 2 tem pelo

menos uma raiz no intervalo [0, 1].

Solucdo: Calculando os valores que a fun¢do assume nas extremidades do intervalo, obtemos
f(0) =-2e f(1) =2. Como f(0) < 0 < f(1), concluimos que, pelo Teorema do Valor
intermedidrio, deve existir um nimero real ¢ € (0, 1), tal que f(c) = 0.
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(a) Descreva a diferenca entre descontinuidade removivel e aquela que nao € removivel. Em sua

explicagdo, dé exemplos das seguintes situagoes:

(i) uma fungdo com uma descontinuidade nao removivel em x = 1;

(ii) uma fun¢do com uma descontinuidade removivel em x = —1;

(iii) uma fun¢do que tenha as duas descontinuidades descritas nos itens (i) e (ii).

Solucao: Uma descontinuidade em ¢ € chamada removivel se f pode tornar-se continua por
uma defini¢ao (ou redefini¢do) apropriada do valor f(c). Uma descontinuidade em ¢ chama-se

ndo removivel se f esta definida em ¢, mas o limite lim f(x) ndo existe.
X—C

(i) Considere a fungao
2 se x<1
xX) =
7 { -2 se x>1
Observe que lim+ f(x)=-2e linll_ f(x) =2, elogo, o limite lin% f(x) ndo existe. Entdo, f

tem uma descontinuidade nao removivel em x = 1.
2

(ii) Considere a fun¢do f(x) = . Observe que f ndo estd definida em x = —1. Logo, é
descontinua em x = —1. Mas, esta descontinuidade € removivel, pois podemos definir f(—1),
por exemplo, por f(—-1) = -2.
(iii) Considere a fungao
1
(—1)2 se x> -1
x —
f(x) = |
- se x<-1
1 X
Observe que hm f(x) = +00 e f ndo estd definida em x = —1. Logo, f € descontinua em
x=lex=-1I A descontinuidade de x = 1 ndo é removivel. Mas em x = —1 é removivel,

pois podemos definir f(-1) = 1/4.
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(b) Esboce o grafico de uma fun¢do f qualquer tal que
lim f(x)=1; lim f(x)=0.
x—2* x—2-

Essa fungdo € continua em x = 2? Explique.

Solucio: Temos o seguinte grafico:

f ndo € continua em x = 2, pois lirgl f(x) # lirgl f(x), e logo, lirri f(x) nao existe. Note
x—2% x—2- x—

que o grafico apresenta um salto.

Encontre o limite das seguintes funcdes trigonométricas:

sen (x)

li
(a) xl_I)I’(l) 3x

sen (x)

Solucgao: Para resolvermos este limite, iremos utilizar o limite fundamental lim 1,

. o x—0 X
e algumas propriedades dos limites.

sen (x) ) ( 1 sen (x))
m = lim|=-

-0 3x x—0\3 X

o1 . sen(x) 1{.. sen(x)
lim = | | lim = — | lim
x—03 x—0 X 3 \x—>0 X

= 1 obtemos

Usando que lim en ()
x—0 X

sen (x) 1

W

-0 3x
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(b) lin}) 3

Solucio:

lim

x—0

to?

© lim &
x—0 X
Solucio:

. sen (2x)
d) 1
@) i enGx)
Solucio:

3(1 — cos(x))

—cos(x))

X

. tg® (x)

x—0 X

sen (2x)

im
x—0 sen (3x)

lim (3w) _ lim 3. lim L= S5
x—0 X x—0 x—0 X
. 1—cos(x)\ [1+cos(x)
3 lim
x—0 X 1+ cos(x)
. 1 — cos2(x) sen2(x)
3-lm———=3- _
x—0 x (1 + cos(x)) x—0 x (1 + cos(x))
. sen (x) 1
3-1 _—
xl—r>r(1) en (x) - 1 + cos(x)

(' Osen( )) hmsen(x) (lim ;)

x—0 1 + cos(x)
311.0. 0.
[10.3)-

. (senz(x) 1)
lim|——— - —

x—0 \ cos? (x) X

) (sen (x)) ( sen (x) )
lim
-0\ x cosZ(x)
(lim > (x)) (lim Senz(x) ) ~=1.0=0.
x—0 X x—0 COS (x)

sen (2x) ) sen (2x)
— X lim— 2%
x—0 sen (3x)  x—0 3 sen (3x)
X 3x

lim sen (2x)

_ z ) x—0 2x

3 sen(3x)
lim
x—0 3x
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Fazendo u = 2x e v = 3x observe que, x — 0 implicau — 0 e v — 0. Assim,

I sen (i)
2 0 w2 2
3  sen(v) 3 3
lim
v—0 \%

Nos exercicios abaixo, use o grafico para determinar lim f(x) e discuta a continuidade da
X—C
funcao f(x).

(a)

Solucao: Sabemos que uma fungao f(x) € continua em x = a se

lim f(x) = f(a).

Pelo gréfico temos que 1iI£1 f(x)=0e lir£1 f(x) =0. Logo, lirrL11 f(x)=0.
x—4- x—4* x—

Mas, pelo grifico, f(4) = 2. Assim, hni f(x) # f(4). Entdo, f € des- continua em x = 4.
(b)
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Solucdo: Sabemos que uma funcio f(x) € continuaem x = a se
lim f(x) = f(a).
X—a

Pelo gréfico temos que
lin317 f(x) =3 lilgl+ f(x)=0.

Como os limites laterais sao diferentes temos que liné f(x) ndo existe. Logo, f € descontinua
X—

em x = 3.

Encontre o(s) intervalo(s) no(s) qual (quais) a funcao f(x) é continua. Esboce o gréfico
de f.

a) f(x) =
@ f(0) =5
Soluc¢do: Como f € uma funcdo racional temos que seu denominador dever ser diferente de

Z€ero, ou seja,
-9+£0= x> +9 = x # +3.

Logo, a fungdo f € continua em todos os pontos do seu dominio exceto em x = -3 e x = 3.
Portanto, f € continua em (—oo0, —3) U (=3,3) U (3, +0).

O grafico de f(x) é dado por
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(b) f(x) =xVx+4
Solucido: Observe que f € o produto das funcdes g(x) = x e h(x) = Vx +4. A fungdo
identidade g(x) = x € continua em I} = (—oo, +00) e a fungdo h(x) = Vx + 4 estd definida
para
x+4>0= x> -4.

Logo, a fungdo h(x) = Vx + 4 é continua em I, = [—4, +0). Portanto, f serd continua na

intersecdo /1 N I. Portanto f € continua em [—4, +c0).

O grafico de f(x) é dado por

|
S

© f() =tg (5x)
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Solucdo: Como f € a funcao tangente dada por

f) = ——F—+

temos que cos (ﬂ) #+ 0, ou seja i + +£ +3_7r
q ) ) ja, 2 5 E

x #+1,£3,£5,---

.-+, 0 que implica,

Logo, f € continua para todo x exceto para x = 2n — 1 com n € Z.

O grafico de f(x) é dado por

X se x>2

(d) fx) = {
x“=3x+1 se x<2

Solucdo: Como a funcdo f € definida por partes temos que analisar os seguintes casos:

() x#2ex>2;

(i) x#2ex<2;

(iii) x = 2.

Para o caso (i), f € a fun¢do identidade f(x) = x que € continua em (—oo, +00). Para o caso

(ii), f € a funcdo quadratica x2-3x+1 que € continua em (—oo, +00).

Para o caso, (iii) temos que linzl f(x)y=-1e 1ir121+ f(x) = 2, e como os limites laterais sao
X—2L" X—

diferentes tem-se lir% f(x) ndo existe. Logo, f € descontinua em x = 2.
=
Portanto, f € continua em (—o0,2) U (2, +00).

O grafico de f(x) é dado por
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A funcdo s(r) = -5, 972 + 160, chamada funcdo deslocamento, descreve a altura (em
metros) que um objeto cai, em ¢ segundos, de uma altura inicial de 160 metros. Considere a

velocidade no tempo ¢t = a dada por

. s(a) —s(1)
lim ———=.
t—a a-—t

2)

(a) Encontre a velocidade do objeto em ¢ = 6. Qual a velocidade de impacto do objeto no solo?

Solucgao: Para obtermos a velocidade em ¢ = 6, substituimos a = 6 em (2). Assim, escrevemos:

. 5(6) —s(2)
lim —=
x—6 6—t

Note que s(6) = —52,4. Entao,

. 85(6) —s(p) . =524 - (-5, 912 + 160)
lim —————= = lim
x—6 6—t x—6 6-—t
. 5,912 -212,4)
= lim
x—6 6-—t
. 5,9 +6)—6)
= lim
x—6 —(t—6)
= lin% =5,9(t + 6)
= -59(6+06)
= -70,8.

Logo, a velocidade do objetoem t = 6 € =70, 8 m/s.
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A
(b) Sabendo que a velocidade média do objeto é Av = A—j, dé uma interpretacdo da velocidade
descrita por (2).

Solucao: Seja s(t) a fungdo que descreve o deslocamento de um objeto. Considere este objeto
deslocando-se no intervalo de tempo ¢ € ¢ = a, a variacao na posicao serd dada por s(a) — s(z).

A velocidade média neste intervalo €

A As  s(a) —s(t)
v=-—=—— .

At a-—t
Suponhamos, agora, que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores
[a, t], isto é, quando ¢ aproximar-se de “a”. Se estas velocidades aproximam-se de um certo
valor, digamos, a, dizemos que « € a velocidade instantanea em ¢t = a. Neste caso, escrevemos
v(a) = a e representamos este processo por
. s(a) —s(0)
m———-.

As
= lim — =1
v(a) A;I—{IO At z1—>a a—t

Isso significa que a velocidade instantnea no instante ¢ = a € o limite das velocidades médias

(IS

quando ¢ aproxima-se de “a” (ou quando a varia¢do do tempo At aproxima-se de zero).

Determine se as afirmagdes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, explique.

Se for falsa dé um contra-exemplo.

(a) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao derivével f no ponto (1, f(1)) é
S +Ax) - f(1)

Ax ’
Solucao: Falso. Observe que:

dado por

JA+Ax) - f(D)

Ax )
pode ser reescrita, fazendo x = 1 + Ax, como:
J(x) = f()
x—1 '

Assim, fica evidente que (3) corresponde ao coeficiente angular da reta secante ao gréfico de
f nos pontos (x, f(x)) e (1, f(1)), x # 1.

Além disso, o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de f no ponto (1, (1)) € dado

pelo limite:
iy LW ed) - A
Ax—0 Ax
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(b) Uma funcao que € continua no ponto (a, f(a)) € também derivavel em (a, f(a));

Solucao. Falso. Considere, por exemplo, a fun¢ao:
f(x) = |x|.
Note que f € continua em (0, £(0)). De fato,
fO) = lim f(x) = lim f(x) =10] =0.

Entretanto, em x = 0, as derivadas laterais, dadas por

. J(O+Ax) - f(0) |Ax| . —Ax
m = = 1 -

A}cl—>0‘ Ax A}cli%‘ Ax Ax1—>r%‘ Ax =-1
e
. f(O+Ax) - f(0) . |Ax| . Ax
lim = lim — = 1 =1

im — =
Ax—0* Ax Ax—0" Ax  Ax—0t Ax
sdo diferentes, isto é, f/(0) ndo existe. Logo, f ndo € derivavel em (0, £(0)).

(¢) Uma fungao que € descontinua no ponto (a, f(a)) € também derivavel em (a, f(a));

Solucio: Falso. Considere, por exemplo, a fungao:

f(x):{x+1 sex >0

—-x—-1 sex<0

Cujo gréfico € da seguinte forma:

Note que f € descontinua em (0, £(0)).

Entretanto, em x = 0, as derivadas laterais, dadas por

Ax) — ~Ax—-1)—(-0-1 —A
iy QYA JO) o, FAXZDZC0-D g, A
Ax—0~ Ax Ax—0~ Ax Ax—0- Ax
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Ax) — A 1) - 1 A
lim JOFEOZFO ) GxrDOxD g 22
Ax—0* Ax Ax—0* Ax Ax—0* Ax

sdo diferentes, isto €, f'(0) ndo existe. Logo, f ndo € derivavel em (0, £(0)).

(d) A reta tangente ao grifico de uma func¢do derivavel f pode tangenciar o grafico de f em dois

pontos.

Solucido: Verdadeiro. Considere a fungdo f(x) = senx, entdo f’(x) = cos x. Tomando os
pontos (3, f(5)) e (3, f(3)), note que:

rg)-r(s)-o

Logo, a reta tangente nestes dois pontos serd dada por

y—l:f’(g)(x—l):y:O-(x—l)+l:>y:1.

Veja o gréfico:

y=1
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Derivadas

TS picos aROrdados NOs exerdaicios.
Toépicos 41

Métodos e Técnicas 42 Definigao de derivada;

* Equacdo da reta tangente e linearizacdo;

e . * Regras de derivacao;
Sugestdes 46 * Primitivagao;
Respostas 47

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exeraicios.

* Limite e suas propriedades;

* Regra de L'Hospital;

* Regra da cadeia e derivacao implicita;
* Primitiva de uma funcao;
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* Na questdo citada verifica-se o uso correto da regra de
Regra de I’Hospital L’ Hospital:

* Nas questdes citadas usa-se a regra da cadeia e/ou

Regra da Cadeia considera-se y uma fungédo implicita de x:

* Nas questdes citadas efetua-se a primitivacao para encontrar
Primitivagao o valor da funcio:
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eeoco Nos itens abaixo sdo dados os graficos da fungio f. Faca

um esbogo do graficode f" e f”.

(a)

(b)
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(c)

(d)

<
| g
&

eeocoO Calcule a segunda derivada das seguintes fungdes:

(@) f(x) =5(x*=3)*
x? —4)3

() f(x) = (x+2
(©) h(x) = f(x°)

(d) f(x) = sen(cos(x))

eee0 Considere a fun¢do f(x) = cos(B x) com £ uma constante.

(a) Calcule f7, f”, f®, f@, O £©

(b) Usando os resultados do item (a), escreva uma férmula geral

para as derivadas de ordem par f?*) (x) e as de ordem fmpar
D),

Dica: (—1)k é positivo para k par e negativo para k fmpar.
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eeocoO Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da equagdo

dada no ponto dado.
(@ (4-x)y>=x>;  ponto: (2,2)

Y

(4-z)y*=2°

48
(b) ¥*+y>—6xy=0; ponto: (§’§)

Yy
224y — 6y =0

\

®®0O0
(a) Defina aproximacao linear e diferencial;
(b) Usando diferenciais, calcule uma aproximacio de vV42;

(c) Calcule o diferencial de f(x) = x sen(x);

1
(d) Calcule o diferencial de f(x) = Vx + —.
\Vx
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®®O0O0

(a) Um pequeno baldo esférico € introduzido numa artéria obs-
truida e inflado 2 uma taxa de 0,002 7 mm?>/min. Qual a
taxa de aumento do raio do baldo quando o raio € 0,005

min?

(b) Um avidao segue uma rota que passa sobre uma estacao
de rastreamento por radar, como ilustra a figura abaixo.
Sabendo-se que s decresce a uma taxa de 800 milhas por

hora quando s € 5 milhas, qual a velocidade escalar do

avido?
-
s 3 milhas
X
eeeo0 Calcule a segunda derivada das seguintes fungoes:

(@) f(x)=3sec’(mx—1)
(b) f(x) =sen (yx) + Vsen (x)

(c) f(x)=cos(3x) + cos’(x)

(d) f(x) = tg(4x)

eee° Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou fal-

sas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa dé um contra-

exemplo.
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(a) Se f”(x) = g"(x) entdo f(x) = g(x)

(b) Aterceiraderivadarepresenta a taxade variagdo da segunda

derivada.

(c) Se a velocidade de um objeto € constante entdo a sua ace-

leracdo € nula.

@ fg"+1"g=(f9)".

®®O0O0

(a) Definaa primitiva de uma func¢do f(x) e descreva a notagao.

(b) Calcule as primitivas da funcdo f(x) = x2.

0006 Usando o conceito de primitiva e seus conhecimentos de

Cdlculo, resolva o seguinte problema:

Uma bola é jogada para cima com velocidade inicial
vo m/s de uma altura inicial hy m. Sabendo-se que a
aceleracdo da gravidade é aproximadamente a = 10
m/s?, encontre a funcdo posicio s(t) que descreve a

altura da bola em funcdo do tempo.

Determine se as afirmacodes abaixo sdo verdadeiras ou

falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa d€ um contra-

® 0 0o

exemplo.

(a) Se F(x)eG(x)saoprimitivasde f(x) entdo F(x) = G(x)+
G

(b) Se f'(x) = g’(x) entdo fg(x) dx = f(x) +C;

() ff(X)g(X)dx=ff(X)dx fg(X)dx;

(d) A primitiva de uma fung¢do € tnica.

49



ecece Se “a” é a aceleragdo de um objeto, definimos o impulso

66 *9

Jj” por j = a'(t).

[T

(a) D€ uma interpretagdo fisica para “;”’;

(b) Um veiculo se desloca segundo a fungdo posig¢ao s(z) =
—-8.25¢2 + 66¢. Calcule j deste veiculo;

(c) Nafiguraabaixo sdo descritos os graficos da fung¢ao posigao,
da velocidade, da aceleragdo e do impulso de um objeto.
Identifique cada um deles e explique o critério usado para
fazer a identificacao.

eeo00 Uma pedra lancada num lago parado produz ondulacdes
na forma de circulos concéntricos. O raio “r” do circulo interno
aumenta a uma taxa de um pé por segundo (um pé = 30,48 cm).
Quando o raio medir 4 pés, qual serd a taxa de variacdo da drea A
da parte ondulada?

®0e 00
(a) Defina a concavidade e ponto de inflexdo de uma func¢ao f;

(b) Faca uma interpretacdo geométrica da concavidade para
cimade f.
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0 0o

® 000

Suponha que a fungdo f representa a venda semanal de

um produto. O que podemos afirmar sobre f” e f” para cada uma

das seguintes situagoes:

(a)
(b)
(©
(d)

(a)

(b)

(c)

(d)

(a)

A taxa de variacdo das vendas € crescente;
As vendas estdo estabilizadas;
As vendas atingiram o minimo e comecaram a crescer;

A taxa de variacao das vendas € constante.

Enuncie e faca a interpretacao geométrica do Teorema do
valor médio - TVM.

Faca a interpretacdo Fisica (cinemadtica) do Teorema do

valor médio.

Determine se o Teorema do valor médio pode ser aplicado

1
P i

a funcdo f(x) =

Caso afirmativo, encontre o(s) valor(es) de “c” em [1,2]
que satisfaz(em) o TVM e ache a equacdo da reta tangente

[Pl

cm C .

Um ciclista comeca uma corrida de 40 Km as 6 horas e
termina 4 horas depois. Explique por que existem pelo
menos dois instantes durante a corrida que a velocidade do
ciclista € de 8 Km/h.

Dica: Aplique o TVM.

Descreva um procedimento para encontrar extremos relati-

vos da fungdo f usando apenas informagoes de f”.
Dica: Estude o teste da primeira derivada.

Aplique este procedimento as seguintes situagcoes:

51



® 000

® e 0O

® OO0O0

(b) Encontre os extremos relativos de f(x) =

x2 -4’

(c) Resolva o seguinte problema:

Tossir forca a traquéia a se contrair, o que afeta
a velocidade “v” do ar que passa por ela. A

velocidade do ar durante a tosse é
v=k(R-r)r> 0<r<R.

com k uma constante, R o raio normal da
traquéia e r o raio durante a tosse. Qual o

raio produzira a velocidade maxima do ar?

(a) Descreva um prodecimento para encontrar extremos relati-

vos da fungdo f usando informagdes de f" e f”.
dica: estude o teste da segunda derivada.

(b) Aplique (se possivel) este procedimento para encontrar 0s

extremos relativos de f(x) = sen (x) + x em [0, 2 r];

(c) Existem ndmeros de [0, 2 7] para os quais o procedimento
acima ndo se aplica? Caso afirmativo, sem usar o grafico
de f e usando informagdes de f’, como vocé faria para

verificar se o nimero € ou nao extremo relativo de f?

(a) Defina assintotas verticais, horizontais e obliquas;

x2-2x+4

(b) Determine as assintotas da funcdo f(x) = >

Ache o comprimento e a largura de um retangulo que tem

perimetro de 100 metros e drea méxima.
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(a) Dé exemplo de uma fung¢do cujo grafico tem assintota ver-

tical em x = 4 e assintota obliquaem y = x + 1.

(b) Na resolugdo do limite abaixo, a regra de L'Hospital foi

incorretamente usada. Descreva o erro:

. osen(mrx)—1 . mcos(mx)
lim —— = lim ——— =
x—0 X x—0 1
Para as questoes e , considere a seguinte funcao
3
x
(x) = :
/ x2 -4

Faca a seguinte anélise:
* dominio de f:
* pontos de intersec¢do como o €ixo x:
* pontos de intersec¢do com o €ixo y:
* primeira derivada f:
* segunda derivada f”:
* assintotas verticais:
* assintotas horizontais:
* assintotas obliquas:
* Limites no infinito:
(i lim f(x):
X——00
(i) lim f(x):
X—+00
* pontos criticos:
* pontos de inflexao:

* intervalos da analise:
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(a) Faca um resumo da andlise da questao 2 completando a

seguinte tabela:

f(x) | f/(x) | f”(x) | propriedades do gréfico

(b) Usando a tabela acima, faga um esboco do grafico de f.

(a) Paraafuncido f(x) = x* =12 x3+4 x2-64 x, faca a seguinte

analise:

—

10.
11.
12.

SCEIICONES I - e

dominio de f:
pontos de intersec¢cao como o €ixo X:
pontos de intersec¢ao com o0 €ixo y:
primeira derivada f”:
segunda derivada f”:
assintotas verticais:
assintotas horizontais:
assintotas obliquas:
Limites no infinito:
(@) lim f(x):
X——00
(b) lim f(x):
X—+00
pontos criticos:
pontos de inflexdo:

intervalos de teste:
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(b) Faca um resumo da andlise do item (a) completando a

seguinte tabela:

x| f(x) | f/(x) | f”(x) | propriedades do grafico

(c) Usando a tabela do item (b), faca um esbogo do grafico de

f.

¢eeo0 Determine a derivada das seguintes funcoes:

(@) f(x) = In(sec(x) +tg (x))

(b) f(x) =e*(sen (x) + cos(x))

e

(©) f(x) :ln(l +€x)
(d) f(x)=Ve2* +e2x

000 2 . A . g
Calcule a area do maior retangulo que pode ser inscrito

—x2 o
sob a curva f(x) = e™, no primeiro e segundo quadrantes.
et +e "

2

(a) Encontre, se possivel, os pontos extremos de f;

eeeo Considere a fungdo f(x) =

(b) Encontre, se possivel, os pontos de inflexao de f.

eeeo Considere a fungdo f(x) = log x.
(a) Qual o dominio de f?

(b) Encontre f‘l;

55



(c) Dados f(x1) =3ne f(xz) = n, calcule ﬂ;
X2

(d) Encontre o intervalo I C R tal que f(x) <0, Vx € I.

®0e 00
(a) Defina as fungdes senh (x) e cosh(x);
(b) Verifique a identidade cosh? (x) —senh?(x) = 1;
d d
(c) Mostre que: — (senh (x)) = cosh(x) e — (cosh(x)) =
dx dx
senh (x);
(d) Verifique que a funcdo y = asenh (x) satisfaz a equacdo
diferencial y"”” — y" = 0.
®0e 0O
(a) Seja y* = xY. Calcule y’;
(b) Encontre o coeficiente angular da reta tangente a curva
y* = x¥ nos pontos (a,a) e (2,4);
(c) Em qual ponto do grafico de y* = x” a reta tangente nao
existe? Explique.
eoee Um lago tem 500 peixes e sua populacao cresce de acordo

com a funcdo logistica

com ¢t medido em meses.
(a) Qual o tamanho limite para a populagdo de peixes?

(b) A que taxa a populagdo de peixes estd variando no final do

primeiro més?
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(c) A que taxa a populacdo de peixes estd variando no final de

10 meses?

(d) Depois de quantos meses a populacdo cresce mais rapida-

mente?
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Os graficos dados sdo de fungdes
conhecidas, sendo que os dois primeiros
correspondem 2 fungdes polinomiais e
os dois ultimos correspondem a fungdes

trigonométricas.
Utilize a regra da cadeia.

Utilize a regra da cadeia e observe
o padrdo nas derivadas de ordem supe-
rior.

Considere y = f(x) e derive im-
plicitamente.

Leia sobre aproximacao linear, di-

ferencial e suas aplicacoes.

Considere volume V e raio r como
fungdes do tempo ¢ e derive com relacao
a t. No segundo item, utilize o Teo-
rema de Pitdgoras e, analogamente, de-

rive com relagdo a z.
Use a regra da cadeia.

Considere usar fungdes polinomi-
ais no item (a). Lembre-se que (fg)’' =

flg+fg.

Leia sobre primitivagao.

Observe que a velocidade € a pri-
mitiva da aceleragdo, ao passo que a po-

sicdo € a primitiva da velocidade, isto

€,

Considere fun¢bes polinomiais como

contra-exemplo.

O impulso, ou arranque, € a terceira deri-
vada da funcdo posi¢do. Suponha que os graficos
correspondem a funcdes polinomiais.

Considere a drea A e o raio r como fungdes

do tempo ¢ e derive com relagdo a t.
Leia sobre concavidade e ponto de inflexdo.

Interprete f” e f” como taxas de variagdo e
relacione com os conceitos de concavidade e ponto
de inflexao.

Leia sobre Teorema do Valor Médio e suas
aplicacoes.

Estude o teste da primeira derivada.
Estude o teste da segunda derivada.

Estude a defini¢do de assintota.

Relacione a expressao do perimetro com a
expressao da drea.

Considere uma fung¢@o racional f(x) cujo
numerador € uma fun¢do g(x) e o denominador é

o termo (x —4). Utilize a propriedade

ligol[f(x) — (ax + b)] = .

v(t)=fa(t)dt+c1 e s(t)=fv(t)dt+cz

com ¢ € ¢ constantes.

58



Utilize as defini¢Oes estudadas

nos exercicios anteriores.

Estude o sinal de f, f’ e f” nos
intervalos em que f estd definida, isto é,

no seu dominio.

Utilize um aplicativo para obter
as raizes de f.

utilize a regra da cadeia.

Sob o grifico de f esboce um
retangulo com altura h = e e base
b = 2x, cuja &rea A = bh deverd ser

maximizada.

Faca f’(x) = O (Teorema de Fermat) e
utilize os testes da primeira e da segunda derivada.

Estude a defini¢do de funcdo logaritmica.

Leia sobre fungdes trigonométricas hiper-
bolicas.

Faca y* = x¥ & xIn(y) = yIn(x) e
derive implicitamente.

No item (d), p”(¢) € a funcdo que deverd
ser maximizada.
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Nos itens abaixo sdo dados os gréaficos da fung@o f. Faca um esboco do grafico de f" e f”.

Solucio:

() 17(x)
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(b)

(©)

Solucdo:

()

17 (%)
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Solucao:

J"(x)

J'(x)
(d)
Solucao:
J'(x)

27

(%)

2

Calcule a segunda derivada das seguintes fungoes:

(a) f(x)=50"=3)%

Solucio:

Primeira derivada:

f(x)

5-4(x°=3)% - 3x2
= 60x2(x° - 3)°.
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Segunda derivada:

F(x) = 120x(x = 3)% +60x? - 3(x> = 3)% - 3x?
= 120x(x” = 3)? +540x*(x* - 3)?
= 60x(x* - 3)” [2(x* = 3) + 9+’
= 60x(x* - 3)%(11x° - 6).

X2 -4\’
®>fu>—(x+2),
Solucio:
Funcdo f:

(x2 —4)3 B ((x ~2)(x+2)
- (xA+2)

3
) = (x—2)°.
Primeira derivada:

fl(x) = 3(x=2)%-1

= 3(x-2)>%
Segunda derivada:
ff(x) = 3:2(x=-2)-1
= 6x-6.

(©) h(x) = f(x)
Solucao:

Primeira derivada:

W(x) = f(x) 3x
32 f(xY).

Segunda derivada:

6x ' (x3) + 3x%f"(x°) - 3x°
6x ' (x3) +9x* £ (x).

h//(x)
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(d) f(x) = sen(cos(x)).
Solucio:
Primeira derivada:

f'(x) = cos(cos(x)) - [—sen(x)]
= —sen(x) cos(cos(x)).
Segunda derivada:
f"(x) = —cos(x)cos(cos(x)) + {—sen(x) - [-sen(cos(x))] - [-sen(x)]}

= —cos(x)cos(cos(x)) — senz(x)sen(cos(x)).

Considere a fung¢do f(x) = cos(B x) com £ uma constante.

(a) Calcule f', f”, f®, f@, fO f©);
Solucao:

f/(x) = —psen(fBx)
f(x) = —p*cos(Bx)
fPx) = Bsen(Bx)
fPx) = Bcos(Bx)
fOx) = —psen(Bx)
fOm) = -pcos(px).

(b) , Usando os resultados do item (a), escreva uma férmula geral para as derivadas de ordem par
f@0 (x) e as de ordem fmpar =D (x).

Solucao:

Férmula geral para as derivadas de ordem par:
FE ) = (=D B cos(Bx).
Férmula geral para as derivadas de ordem impar:

FED(x) = (-DF g sen(Bx).
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Encontre a equacdo da reta tangente ao gréfico da equacao dada no ponto dado.

(@) 4-x)y>=x>; ponto: (2,2)

Yy
4—x)y’ =2
0 a8
Solucao:
Derivacao implicita (y = y(x)):
(@=x?) = (¥)
—y2 + (4-x)2yy = 3x?
2y(4-x)y = 3x%+y?
0 3x2 + y?
X —_—
g 2y(4 - x)
Calculando a derivada no ponto (2, y(2)) = (2,2):
3.2%2 422
’ 2 - - =
Y@ = 356-y

= 2.
Equacao da reta tangente ao grafico da equacdo dada no ponto (2,2):
y=yo=yY(x0)(x—x0) > y-2=2(x-2)=> y=2x-2.
y

VR
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4 8
(b) x3+y3—6xy:0; ponto: (5,5)

73+ y3 —6xy =0

~

Solucao:
Derivagao implicita (y = y(x)):

Il
~
(=]
~
~

(x3 +y° —6xy)/
3x% +3y%y — 6y — 6x)’

Il
S

2y —2xy’ = 2y-x

/ = 2y -
y (X) - y2 — 2x'
. 4 4 4 8
Calculando a derivada no ponto (g,y (5)) (3 3)
2. i 4 2
(G
y — =
3 8\’ 4
3 3
_ 4
-5

4 8
Equacao da reta tangente ao grafico da equacdo dada no ponto ( 33 ):

’ 8 4 4 4 8
y—yo=y(xo)(x—xo)=>(y—§):g(x——):y:_erg_
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(a) Defina aproximacao linear e diferencial;
Solucao:

(i) Seja
L(x) = f(a) + f'(a)(x - a)
a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (a, f(a)).
A aproximagdo
f(x) = L(x) = f(a) + f(a)(x — a)
€ denominada aproximacao linear ou aproximacao pela reta tangente de f em a.

(i) Se f(x) € uma func¢ao derivavel, entdo o diferencial dy € definida por equacao.

dy = f'(x)dx.

(b) Usando diferenciais, calcule uma aproximacao de \3/@;
Solucao:
1
Seja f(x) = V/x, entdo f'(x) = —.
3x3
Temos que encontrar uma aproximagao para f(42) = V42.

Note que f(42,875) = 3,5 e f/(42,875) ~ 0,027

(i) Por aproximagao linear:
Adotando a = 42, 875, temos que

f(x) ~ f(42,875) + f'(42,875)(x — 42,875)
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Assim,
f(x)=3,5+0,027(x —42,875)

Logo,
V42 = f(42) ~ 3,5 + 0,027 (x — 42, 875)

~ 3,47.

(ii) Por diferenciais:

Podemos reescrever a aproximagao

dy = f(x + Ax) = f(x)

Como

f(x+Ax) ~ f(x) +dy = f(x) + f'(x)dx.

d
Substituindo dy = —x, temos

3x3
dx
F@) ~ fx+Ax) - —
3x3
Logo, adotando x = 42 e dx = Ax = 0, 875, temos
3 0, 875
Va2 = f(4) > f(42.875) = =" ~3,5-0.024

~ 3,476.

(c) Calcule o diferencial de f(x) = xsen(x);

Solucdo: Temos que

f'(x) = sen(x) + x cos(x)

Logo

dy = f'(x)dx

= (sen(x) + xcos(x)) dx
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1
(d) Calcule o diferencial de f(x) = Vx + —.
\Vx

Solucao: Temos que

Moy o e L
f(x) = NG
Logo
dy = f'(x)dx

| |
l\)‘ Al\.)
_

2l -
—_- |
-

< | = —_

N —

S 3'_/
S

(a) Um pequeno baldo esférico € introduzido numa artéria obstruida e inflado a uma taxa de

0,002 7 mm>/min. Qual a taxa de aumento do raio do baldo quando o raio é 0,005 mm?

Soluc¢ao: Temos que o volume da esfera é dado por:

4 3
V=cznrr.
37rr

Note que V = V(t) e r = r(t). Assim, derivando com relacdo a ¢ temos:

dVv L dr
— =dnr-—.
dt dt

av
Substituindo o = 0,002 7 mm3/min e r = 0,005 mm, temos:

dV dr
= = 4t
dr o
d
0,0027r = 471(0,005)261—};
dr 0,002

di ~ 47(0,005)
Logo, o raio estd crescendo a uma taxa de 20 mm/min.

(b) Um avido segue uma rota que passa sobre uma estacao de rastreamento por radar, como ilustra
a figura abaixo. Sabendo-se que s decresce a uma taxa de 800 milhas por hora quando s € 5
milhas, qual a velocidade escalar do avido?
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3 milhas

Solucao: Analisando o tridngulo retangulo da figura, temos que:

s =x%+0.

Note que para s = 5 milhas, temos que x = 4 milhas.

Além disso, observe que s = s(t) e x = x(¢). Assim, derivando com relacdo a ¢:

d d
A velocidade escalar serd dada por d—); Logo, substituindo —j = —800 mph, s =5e x =4,

temos:
ds dx
2s— = 2x—
T Y
dx
2-5-(-800) = 2-4.—
( ) 7
dx B 2-5-(-800) B
7 24 = —1000.

Logo, a velocidade escalar do avido € —1000 milhas por hora.
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Calcule a segunda derivada das seguintes fungdes:
(@) f(x)=3sec*(mx—-1).
Solucio: Usando a regra da cadeia duas vezes, calculamos a primeira derivada:

f(x) = 3-2-sec(rx—1)- (sec(mrx —1))
= 3-2-sec(mx — 1) - (sec(wx — 1) - tg (wx = 1) - (wx = 1))

= 6m sec’(nx — 1)tg (mx — 1).
Aplicando a regra da derivada do produto temos:
7 (x) = 6m [(sec’(mx — 1)) - tg (mx — 1) + sec’(mx — 1) - (tg (mx — 1))]. 4)
Dos célculos anteriores temos que
(sec’(mx — 1)) =27 sec’(nx — 1) tg (mx — 1). (5)
Além disso, aplicando a regra da cadeia obtemos

(tg (mx — 1)) =sec*(nx — 1) - (mx — 1)’ = 7 sec*(nx — 1) (6)

Substituindo, (40) e (41) em (39) obtemos

67 [27 sec? (mx — Dtg?(mx — 1) + wsect (mx — 1)]

[ (x)

12 1% sec®(nx — 1) tg?(mx — 1) + 672 sec* (rx — 1).

(b) f(x) =sen (¥x) + Vsen (x).
Solucao: Inicialmente calculamos a primeira derivada. Para isso, vamos aplicando a regra da

derivada da soma, temos
f'(x) = (sen (Vx))" + (\/sen (x))'. (7

Aplicando a regra da cadeia obtemos

1
(sen (vx))’ cos(Vx) - (VX)) = (COS(\s/;))gx—z/s;
(Vsen (x))” = (sen (x))™2/ - (sen (x))’ = cos(x) (sen (x))*>.

(8)

Substituindo (8) em (7) tem-se

f(x) = %(x_z/3 cos(vVx) + cos(x) (sen (x))—2/3).
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Aplicando novamente a regra da derivada da soma, temos que:

£ = 3 (03 cos(VmY’ + (cos(@) (sen ()21 ©)

Vamos calcular separadamente a derivada de cada parcela. Aplicando a regra da derivada do

produto e a regra da cadeia, tem-se
(2P cos(¥x)) = (x72PY - cos(¥x) + x73 - (cos(Yx)
2
=57 cos(V) = x72 (sen (V) - V)"))

(10)
= —% x7B cos(Vx) — x723 (sen (Vx) - x_2/3)
-5/3
- —2x3 cos(Vx) — x~43 (sen (V).
(cos(x) (sen (x))_%)’ = (cos(x)) - (sen (x))~?/3 + cos(x) - ((sen (x))~2/3)

—sen (x) - (sen (x))2/3 + cos(x)( - % - (sen (x)) /3 . (sen (x))’)

2(sen (x)) ™73 cos(x)

—(sen (x))!/3 — 3

(11)
Substituindo (10) e (11) em (9), segue que:

_2x‘5/3 cos(vVx) _ x~*3sen (x) _ (sen (x)173 _ 2(sen (x))™3 cos?(x)

fix) = 9 3 9 9
_2c0s(\3/)_c) ~ sen (V/x) ~ vsen (x) 2 cos2(x)
0x3/3 Ox4/3 3 9 (sen ()33

(c) f(x)=cos(3x)+cos>(x).

Solucdo: Aplicando a regra da derivada da soma e a regra da cadeia, obtemos

(cos(3 x))" + (cos’(x))

f'(x)

—sen (3x) (3x)" + 3 cos2(x) (cos(x))’
= —3sen(3x)-3 cosz(x) sen (x).

Aplicando novamente a regra da derivada da soma e a regra da cadeia com a regra da derivada
do produto, tem-se
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—3 (sen (3x))" - 3((cos?(x))" - sen (x) + cos*(x) - (senx)’)
-3 cos(3x) 3x)’ - 3((2 cos(x) - (cos(x)))sen (x) + cos>(x) cos(x))

—9 cos(3x) — 3( — 2 sen®(x) cos(x) + cos3(x))

-9 cos(3x) + 6sen2(x) cos(x) — 3 cos3(x).

(d) f(x) = ytg@x).

Solucao: Para calcularmos a primeira derivada vamos aplicar a regra da cadeia. Observe que

f(x) = ftg (4 x) = (tg (4 x))"/2. Assim,

1
5 (te (4x))12 - (tg (4x))

1
= 5 (g0 (1g (@n)’

f'(x)

- % (tg (4x)) 72 ( sec? (4x) (4x)')
2 sec?(4x)

Nraeey

Logo,
f(x) = ——. (12)

Para calcularmos a segunda derivada vamos aplicar a regra da derivada do quociente e a regra

da cadeia. Assim,

Il
O}

J7(x)

secz(4x)),

Je @

(sec2(4x)) +Jtg (Ax) — sec?(4x) (y/ig (4x))’)

= 2 (13)
(\/tg (4x))?

_ 5 (sec?(4x))\/tg (4x) — sec?(4x)({/tg (4x))’)

tg (4x)

Calculando a derivada de sec?(4x) separadamente, tem-se

(sec?(4x))’ = 2 sec(4x) (sec(4x))’

2 sec(4x) (sec(4x) tg (4x) (4x)’ (14)

8 sec?(4x) tg (4x)
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Substituindo (12) e (37) em (13) obtemos

0 5 ( (sec2(4x)) /g (4x) — sec?(4x)(y/ig (4x))’)
X

tg (4x)

2 sec?(4x)
8 sec?(4x) tg (4x) /tg (4x) — sec? (4x) ————=
) Vig (4x)

tg (4x)

4 sec*(4
16 secz(4x)\/tg (4x) — M.
tg2 (4x)

Determine se as afirmagdes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, explique.

Se for falsa dé um contra-exemplo.

(a)

(b)

Se f"(x) = g”(x) entdo f(x) = g(x).

Solucdo: Falsa. Considere as seguintes funcdes:

fX)=x+3x+C e g)=x+C

com Cj e C; quaisquer constantes. Entdo, as derivadas de primeira ordem sao:
Fl(x)=3x>+3 e g'(x)=3x"
E as derivadas de segunda ordem:

f"(x)=6x e g"(x)=6x.

Logo f”(x) = g"(x), mas f(x) # g(x).

A terceira derivada representa a taxa de variacao da segunda derivada.
Solucao: Verdadeira.

O conceito de derivada estd intimamente relacionado a taxa de variacdo instantanea de uma
funcao.

A terceira derivada f”’(x) (ou derivada de terceira ordem) € a derivada da segunda derivada:
" (x)=(f"(x))". Logo, f"”(x) pode ser interpretada como a taxa de varia¢ao f”(x), ou seja,

fm(x) = lim f”(x) - f//(xO) .

) X — Xg
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(c)

(d)

(a)

Se a velocidade de um objeto € constante entao a sua aceleracao € nula.
Solucio: Verdadeira.

Sabemos que a velocidade € a taxa de variacao da posi¢do em relagdo ao tempo, ou seja

v—ﬁ
Cdt’

E que a aceleracdo € a taxa de variagcdo da velocidade em relacdo ao tempo, ou seja

dv
a=—.
dt

Se a velocidade de um objeto € constante, entido
v=c com c€R.

Portanto 4 4
%
“= g =g @=0

fe'+1"g=(8"
Solucdo: Falsa. Derivando o produto f g pela primeira vez, temos
(f&)'=fs+fg.
Derivando o produto f g pela segunda vez, temos
(f)"=(f'g+ &) =(f) +(f8) =f"s+fg+fg+fg"
Portanto
(fe)"=f's+fg+fs+fg"

€ consequentemente

(fe)" # fg"+ fsg.

Defina a primitiva de uma funcio f(x) e descreva a notacao.

Solucio: Uma fungdo F(x) € chamada uma primitiva da funcdo f(x) em [a, b] se F'(x) =
F(x), Vx € [a, b].
Observe que F(x) nao € unica, pois H(x) = F(x) — C com C € R também sdo primitivas. De

fato, H'(x) = F’(x) = f(x). Denota-se a familia de primitivas de f no intervalo [a, b] por

F(x) = ff(x)dx+C.
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(b) Calcule as primitivas da funcao f(x) = x2.

Solucdo: Para calcularmos a primitiva de f(x) = x? devemos encontrar uma fun¢ao F(x) tal

que sua primeira derivada é a funcdo dada f(x) = x°.
Sabemos que ao derivar a fungio ciibica x> obtemos, pela regra da derivada da poténcia, a

3
funcdo 3 x2. Logo, tomando F(x) = % temos que F’(x) = x* = f(x).

Portanto, a familia de primitivas de f(x) = x? é dada por

3
F(x):%+C

com C € R.

Usando o conceito de primitiva e seus conhecimentos de Calculo, resolva o seguinte

problema:

Uma bola é jogada para cima com velocidade inicial vo m/s de uma altura inicial hg m.
Sabendo-se que a aceleracdo da gravidade é aproximadamente a = 10 m/s*, encontre a

funcdo posicdo s(t) que descreve a altura da bola em fungdo do tempo.

Solucao: Adotaremos o seguinte referencial:

a=—10m/s

Referéncia ho =

A aceleragdo da gravidade € constante e o seu sentido estd no sentido contrario do positivo adotado

no referencial (a = —10 m/s?).

Por outro lado, sabemos que a aceleracdo € a taxa de variacdo da velocidade com relacdo ao
tempo, ou seja, a velocidade € a primitiva da aceleracdo. Portanto,
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v(l)=fadl+C1=—f10dl+C]=—102‘+C1

Mas, v(0) = v, 0 que implica C; = vg. Assim, v(t) = —=10¢ + vo.

Além disso, sabemos que a velocidade € a taxa de variacao da posi¢cdo com relagdo ao tempo, ou
seja, a posi¢do € a primitiva da velocidade. Portanto,

s(t)zfv(t)dt+C2:f(—10t+v0)dt:—5t2+v0l+C2.

Mas, s(0) = hog, o que implica C; = hg. Portanto, a fungdo posicao é dada por

s(t) = =51> + vo 1 + hy.

Determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, explique.
Se for falsa d€ um contra-exemplo.

(a) Se F(x) e G(x) sdo primitivas de f(x) entdo F(x) = G(x) + C;
Solucio: Verdadeira. Considere H(x) = F(x) — G(x). Entdo, H'(x) = F'(x) — G'(x) = 0,

pois F e G sdo primitivas de f e logo F'(x) = G'(x) = f(x). Mas, se uma fungdo tem
derivada nula em seu dominio entdo ela é constante. Assim, H(x) = F(x) — G(x) = C, ou
seja F(x) = G(x) + C.

(b) Se f'(x) = g’(x) entdo fg(x) dx = f(x) + C;
Solucio: Falsa. Fazendo g(x) =2x—2e f(x) =2x + 1 tem-se f'(x) = g’(x). Mas

fg(x)dx:f(Zx—Z)dx:x2—2x+C¢f(x).

(c) ff(X)g(X)dx=ff(X)dx fg(X)dx;

Solucao: Falsa. Fazendo f(x) = 2x e g(x) = 6x.

Temos

Il
~~
N
=
(@)
=
N
U
=

ff(x) g(x) dx

Il
%
—

[\
=

[\S]
>y

4x3+C;
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(d)

(a)

(b)

(c)

Por outro lado,

ff(x)dx fg(x)dx = f2xdx f6xdx

(x2 + cl) (3x2 + Cz)
3x* + X2 (Cy + 3C)) + C1Cs.

ff(x)g(x)dxiff(x)dx fg(x)dx.

A primitiva de uma funcao € unica.

Entao,

Solucdo: Falsa. A primitiva de uma fungdo f, caso exista, ndo € tnica.

Explicacao 1: Se F' € uma primitiva de f em um intervalo /, entdo F(x) + C também sao

primitivas de f em I, para qualquer constante C € R.

Explicacao 2: Considere f(x) = 2 entdo F(x) = 2x e G(x) = 2x + 1 s@o primitivas de f.
De fato, F'(x) =2e G'(x) = 2.

£ (13424

Se “a” € a aceleracdo de um objeto, definimos o impulso “§” por j = a’(t).

(1344}

Dé€ uma interpretacao fisica para *j”.
Solucdo: O impulso j de um objeto € a taxa de varia¢@o instantanea da aceleragao.

Assim, um impulso grande significa uma variacao subita na aceleracdo. Um exemplo conhecido
de impulso € a aplicacdo dos freios em automdveis, o que pode causar um movimento abrupto
no veiculo. Por exemplo, quando um motorista experiente aplica gradualmente os freios, causa
uma desacelaracao lenta (pequeno impulso). Por outro lado, quando um motorista inexperiente

aplica rapidamente os freios, causa um solovanco (grande impulso).

Um veiculo se desloca segundo a fungdio posi¢do s(z) = —8.25¢% + 66¢. Calcule “j” deste
veiculo;
Solucdo: Temos que v(¢) = s'(t) = —16,5¢ + 66, entdo a(t) = s”(t) = —16,5. Como

a(t) = s"(t) = —16,5, segue que o impulso do veiculo é j(t) = a’(t) = 0.

Na figura abaixo sdo descritos os graficos da fun¢do posi¢cdo, da velocidade, da aceleracao e
do impulso de um objeto. Identifique cada um deles e explique o critério usado para fazer a

identificacdo.
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Soluc¢ao: Supondo que os graficos correspondam a fungdes polinomiais. Sabemos que:

s(1) posi¢do
v(t) = 5'(2) velocidade
a(t) =v'(r) = s”(t) aceleragdo
j@) =ad' () = s"(t) impulso.

A mais alta derivada da posi¢ao vamos identifcar com o grifico c. Logo, o grafico do impulso
Jj = a’(t) é uma reta. Suponha que seja areta j(t) = mt + n. Esta reta corta o €ixo y no ponto

(0, n) e o eixo x no ponto (0, n/m). Pelo grafico, concluimos que n < 0 e m > 0.

Mas o impulso € a derivada da aceleracdo e a derivada de uma parabdla é uma reta. Logo,
m
a(t) é uma parabdla do tipo a(t) = ) 2 +nt+a. Comom > 0 temos que esta parabdla tem

concavidade para cima.

Por outro lado, para ¢ < 0 tem-se

a(t) — a(0) = %tz +nt>0= alt) > a0).

n
E parapara0 <t < —— paran < 0 tem-se
m

3 2
a(t) —a(n/m) = %tz +nt— 2_n
m

2

m 3n n
Analisando o sinal da parabdla 5 P +nt— P verificamos que ela é positivapara0 <7 < ——,
m m

o que implica a(t) > a(n/m).

n
Portanto, a funcao a(¢) € decrescente em (—00, ——) comn < 0.
m
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Observe que dos graficos com concavidade para cima, o grafico b tem essa propriedades.
Logo, identificamos o grafico de a(¢) com o grafico b. Note que, @ > 0.

Mas a aceleracdo € a derivada da velocidade e a derivada de uma parabdla € uma cibica. Logo,

m n
—P+—>+at+Bcomm>0,n<0ea>0.

v(t) € uma cubica do tipo v(¢) = z >

Assim, para ¢t < 0 tem-se

mas n o

—t+ =t +at+ -
mas n o

—I1 4+ =-t"+at

6 2

t(mt2+ r+ )
— = nt+«
2\3

Observe que a expressao no parentese € positiva e como ¢ < 0 tem-se v(¢) —v(0) < 0, ou seja,
v(t) < v(0).

v(r) —=v(0)

Logo, a fungdo v(¢) € crescente em (oo, 0). Portanto, o grafico de v(¢) € o grafico d.

Finalmente, por exclusdo, o gréfico da posi¢cdo s(¢) € o gréfico a.

Uma pedra lancada num lago parado produz ondulacdes na forma de circulos concéntricos.
O raio “r” do circulo interno aumenta a uma taxa de um pé por segundo (um pé = 30,48 cm). Quando

o raio medir 4 pés, qual serd a taxa de variacdo da drea A da parte ondulada?
Solucdo: Temos a drea A e raio r estdo relacionadas pela expressao:
A=nrl.

Queremos calcular a taxa de variacdo instantane da drea A da parte ondulada, em funcio do

tempo, para r = 4 ou seja, queremos calcular o parar = 4.

dA d d
Assim, T = 27rrd—’; € como d—; =1, tem-se
dA

—; =2m-4-1=87~2513 pé*/s = 23349, 08 cm?/s.

(a) Defina a concavidade e ponto de inflexdao de uma funcio f;

Solucao:
Concavidade: Seja f derivavel no intervalo aberto [ e seja xo um ponto de /. A reta tangente
em (xo, f(x0)) ao grafico de f € o grafico da funcdo 7" dada por

T(x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0).
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(i) f tem concavidade para cima em / se
f(x)>T(x)

quaisquer que sejam x € xo em I, x # xg.

(ii) f tem concavidade para baixo em / se
f(x) <T(x)

quaisquer que sejam x € xo em I, x # xg.

Ponto de inflexdo: Um ponto (x¢, f(x¢)) do grafico de uma funcdo f é um ponto de inflexdo
de f, se existe um intervalo (a, b) C I tal que xo € (a,b) e:

(i) f € cOncava para cima em (a, x() € concava para baixo em (xg, b), ou

(ii) f € concava para baixo em (a, xg) € cOncava para cima em (xg, b).

(b) Faga uma interpretacdo geométrica da concavidade para cima de f.

Solucdo: Dizemos que f possui concavidade para cima em um intervalo (a, b), se o grafico

de f estiver acima de todas as suas tangentes neste intervalo. Graficamente, temos:

)

|

|

|

|

|

|

|

|

|
b x

Suponha que a funcdo f representa a venda semanal de um produto. O que podemos

afirmar sobre f” e f” para cada uma das seguintes situagoes:
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(a)

(b)

(c)

(d)

(a)

A taxa de variacao das vendas € crescente;

Solucao: A taxa de variacdo é dada por f’(x). Entao, temos que f”(x) > 0 para garantirmos
que f’(x) € crescente.

As vendas estio estabilizadas;

Solucdo: Vendas estabilizadas significa f atingiu um minimo ou um maximo e depois ficou

constante.

Se o ponto € de minimo, significa que f decresceu e depois ficou constante, o que implica
que f'(x) <0e f'(x) =0. Além disso, f”(x) > 0 para garantir que f tem concavidade para
cima.

Se o ponto € de maximo, significa que f cresceu e depois ficou constante, o que implica que
f'(x) >0e f'(x) =0. Além disso, f”(x) < O para garantir que f tem concavidade para
baixo.

As vendas atingiram o minimo e comecaram a crescer.

Solu¢do: As vendas atingiram o minimo implica que f’(x) se anula em algum ponto e
comegam a crescer implica que f’(x) > 0. Além disso, f”(x) > O para garantir que f tem
concavidade para cima.

A taxa de variacdo das vendas € constante.

Solucdo: A taxa de variacdo instantdnea € dada por f’. Entdo, f'(x) = C com C uma
constante. Logo, f”(x) = 0.

Enuncie e facga a interpretagdo geométrica do Teorema do valor médio - TVM.

Solucido: Teorema do Valor Médio. Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivivel em

(a, b), entdo existe pelo menos um ¢ € (a, b) tal que
f(b) = f(a) = f'(c)(b-a).

Geometricamente, este teorema diz que se s € uma reta passando pelo pontos (a, f(a)) e

(b, f (b)), entdo existird pelo menos um ponto (c, f(c)),coma < ¢ < b, tal que a reta tangente

b) —
ao grafico de f, neste ponto, € paralela a reta s. Como w € coeficiente angular de s
—a
e f’(c¢) o dareta tangente ¢,
) - fla@ _ ,
)
—a
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(b)

(©)

Faca a interpretacdo Fisica (cinemadtica) do Teorema do valor médio.

Soluc¢ao: Suponhamos que uma particula move-se em uma linha reta com uma func¢ao posicao

f(®) - f(a)

s = f(t). Assim, ————— serd a velocidade média entre os instantes t = aet = b. O
—a
TVM nos diz que se f for continua em [a, b] e derivdvel em (a, b), entdo tal velocidade média

serd igual a velocidade instantanea da particula em algum instante r = ¢ entre a e b.

+1
Determine se o Teorema do valor médio pode ser aplicado a funcdo f(x) = al em [1,2].

X
Caso afirmativo, encontre o(s) valor(es) de “c” em [1, 2] que satisfaz(em) o TVM e ache a

€6 9

equagdo da reta tangente em “c”.

Solucao: Reescrevendo f, temos:

+1
fR =2 =14=
X X
1
Observe que f, bem como sua derivada f’(x) = — ndo estd definida apenas em x = 0.

_27
X
Entdo, no intervalo [1, 2], f € derivavel e portanto continua, logo podemos utilizar o TVM.

Desta forma,
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f@2) - fA

T = f©

1 1 1
l+<-]-1+-] = —=
[+3)-(r+5) - =
| 1

2 c?

=2
c = V2.

Entdo, ¢ = V2 € (1,2). Logo, a reta tangente no ponto (c, f(c)) = (\/Zf(\/i)) =
( VZ2+2\/§

) serd dada por:

y=-f) = fle)x-c)
y-f(¥V2) = f/(V2)(x-V2)

1
y = —5(x=V2)

y = —%+(1+\/§).

Graficamente, temos:

(d) Um ciclista comeca uma corrida de 40 Km as 6 horas e termina 4 horas depois. Explique por
que existem pelo menos dois instantes durante a corrida que a velocidade do ciclista € de 8
Km/h.
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(a)

(b)

Dica: Aplique o TVM.

Solucdo: Seja a funcio posi¢ao s(¢) continua no intervalo [0, 4] e derivdvel no intervalo (0, 4),
temos que a velocidade média do ciclista € dada por:

s(4)—s(0) 40-0 10
4-0  4-0
Pelo TVM, existe algum instante ¢ € (0,4) tal que s’(¢t) = 10.

Considerando o intervalo [0,¢], 0 < ¢ < 4, tal que

s(t) —s(0)

— =8 = s5(t) = 8¢.
p— s(1)

Pelo TVM existird um instante ¢ = c, tal que s’(c) = 8.

Analogamente, considerando o intervalo [z, 4], tal que

s(4) — s(1) PN 40 — s(¢)

1 1 =8 = s(t) =8t +8.

Logo, s’(c) = 8.

Descreva um procedimento para encontrar extremos relativos da funcdo f usando apenas

informacdes de f”.
dica: estude o teste da primeira derivada.

Solucao: Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivavel em (a, b), exceto possivelmente

num ponto xg.

(i) Se f’(x) > Oparatodo x < xge f'(x) < 0 para todo x > x¢, entdo xo € ponto de maximo
de f.
(i) Se f’(x) < Oparatodo x < xge f’'(x) > 0 para todo x > x¢, entdo xo € ponto de minimo

de f.

Aplique este procedimento as seguintes situagoes:

2
Encontre os extremos relativos de f(x) = — 4;
x —_—
Solucao: A derivada serd dada por:
2x(x* — 4) — x*(2x) 8x

fl(x) = = fi(x) =-

(x2 —4)2 (x2-4)2°

Fazendo f’(x) = 0, entdo:
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8x

—m:():?’x:o.

Note que o denominador da expressdo de f’ é sempre positivo. Assim, para estudar o sinal de

f’ basta analisar seu numerador.
Entdo, para valores x < 0, temos f’(x) > 0. Para valores x > 0, temos f’(x) < 0.

Logo, x = 0 € valor de maximo relativo (Veja no grafico).

Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-2 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(c) Resolva o seguinte problema:

Tossir forca a traquéia a se contrair, o que afeta a velocidade “v” do ar que passa

por ela. A velocidade do ar durante a tosse é
v=k(R-r)r? 0<r<R.

com k uma constante, R o raio normal da traquéia e r o raio durante a tosse. Qual

o raio produzird a velocidade maxima do ar?

Soluc¢ao: Temos que:
v(r) = kRr* — kr3.

Fazendo v/ (r) = 0, temos:
2kRr —3kr* =0 = kr(2R - 3r) = 0.

2R
Cujas solugdes saor =0er = 5
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(a)

(b)

(©)

2R
Observe que para valores 0 < r < R tem-se que v/ > 0. Por outro lado, observe que para

2R 2
valores r > ER tem-se que v/ < 0. Logo, r = ER € o raio que produzird a velocidade maxima

do ar.

Descreva um prodecimento para encontrar extremos relativos da fun¢ao f usando informagoes
de fe f”.
dica: estude o teste da segunda derivada.

Solucdo. Supondo f : [a,b] — R continua em [a, b] e pelo menos de classe C? no aberto
(a, b). Encontre outros pontos criticos de f, isto é, ¢ € (a, b) tal que f’(c) = 0. Outros, porque
{a, b} ja sdo, devido a nao diferenciabilidade de f nesses pontos. Porque a segunda derivada
fornece informagdes sobre a concavidade do grifico de f, no caso, se f”(c) > 0 tem-se
concavidade de f voltada para cima na vizinhanca de c e, se f”(c) < 0 tem-se concavidade
de f voltada para baixo na vizinhanga de c. Portanto, teremos um minimo relativo ou um

maximo relativo, para f”(c) > 0 ou f”(c) < 0 respectivamente.
Aplique (se possivel) este procedimento para encontrar os extremos relativos de f(x) =
sen (x) + xem [0,2 7];

Solucdo. E claro que f € continua em [0, 2], na verdade, f € de classe C*, ou seja, possui
todas as suas derivadas continuas em (0, 27r). Logo, podemos derivé-la pelo menos duas vezes

em (0, 2r). O ponto critico é
f'(c)=cos(c) +1=0 = c=n.

Porém,
f"(m) = —sen (7)) = 0.
Ou seja, ndo sabemos dizer se f () € minimo ou maximo relativo.
Existem nimeros de [0, 2 7] para os quais o procedimento acima ndo se aplica? Caso afirmativo,

sem usar o grafico de f e usando informagdes de f”, como vocé faria para verificar se o nimero

€ ou ndo extremo relativo de f?

Solucdo. Sim, pela ndo derivabilidade de f em O e 2x, e pelo item anterior, nos elementos
{0, , 27} o procedimento ndo se aplica. Para contornar essa situagdo usamos que se f’ > 0

temos que f € ndo-decrescente e se f’ < 0 temos que f serd ndo-crescente. Isto é, como

f(x) =cos(x)+1>0, Vx € [0,2n],
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porque
-1 <cos(x) <1 < 0=1-1<cos(x)+1.

Portanto, f € ndo-decrescente em todo intervalo, isto €, seu minimo em [0, 27] serd
0= f(0) =sen (0) +0,
e seu maximo em [0, 2] sera

2n = f(2m) = sen (2m) + 2nm.

(a) Defina assintotas verticais, horizontais e obliquas;
Solucio:

Assintota vertical: é uma reta, x = a, que possui pelo menos uma das propriedades:

1. lim f(x) = —oo
x—a~

2. lim f(x) = o
x—a~

3. lim f(x) = —co
x—a*

4. lim f(x) = oo

Assintota horizontal: é umareta, y = a, que possui pelo menos uma das propriedades:

1. lil’El f(x)=a

2. lim f(x)=a

Assintota obliqua: é uma reta y = ax + b, onde 0 < |a] < co. Em outras palavras, a reta
y = ax+ b com a e b nimeros reais, € assintota obliqua do grafico de f se, e sé se for verificada
pelo menos uma das propriedades:
I. lim [f(x)-(ax+b)] =0
X——00
2. lim [f(x)—(ax+b)] =0
X—>00
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x*-2x+4

(b) Determine as assintotas da fung¢do f(x) = >

Solucio: O dominio de f:
Dy ={x eR|x #2}

A reta x = 2 é um candidata a assintota vertical de f.

Assintota verticais:

x> -2x+4
lim = lim |x + = —00
x—2~ x—=2 x—2" x—-2
x2-2x+4
lim = lim (x + = 00
x—2t x—-2 x—2* x—-2

Logo areta x = 2 € assintota vertical de f.

Assintota horizontais:

" x?-2x+4 " L4
m —— = l1m | X = —0
x—-oc0  x—2 xX—00 x—=2

. ox?2-2x+4 4

lim ———— = lim |x + = o0
x>0 x—2 x—00 x—2

A funcdo f ndo possui assintotas horizontais.

Assintota obliqua:

Partindo das propriedades

1. XEIPOO [f(x) = (ax+b)] =0
2. lim [f(x) -~ (ax+b)] =0

iremos determinar a através de:

)
a = lim
X—00 X
entao:
x2-2x+4 2 (
—_— 2
_ xc—2x+4
a = lim x=2 = lim —— = lim
X—00 X x—o00  x2 —2x X—00 » (
X
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de modo andlogo
() _

X

1.

a = lim
X——00
Agora iremos calcular o valor de b através de:
b= lim [f(x)— mx]
X—>00

entao

= lim = lim

b = lim
X—00 x -2 X—00 X —

X—00

[x2—2x+4 ] x2-2x+4 - x2+2x ) 4
X

X —

de modo andlogo
b= lim [f(x)—-mx] =0.
X——00

Temos entdo a assintota obliqua

y = x.

Abaixo temos o gréfico de f, assim como as assintotas encontradas.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
'

Ache o comprimento e a largura de um retangulo que tem perimetro de 100 metros e drea

maxima.

Solucdo: Temos que o perimetro do retangulo de lados x e y € dado por:

2x +2y =100 = y =50 — x.

A drea A = x - y deverd ser maximizada, assim:

A(x) = x (50 — x) = A(x) = 50x — x°.
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Fazendo A’ = 0, temos:

A(x)=50-2x=0=>x=25=y=25.

Logo, como A” = -2 < 0 temos que x = 25 fornece ponto de minimo, isto é, o comprimento e
a largura do retangulo deverao medir 25 m cada.

(a) D€ exemplo de uma funcdo cujo grafico tem assintota vertical em x = 4 e assintota obliqua

emy=x+1.

Solucio: Como x = 4 é uma assintota vertical, devemos ter uma funcao racional f(x), cujo
numerador € uma funcdo g(x) e o denominador € o termo (x — 4), isto &,

(X)

= 15
fx) = — (15)
tal que:
lim £(x) = lim 8(x) _ (16)
x4 x —4
Como y = x + 1 € assintota obliqua, devemos ter:
hm [f(x)-(x+1D]=0 (17)
e
lim £ _ 1. (18)
x—+00 X
Observe que:
2
- 3x -1
Fo = a1y = 89 () ER T H I
x—4 x—4
e substituindo este resultado em (17), temos:
=0
—
2
- 3x -1
lip S ¥ +5x7l (19)
x—>+00 x—4
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Note que este limite € verdadeiro quando tomamos g(x) — P2+3x=0= g(x) = x2-3x. E
isto satisfaz (16) e (18). De fato, temos:

: - 8(x)
| = 1
xl—r>Iél|-f(X) xl—rg- x—4

x2 - 3x

lim ACY = lim
x>t x x—>teo x2 — 4x

x% - 3x

Logo, f(x) = ¢ a funcdo procurada, cujo grafico é

(b) Naresolucdo do limite abaixo, a regra de L’Hospital foi incorretamente usada. Descreva o erro:

. osen(mx)—1 . mcos(mx)
lim ——— = lim ———= =
x—0 X x—0 1
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~ . ~ . o .0 oo )
Solucao: Note que o limite dado ndo apresenta indeterminacdes do tipo 0 ou —, logo esta
(6.0}

incorreto usar a regra de L'Hospital. De fato, calculando os limites laterais, temos:

. sen(mx)-—1
lim ——————— =
x—0" X

pois, quando x tende a O por valores negativos, sen (7 x) — 1 tende a —1.

Analogamente, quando x tende a 0 por valores positivos:

sen(mx)—1

lim -
x—0t X
isto €, o limite ndo existe.
Para as questoes e , considere a seguinte funcao
F6) = =2
x) = .
x2-4

Faca a seguinte andlise:

Solucao:
* dominio de f:
Observe que a fungio estd definida para x> —4 # 0 = x # +2. Logo, Dy={xeR | x #£2}.

* pontos de interseccao como o €ixo x:

Temos

y=0= 2x 4:O:>x:0.
x_

Logo, (0,0) € o ponto de interseccdo com o €ixo x.

 pontos de interseccao com o €ixo y:

Temos
0° .
=0= f(0) = =0.
x fO) = 5—
Logo, (0,0) € o ponto de intersec¢do com o €ixo y.
 primeira derivada f”:
Calculamos utilizando a regra do quociente e obtemos:
, 3x% (x2 —4) - 2x - x* , x* — 1242
f(x) = = f(x)

(x2 — 4)2 T
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* segunda derivada f”:

Derivando novamente, obtemos:

(4x3 = 24x)(x? —4)% = 2 (x% — 4) 2x (x* — 12x?)

(AP = 24x)(x? - 4) — 4x (x* - 12x7)
) (x2 = 4)3
Logo,
. 8x> + 96x
¢ assintotas verticais:
Por inspec¢do, os candidatos a assintotas verticais sdo x = =2 e x = 2. De fato, calculando os

limites quando x tende a —2 e 2, pela esquerda e pela direita, obtemos, respectivamente:

. x> . X3
lim = 400, lim = —00
x—-2+ x2 -4 x—-2-x2 -4
e
X X
lim = 400, lim = —00.
-2t x2 -4 x—-2" x2 -4

* assintotas horizontais:
As assintotas horizontais serdo dadas pelos limites no infinito de f, caso existam. Observe que

3

X X
P
Assim,
. i X
A GRS i == S e
P
e
X
lim f(x)= lim — g =%
X2

Como estes limites ndo existem, f ndo possui assintotas horizontais.

* assintotas obliquas:

As assintotas obliquas serdo obtidas utilizando

xlim [f(x) —(mx+n)]=0. (20)

—+00
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onde

= lim f(x).
x>0 X
Assim, temos
fx) X x?
X x(x2-4) x2-4
Segue que
2
lim 2% - i
X—+00 X X—+00 x2 -4
) 1
=l —
P
= 1.

1.

Analogamente, lim fx) =

X—>—00 X

Assim, m = 1 para x — +o0o. Vamos agora determinar n. De (20) temos:

n = lirP [f(x) —mx]

3
n = lim[x —x]

Logo, para x — o0, y = x € assintota.

¢ Limites no infinito:

q . R X s X _

im0 = Jim 5 = lim =

X2
3 X

(i) lim f(x) = lim = lim ——— =+
X—+00 x—+00 x2 — 4 X—+00 4
-
X2
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pontos criticos:

Temos
x4 — 12x2

_ 4 2 _
m—():))(f —12x* =0.

[0 =0=

Fazendo u = x°, segue que

u2—12u:0zu(u—12)20
cujas raizes u = 0 e u = 12 fornecem x = 0 e x = +V12 = +2V3.
Logo, os pontos criticos sdo (0, £(0)) = (0,0), (-2V3, £(-2V3)) = (-2V3, -3V3) e (2V3, f(2V3)) =
(2V3,3V3).
pontos de inflexao:

Temos
8x3 + 96x

Note que a tnica raiz real que satisfaz esta tltima equagao é x = 0. Além disso, para x < 0

f(x)=0= 0 = 8x° + 96x = 0 = x(8x% + 96) = 0.

tem-se f” < 0, e, para x > 0 tem-se f” > 0. Logo, (0, f(0)) = (0,0) é ponto de inflexo.

intervalos da anélise:

Crescimento/Decrescimento:

Note que f’(x) > 0 para x < —2V3 e para x > 2V3. Logo, f é crescente nos intervalos
(=00, ~2V3) € (2V3, +00).

Por outro lado, f’(x) < 0 para —2V3 < x < —2ou-2 < x <2ou2 < x < V3. Logo, f é
decrescente no intervalo (—2\/§, -2)U (=2,2) U (2, 2\/§).

Concavidade:

Estudaremos o sinal da segunda derivada

8x7 +96x  8x(x?+12)
(x2-4)3  (x2-4)3

f'(x) =

Observe que os termos 8x e x* — 4 determinam o sinal de f”, j4 que o termo x> + 12 & sempre

positivo. Assim, temos

———————— +4+4++++++

8x
T
0
|
I
++ _ _ _ _ _ b
24 Y : s
— : 2
| |
| ! I
P Rl Rl Ittt L+
—2 0 2
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Entdo, f”(x) >0para-2 < x <0ex >2. E f”(x) <Oparax < -2e 0 < x < 2. Logo, f ¢
cOncava para cima nos intervalos (—-2,0) e (2, o). Analogamente, f € cOncava para baixo nos
intervalos (—oo0, =2) e (0, 2).

(a) Faca um resumo da andlise da questdo 2 completando a seguinte tabela:

Solucio:
X f(x) f'(x) f7(x) propriedades do grafico
(=00, -2) <0 >0 >0 abaixo do eixo x, crescente

e cOncava para cima

(-2,0]U[0,2) | >00ou<0| <0 |>0,=00u<0| acimado eixo x ou abaixo do
eixo x, decrescente, concava

para cima ou cOncava para baixo

(2, ) >0 >0 >0 acima do eixo x, crescente

e concava para cima

(b) Usando a tabela acima, faga um esbogo do gréfico de f.
Solucdo:
Griafico de f:

N
e e e T e e L
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(a) Para a funcio f(x) = x* — 12 x3 + 4 x?> — 64 x, faca a seguinte andlise:

Solucao:

I.
2.

dominio de f: Néo ha restri¢do no dominio de f, isto €, Dy = R.

pontos de interseccdo como o eixo x: Se

o123 +4x%-64x=0 = x=0e x~ 12, 106.

. pontos de intersec¢do com o €ixo y: Note que:

£(0) = 0.

. primeira derivada f’: Temos

£/ (x) = 4x> — 36x% + 8x — 64.
segunda derivada f”: Temos
7 (x) = 12x> = 72x + 8.

assintotas verticais: Fun¢des polinomiais ndo possuem assintotas verticais.

. assintotas horizontais: A funcio ndo € limitada nem inferiormente nem superiormente,

logo ndo possui assintotas horizontais.

. assintotas obliquas: Note que

m = lim f(X) = lim_x3 ]_2+i_g
x—oo0 X X—00 X x2 X3

=o00-] = o0.

Disso e da relacao
lim [f(x) — (mx +n)] =0,
X—+00

temos que nao existe assintotas obliquas.

Limites no infinito:

12 4 64
(@) lim f(x)= lim x4(1——+—
X——00 X——00 X X
12 4 64
(b) lim f(x)= lim x4(l——+—2—_3):00.1
X—+00 x—+00 X X X
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10. pontos criticos: Fazendo

Temos o unico ponto critico.

0=f"(x)=4x>—36x> +8x - 64 = x =~ 8 976.

11. pontos de inflexdo: Temos

0=f"(x)= 12x2-72x+8 = x~0,113 e x ~ 5, 887.

Portanto, ndo existe pontos de inflexdo para f.

12. intervalos de teste: Chamando ¢ = 8,976

(—OO, C]

[c, o0)

(b) Faga um resumo da andlise do item (a) completando a seguinte tabela:

X f(x) f'(x) [ (x) propriedades do grafico
(c0,c) | >0ou<0| <0 [>00ux<O positiva ou negativa

c ~ = >0 cOncava para cima
(c,00) | <O0ou>0| >0 >0 cOncava para cima

(c) Usando a tabela do item (b), faca um esboco do gréfico de f.

Solucao:
Grifico de f:
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Y

1000

500

-500

-1000

-1500

-2000

-2500

Determine a derivada das seguintes fungdes:
(@) f(x) = In(sec(x) +tg (x));

Solucido: Observe que f(x) = In(u(x)) com u(x) = sec(x) + tg(x), e pela regra da ca-

deia temos que
d _u'(x)
aln(u(x)) TR (21)

Assim, u'(x) = sec(x)tg (x) + sec2(x) e

sec(x)tg (x) + sec?(x)
sec(x) +tg (x)

sec(x) (tg (x)+sec(x))
sec(x)—+tg(x)

sec(x).

flx) =

(b) f(x) = e*(sen (x) + cos(x));

Solucdo: Aplicando a derivada do produto, obtemos

e’ (sen (x) + cos(x)) + e* (cos(x) — sen (x))

esen(X) + e* cos(x) + e* cos(x)—e sem(x)

2e" cos(x)

f(x)
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© f()=1n (1 f;x);

Soluc¢ao: Podemos escrever a fun¢do f como

In(e*) —In(1 + &%)

x —1In(1 +¢e%)

J)

Aplicando a regra da derivada da soma e a formula (21), obtemos

X

, _ 4 €
Fo = 1+e*
I+t —e
a I +e*
3 1
1l +eX
@) f(x)=Ve2* + 2%,
Solucao: Aplicando a regra da cadeia, obtemos
1
f,(X) - _ (e2x + e—2X)—1/2 (e2x + e—2x)/

2
2(82)( _ e—Zx)

2Ve2x 4 g2

er _ e—2x

\/er + e—2x

< . N 9 g 5
Calcule a drea do maior retangulo que pode ser inscrito sob a curva f(x) = e™*, no

primeiro e segundo quadrantes.

Solucdo: Queremos determinar a drea do maior retangulo que pode ser inscrito abaixo da curva f e

acima do eixo das abscissas, como indicado na figura abaixo.
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fla) =

O retangulo possui altura 4 = y e base b = 2x, logo sua area € dada por A = bh, ou expressa em
funcao de x
A(x) =2xy = dxe™ .

Queremos derterminar o valor de x tal que A(x) ¢ mdxima. Para isso, usaremos o teste da 1* derivada:
A(x) = 2o —4xle™ = ¢ (2 - 4x2) .
A(x) =06 e (2-42%) = 0.

X

~ 2 Lo .
Como a fungdo f(x) = e™* € estritamente positiva temos que

1 2
A’(x):0@2—4x220@x2:§®x=i§.
2 2
Logo, os pontos criticos sdo {—%, +§} Vamos analisar o final da derivada:

V2 V2
X —00, —— >

b

S

V2
7,00

2
e + + +
2 — 4x? —~ + -~
f'x) - + -

2
Portanto, f/ muda do sinal positivo para o sinal negativo em x = - logo, esse ponto € ponto
de médximo da funcdo A(x). Deste modo, a d&rea maxima € dada por

A(?) =2 ?e_(¥)2 == \/Ee_%.
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(a)

(b)

(a)

(b)

eX +e*
Considere a fungdo f(x) = —
Encontre, se possivel, os pontos extremos de f;

e¥ —e™*

Solucao: Derivando temos f”(x) = > Fazendo f’(x) = 0, obtemos

=0 = x = 0.

—e " e =1>e

Portanto, x = 0 € ponto critico de f. Agora, observe que

ro=z(e-)

e logo, para x < 0 tem-se f’(x) < 0 e para x > 0 tem-se f'(x) > 0. Assim, f’ muda do sinal

negativo para o sinal positivo em x = 0. Aplicando o teste da 1¢ derivada concluimos que
eV +e 2 1
2 2

x = 0 é ponto de minimo. E o valor minimo € dado por f(0) =

Encontre, se possivel, os pontos de inflexdo de f;

Solucao: A segunda derivada € dada por

., e*+e ™ 1(, 1
f(X): > :E(e +e—x)

Note que f”(x) > 0, Vx € R, logo, pelo Teorema da concavidade, f tem concavidade para

cima em R, e portanto, ndo possui pontos de inflexdo.

Considere a fun¢do f(x) = log;, x.

Qual o dominio de f?

Solucio: Note que f estd definida para x > 0, isto é, possui dominio (0, o).

Encontre f =1
Solucao: A inversade f € afuncdo g talque fog = go f = Id, com Id a fun¢do identidade.
Assim, g é ainversa de f se f(g(x)) = g(f(x)) = x. Usaremos a notagio g = f~!.

Pelas propriedades de logaritimo e de exponencial sabemos que

log;p 10 =x e 10180% = x.

Logo, f~!(x) = 10*. Note que, temos a seguinte equivaléncia

y =log,px & 10° = x.
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(c) Dados f(x1) = 3ne f(x2) = n, calcule 2;
X2
Solucdo: Temos

f(x1) =3n = log;gx; = 3n & x; = 10°"
f(x2) =n=loggx2=n e x =10".

Logo,
xp 107
X2 10"

(d) Encontre o intervalo I C R tal que f(x) <0, Vx € I.
Solugdo: Se y = log;yx < 0 temos 10” < 10°, pois 10* é uma fungdo crescente. Assim,

10° < 10° = 10210 < 1 = x < 1.

Logo, para0 < x < 1 temos que y = log;,x < 0. O intervalo procurado € (0, 1).

(a) Defina as fungdes senh (x) e cosh(x);
Solucdo: As funcdes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico, sdo definidas, respectivamente,
por:

X —X X + e—x

_2 e cosh(x) = ¢ >

senh (x) = ¢

Abaixo temos os graficos das func¢des seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico respectivamente.

f(z) = senh(z)
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(b) Verifique a identidade cosh? (x) —senh?(x) = 1;

Solucio:
e +e* e —e*\?
2

e* + 2e e* +e 2 e —2e¥e™ 4 72X
4
1

cosh?(x) —senh?(x) =

g%+2+;/f7e%+27e72f>

d d
(c) Mostre que: o (senh (x)) = cosh(x) e o (cosh(x)) = senh (x);
X X
Solucio:

Derivada da funcao seno hiperbdlico

d d [ef—e*
E(senh(x)) = —( > )

dx
e’ — (—e™)
2
eX+e
2
= cosh(x).

Derivada da funcao cosseno hiperbdlico

d d [e*+e™*
o (cosh(x)) o ( 7 )

e’ + (—e™)
2
X —e*
2
= senh (x).

(d) Verifique que a funcdo y = a senh (x) satisfaz a equacdo diferencial y"”” — y’ = 0.

Solucio: Derivando a fungdo y obtemos
y" = a cosh(x);

77

y" = asenh (x);
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4

y" = a cosh(x).
Substituindo as derivadas de primeira ordem e terceira ordem na equacao diferencial
y" —y" = a cosh(x) — a cosh(x) = 0.

De fato a funcdo y satisfaz a equacao diferencial.

(a) Seja y* = x”. Calcule y’;

Solucao: Temos que

yro=x
Iny* = Inx”
xIlny = ylnux.
Derivando implicitamente,
1, , 1
Iny+x—y = ylnx+y-—
y X
(f—lnx) y = X—lny
y X
x—ylnx\ , y-xlny
N AE

’ y(y—xmy)
Yy = -\
x\x—ylnx
(b) Encontre o coeficiente angular da reta tangente a curva y* = x” nos pontos (a, a) e (2,4);

Solucdo: No ponto (a, a), o coeficiente angular da reta tangente é

v =2 (ﬂ) _q
a

a—alna

Analogamente, no ponto (2, 4),

4 (4-21n4
yQ)_§(2—4m2

) ~ -3, 18.

(c) Em qual ponto do grifico de y* = x” a reta tangente nao existe? Explique.

Solucdo: A reta tangente do gréfico de y* = x¥ ndo existe se

X2 X

xz—yxlnx:0:>y:

xlnx Inx

X
Logo, a derivada ndo existe em todos 0s pontos (x, 1—)
nx
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Um lago tem 500 peixes e sua populacao cresce de acordo com a fung¢do logistica

(1) = 10000
P = T 19615

com ¢t medido em meses.

(a)

(b)

(c)

Qual o tamanho limite para a populacao de peixes?

Solucdo: Para determinarmos a populagdo limite de peixes calcularemos o limite da funcao
logistica quando ¢ tende para o infinito, ou seja, tlirg p(t). Assim, aplicando as propriedades
de limites obtemos

10.000 10.000

im =
i 1+19e7t> 1419 1im e

t—o00
lim 10.000 = 10.000.

t—o00

lim p(1)

Logo o tamanho limite para a populacao de peixes € de 10.000.

A que taxa a populagdo de peixes estd variando no final do primeiro més?

Solucio: Para determinarmos a taxa de variacdo de peixes em funcdo do tempo (em meses)
derivamos a fun¢do logistica em fun¢do de #. Assim, aplicando a regra do quociente e a regra
da cadeia obtemos
d 10.000
dt (1 + 196"/5)

10.000(1 + 19 e73y’
(1 +19e715)?

10.000 _t/5 1

BETERTP=THCA ”) (_3)

38.000 7"/
(1+19¢1/5)2

()

A taxa que a populagdo de peixes estd variando no final do primeiro més, ou seja, r = 1 é

38.000¢°!°  38.000e°%2
(1+19e71/5)2 (1 +19¢702)2

p) = ~ 113,51.

Portanto no final do primeiro més a populacdo de peixes estd variando a uma taxa de aproxi-

madamente 113 peixes/més.

A que taxa a populacdo de peixes estd variando no final de 10 meses?

Solucao: A taxa que a populagcdo de peixes estd variando no final do décimo més, ou seja,
tr=10¢

38.000¢7'9°  38.000¢2
(1+19¢710/5)2 7 (1 + 19 ¢72)2

P(10) = ~ 403, 20.
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Portanto no final do décimo més a populagdo de peixes estd variando a uma taxa de aproxima-
damente 403 peixes/més.

(d) Depois de quantos meses a populagdo cresce mais rapidamente?

Solucdo: Para determinarmos depois de quantos meses a populacdo de peixes cresce mais
rapidamente devemos calcular o # para qual p’(¢) atinge seu valor maximo. Para isso, devemos
calcular p”(t). Assim,

. d ( 38.000e¢7"/°
Pty = —\ =5 552
(1+ 19 ¢71/5)

dt
38.000 7/ (=) (1+19¢7/%)2 —38.0007/5 - 2(1 + 19¢7/) - 197/ (-1)
(1 + 19 e71/5)2)2
~7.600 75 (1 +19¢7%) [(1 + 19€7/%) - 38 ¢/
(1+ 19 ¢1/5)4
~7.600 773 (1-19¢7/%)
(1+ 19 ¢71/5)3
760075 (19275 - 1)

(1+19¢71/5)3

Fazendo p” (t) = 0 para encontrarmos os pontos criticos da func¢do derivada p’(¢), tem-se

. 76007 (1975 - 1)
- (1+19¢71/5)3

O produto 7.600 ¢~*/3 (19 7 U — 1) ¢ nulo se e somente se uma das parcelas for nula. Logo,
197/ -1 =0, o que implica

1
—t/5 -
¢ 19
In(e™™”) = In €
19
—éln(e) = —In(19)
t = 5In(19)
t ~ 14,72.

Vamos verificar se ponto critico # ~ 14, 72 € ponto de maximo de p’(¢). Para isso, analisaremos
o sinal da segunda derivada:
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+
+
+
+
+

7.600e"°

79
- n + 14,72 - B
19¢77 -1 ¢
|
. s + | . s
(14 19e /%)% |
|
" + + I - -
p(t) 1o}
/ 14,72 \
Crescente Decrescente

Portanto, p”(¢) muda do sinal positivo para o negativo em r = 14, 72, logo, esse ponto é o ponto

de mdximo de p’(¢). Entdo, a populacdo de peixes cresce mais rapidamente em t = 14,72, ou
seja, apos 14 meses.

A taxa maxima sera

38.000 =472/
(1 + 19 e~1472/5)2

p'(14,72) = = 4.998,9 ~ 5.000 peixes.
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* Mudanga de varidvel na integral;
Métodos e Técnicas 58
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Sugestoes 61
Respostas 62
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* Fungdes e suas propriedades;

* Regras de Derivacao;

* Primitivagdo;
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* Nas questdes citadas efetua-se a mudanca de varidvel para
Mudanga de varidvel resolver a integral dada:

» Nas questdes citadas efetua-se a integragdo por partes para
Integragao por Partes resolver a integral dada:

* Nas questdes citadas utiliza-se o Teorema Fundamental do

Teorema Fundamental Calculo e suas propriedades para o célculo de integrais
do Calculo definidas:
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Nos exercicios até , decida (escreva a sua resposta)
se o problema pode ser resolvido com seus conhecimentos do
ensino médio (vamos chamar de pré-célculo) ou se sao necessdrios
conhecimentos de Calculo. Se o problema pode ser resolvido com
pré-calculo, resolva-o. Se lhe parece que o problema requer o
Cdlculo, explique seu raciocinio e use uma abordagem numérica

e/ou grafica para fazer uma boa estimativa da solugao.

Um objeto se desloca com velocidade de v(t) = 10,5
metros por segundo. Calcule a distancia percorrida por este objeto
em 4 segundos.

Encontre a drea da regido sombreada da figura abaixo:

(0,6) ¢

|
|
|
|
|
|
|
|
.
(0,0) i @

Encontre a drea da regidao sombreada da figura abaixo:
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0000 Considere a regido do plano limitada pelo gréfico da fun¢do

f(x)=1 —xzeoseixosxey,parao <x<1.
(a) Faca um desenho da regido.

(b) Divida o intervalo [0, 1] em » subintervalos I; = [x;_1, x;]
de comprimentos iguais Ax = x; — x;_1 = 1/n. Note que
x; =1i/nparal <i < n. Mostre que a soma de Riemann
n
S(n) = f(x;) A x é dada por

i=1
(1 2
S(n):;(;—ﬁ).

(c) Completa a tabela abaixo e desenhe S(n) paran = 5.

n [5]10 |50 | 100

S(n)
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(d) Usando os resultados do item (b), mostre que

& . 2
lim Z,f(xi) Ax = lim S(n) = 3.

dica: Ziz _ nn+1)2n + 1)'

i=1 6

1
Observe que f 1 - x?dx = lim S(n)
0

n—oo

®® 0O

(a) Escreva a integral definida que representa a drea da regido
dada abaixo (ndo calcule a integral):

gy) =y*

(b) Esboce a regido cuja drea € dada pela integral
f Vr2 —x2dx, r > 0.

Use uma férmula conhecida para calcular a drea.

ececoe Usando a defini¢do de integral definida, verifique que

b 33
fxzdxzb a.
u 3
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000

(a) Determine se a fungdo f(x) =

¢ integrdvel no inter-

valo [3, 5]. Explique seu raciocinio.

(b) Encontre as constantes a € b que maximizam o valor de

b
f (1 — x*) dx. Explique seu raciocinio.
a

(a) Enuncie as duas formas do Teorema Fundamental do Cal-

culo. Destaque as hipédteses e os resultados do teorema.

(b) Explique como o Teorema fundamental do Célculo (nas

duas formas), relaciona os conceitos de derivada e integral.

2

1
(a) Calcule F'(x) para F(x) = f n dt.
1

(b) Uma pessoa andando ao longo de uma doca, puxa um barco
por uma corda de 12 metros. O barco percorre um cami-
nho conhecido como Tractrix (veja figura). A equacdo do

caminho é

\/ )
f(x):121n(12+ 144 x)—\/144—x2.

Qual a inclina¢do desse caminho quando x = 6?
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Dada a fun¢do exponencial f(x) = a*.

(a) Verifique que f(u+v) = f(u) - f(v) e f(2x) = (f(x))%;

(b) Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de
f no ponto (1,2);

(c) Calcule a drea da regido limitada pelo gréifico de f, as retas

x=0ex=1¢€eo0eixo x.

(a) Verifique senh(u + v) = senh (1) cosh(v) +
cosh(u) senh (v);

(b) Encontre o coeficiente angular da reta tangente a curva
y = In(cosh(x)) no ponto (1, In(cosh(1));

(c) Calcule a drea da regido limitada pelo grafico de y =

senh (2x), asretas x =0e x = 1 e o eixo x.

(a) Em que regra € baseada a técnica de integracdo por substi-
tuicao?
(b) Descreva a técnica de integragdo por substitui¢ao;
1
(c) Para calcular f x% dx é adequado substituir u = X2, x =
-1

d 1 (!
Vu, dx = ﬁ e obter > f Vu du = 0? Explique.
u 1

(a) Em que regra de derivagao € baseada a técnica de integracao

por partes?

(b) Descreva a técnica de integrag@o por partes;
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Diga se vocé usaria integracdo por partes para calcular as
integrais abaixo. Se for o caso, identifique u e dv e justifique a
sua decisao.

(©) f x2 e** dx
(d) f 2x e dx

Calcule as integrais abaixo usando:

0000 Integracdo por substituig¢ao. Integracao por partes.
1 2
- f (n())>
X
(b) f 2x7 cos(x?) dx
(©) f xV4 — x dx
(d) f eV dx
(e) fcos(ln(x)) dx

(f) fln(x2 +1)dx

eeeo0 Enuncie a substituicdo que vocé faria se fosse usar uma
substituicao trigonométrica se a integral tivesse no integrando um

radical do tipo dado abaixo, com a > 0. Explique seu raciocinio.
(@) Va2 - x2;
(b) Va2 +x%;
() Va2 -a2.
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2
oo Considere a integral f 27 x% dx.
0

(a) Esboce a regido cuja a drea é dada pela integral;

(b) Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral se o
método das cascas for usado;

(c) Esboce o sdlido cujo volume é dado pela integral se o
método dos discos for usado;

Obs: os s6lidos ndo sao dnicos.

¢eeo Calcule as seguintes integrais:

(a) fﬂ sen (36) cos(0) dO
(b) f > V1 — e2% dx

3
X
© [ e

6
(d)ﬁ x

279
d
x3 o

(a) Mostre que a drea da regido limitada pela elipse

2 2
x_+y_:1

a?  b?

coma>0eb>0&mab.
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(b) Considere y = k, com k > 0, a reta que intercepta o grafico
de y = 1 - x2. Determine k de modo que a drea das regides
sombreadas da figura abaixo, sejam iguais.

y=1—=x

(a, k)

(a) Um toro € um soélido formado pela revolu¢do da regido
limitada pela circunferéncia x> + y> = 1 ao redor da reta
x=2.

Determine o volume deste sélido com formato de “rosqui-

"

nha".
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(b)

(a)

(b)

(a)

Considere a regido do plano limitada pela elipse

X2 y2

Z'Fﬁ:l

coma > 0e b > 0. Calcule o volume do sélido formado
pela revolucdo da elipse em torno do seu semi-eixo menor.

Este sélido € chamado Elipsoide.

Defina curva retificdvel e faga um breve resumo das princi-
pais ideias e dos procedimentos usados para o desenvolvi-
mento e obtencao da formula de integracdo para determinar

o comprimento de arco.

Fios elétricos suspensos entre torres formam uma catendria

(figura abaixo) que pode ser modelada pela equacao

X
=20 h(—),
y COS 20

-20 < x £ 20, com x e y medidos em metros.

Se a distancia entre as torres € de 40 metros, qual deve ser
o comprimento do cabo?

poste
'

v v

Faca um breve resumo das principais ideias e dos proce-
dimentos usados para o desenvolvimento e obteng¢do da
férmula de integracdo para determinar a drea de uma su-

perficie de revolucao.
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(b) Um galpao tem 100 metros de comprimento por 40 de lar-
gura (figura abaixo). Uma secdo transversal do seu telhado
tem a forma de uma catendria invertida

y =31 =100 + ¢7/29),

Calcule quantos metros quadrados tem o telhado deste gal-
pao.
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Use retangulos de mesma base para
“exaurir” a drea limitada pelo gréfico e pelo
eixo horizontal no intervalo [0, 4], e, assim

obter uma boa aproximacao.

Utilize a férmula da drea do triangulo.

Andloga a questao .

m Esboce o grafico. Use diretamente a
definicdo de soma de Riemann dada.

Lembre-se que x> +y? = r? é aequagio
do circulo de raio r com centro na origem.

n n

mUse: Zl :n,Zi:@e
i=1 i=1

S, nn+1)Q2n+1)

yp- et D)

i=1
Interprete a integral dada como a drea

da regido limitada pelo grifico de f(x) =
l-x’casretasx=a,x=hbey=0.

m Estude as duas versdao do Teorema Fun-
damental do Calculo.

m Use o Teorema Fundamental do Cél-
culo no primeiro iftem. Para o segundo item,
lembre-se que a inclinacdo do caminho no
ponto € obtida calculando a derivada neste
ponto.

Lembre-se das propriedades de potén-
cia.

Comece pelo segundo membro da
equacao.
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Estude a técnica de integragdo por substi-
tuicao.

Estude a técnica de integracdo por partes.

Comece usando integragdo por substitui-
¢ao.

Comece usando integracdo por partes.

Coloque a®> em evidéncia e compare a ex-
pressdo de dentro da raiz com as indentidades tri-
gonométricas:

2

cos?6 = 1 —sen , sec’ =1+ tg29.

Para o volume, use, respectivamente, 0 mé-
todo das cascas cilindricas e o método dos discos.

Lembre-se que:

sen (A) cos(B) = %[sen (A-B) +sen (A + B)].

Isole y em termos de x e calcule a drea
usando a simetria da elipse.

Use, respectivamente, o método das cascas
cilindricas e o método dos discos.

Estude o comprimento de arco e suas apli-
cacoes.

Estude a drea de superfice de revolugdo.



Um objeto se desloca com velocidade de v(r) = 10,5 1% metros por segundo. Calcule a
distancia percorrida por este objeto em 4 segundos.

Solucdo: Calculo, pois a velocidade ndo € constante. Devemos calcular a drea da regido limi-

tada pelo gréfico da funcdo v(7), pela reta x = 4 e o eixo x, como mostra a figura:

£ 66

A principal ideia do Célculo para obtermos a drea limitada pelo grafico de uma fungao € “exaurir”
a regido com poligonos que sabemos calcular a area, por exemplo, por retangulos. Veja a figura

abaixo:

e

42 o A

10,5 -

Agora, vamos calcular uma boa aproximacao da drea ‘exaurindo” a regido com retangulos do

seguinte modo:
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4-0 4
a) base dos retangulos: particionar o intervalo [0, 4] em n partes iguais: h = —— = —;
n n

4 8 12
Observe que a base dos retingulos ¢ dadaporty =h = —,tp =2h=—,t3=3h=—, ...,
n n n
4i
ti=ih= —l
n
b) altura dos retangulos: escolhemos a altura de cada retangulo por v(t;)
c¢) drea dos retangulos R = altura X base: a drea de cada retangulo € dada por Ry = v(¢1) X h =

4 3 4 4
V()X Ry = v(12)X2 h = v(t2)X s . . Ri = v(t;)Xh = V(1)) X~ -+, Ry = v(ty) Xk = v(1n) X —.
n n n n

d) uma boa aproximagdo do espaco percorrido (4rea aproximada) € a soma das drea dos n
retangulos, ou seja,

s = Ri+Ry+...+R+...+ R,

4 8 4i 4
v(t1)><—+v(t2)><—+...+v(t,~)><—l+...+v(tn)><—n
n n n n

s =
2 2 N 2 2
4\2 4 8\% 8 4i\? 4 4n\? 4
s = 10,5(—) —+10,5(—) —+...+10,5(—’) —+...+10,5(—”) o
n n n n n n n n
43
s = 10,5—3(12+22+32+...+i2+...+n2)
n
Logo,
672
SE—3(12+22+32+...+i2+...+n2) (22)
n

Assim, usando a expressao (22) (e uma calculadora) para varios valores de n obtemos

n | s=espago
50 230,76
100 | 227,37

500 | 224,67
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Portanto, o espaco percorrido é aproximadamente 224, 67.

Também podemos usar outros poligonos, por exemplo, tridngulos e trapézios, como mostra a

figura abaixo.

94,5

42

10,5

Ay

Ay

@

Encontre a drea da regido sombreada da figura abaixo:

(0,6)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
(0,0) 4 =

Solucio: Pré-calculo, pois a regido € um tridngulo.

1% solugcao: Podemos considerar que a base do tridngulo estd sobre o eixo y. Portanto,
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na questao

b-h _ 2=y = xi1)

A =
2 2
(6-0)4-0) 24
= ———— = — = 12u.a.
> 7 u.a
24 solugdo: Faga,
x1 y1 1 0 01
D=|x y» 1|=]061|=24
X3 V3 1 4 3 1

Logo, a 4rea serd dada por:
D
A= — = 12ua.
> u

Encontre a drea da regido sombreada da figura abaixo:

Y

Solucdo: Calculo, pois aregido € limitada pelo gréfico de uma funcido. Usaremos a ideia descrita

uma expressao analitica da fun¢do, e logo, ndo podemos escolher a altura dos retdngulos como o

valor da funcdo nos pontos da parti¢ao feita no eixo x. Para resolvermos este problema, vamos

também particionar um intervalo [2, 4] do eixo y. Veja a seguinte figura:
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T = 0 Ty X3 Tya=1%5 x5 27=2 T

Vamos chamar a drea sombreada de A. Observe que a drea A € menor do que a drea do retangulo
R; =2 x4 = 8 e maior do que a drea do retangulo R, =2 X2 =4, ouseja4 < A < 8.

Seguindo o procedimento descrito, temos

2-0
a) base dos retangulos: parti¢cao do intervalo [0, 2], no eixo x, em n partes iguais: h| = ==
n n

2
Observe que a base dos retangulos é dada por x; =i h; = —l.
n

4-2
b) altura dos retangulos: particdo do intervalo [2, 4], no eixo y, em n partes iguais: h) = —— =
n

SN

o
Observe que a altura dos retangulos € dada por y; =2+ jhy =2 + —].
n

2
c) area dos retangulos R = altura X base: a 4rea de cada retangulo € dada por R} = (2 + —| X
n
2\ 2 4 4\ 2 2j 27\2
hy = (2+—)—, Ry = (2+—)><h1 - (2+—)—, .. R = (2+—])><h1 - (2+—])—,--~,
njn n n/n n n n

2
R,,:(2+—n)><h1:(2+—)—.
n n n
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d) uma boa aproximacao da drea A € a soma das area dos n retangulos, ou seja,

R

IR

=
IR

n—vezes

B
[l

4
4+ =1 +2+---+n)
n

Logo,

Ri+R+...+Rj+...+R,
2\ 2 4\ 2 2j\2 2n)\ 2
(2+—)—+(2+—)—+-~~+(2+—])—+-~~+(2+—n)—
njn njn n n n n

4 4
(14 + D+ =0 +2+---+n)
n—— n

4
Azd+—=(1+2+---+n).
n

Assim, usando a expressao (23) ( e uma calculadora) para varios valores de n obtemos

n | A=drea
10 6,2
50 6,04
100 | 6,002

Portanto, a drea A € aproximadamente 6, 002.

(23)

Considere a regido do plano limitada pelo gréfico da funcdo f(x) = 1 — x? e os eixos x e

y,para0 < x < 1.

(a) Faca um desenho da regido.
Solucio:
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(b) Divida o intervalo [0, 1] em n subintervalos I; = [x;_1, x;] de comprimentos iguais A x = x; —

xi—1 = 1/n. Note que x; = i/n para 1 <i < n. Mostre que a soma de Riemann S(n) = Z f(xi)Ax
i=1
¢ dada por

o1 2
S(n) = = — =
(n) Z; (n n3)
Solucao: Das hipdtese do exercicio, temos:

S(n)

I

il g
&“:
)
>
=

(c) Completa a tabela abaixo e desenhe S(n) paran = 5.

Solucao:

n 5 10 50 100

S(n) 14 | 123 | 3283 | 13233
"125 | 200 | 5000 | 20000

(d) Usando os resultados do item (b), mostre que

& 2
lim > f(x)Ax = lim S(n) = =
i=1

dica:

& 2 nn+1)2n+1)
i© = .
- 6

i=1

n—0o0

1
Observe que f 1 - x*>dx = lim S(n).
0
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Solucdo: Temos que:
n %)
. ) |
lim S0 = lim ) (; - 5)

1
= lim - —
n

n—oo

= lim

n—00

1 - nn+1)2n+1)

n3 6

= lim

n—0o0

=ry R 6

(a) Escreva aintegral definida que representa a drea da regido dada abaixo (ndo calcule a integral):
Y

gy) =y*

Solucao: Observe que x = g(y), isto €, x estd em funcdo de y. Dessa forma, podemos
considerar o intervalo [0, 2] no eixo y e representar a drea da regido por:

2
Area:f y3 dy.
0

(b) Esboce a regiao cuja area € dada pela integral

f Vr2 —x2dx, r>0.
—r
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Use uma férmula conhecida para calcular a drea.

Solugio: Seja f(x) = Vr2 — x2. Observe que, f € a formula do semicirculo superior de raio
r. Logo, a regido limitada pelo grafico de f e o eixo x € dada por:

Y

Para calcular a drea da regido usaremos a formula da area do circulo de raio r. Assim,
g nr?
Area = f V2 — x2dx = —.
=r

2

Usando a definicao de integral definida, verifique que

b 3_ .3
fxzdx:b a.
a 3

b
f x2dx = lim xi2 Ax.
a

Solucao: Temos que

a .
Substituindo Ax = e x; = a + iAx, temos:

n

b n r _ 2 _
fxzdx = lim a+i(b a)] (b a)
a n—eo il | n n
oy b—a b—a\’
= lim a2+2ai( )+( ) izl
b

", (b- b—a\? -
. a2( “)+za( ) i+( ) 2
n—o0 £ n n n
b

i=1 L

b—a n b—a 2 n & 3 n
= lim az( )Zl+2a( ) i+( ) i2|.
n—oo n . n ] n 1
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n

6

$ D © DH2n+ 1
ComoZI:n,Zi:n(n2+ )eZizzn(rH_ )(n + ),segue:
i=1

i:l l:1

[ 2 3
— tim |22 b—a 0t g b—a n(n+1)+ b—a\"n(n+1)2n+1)
n—co n n 2 n 6
[ — A2 — P
_ lim |2 a)+ 2EZ D@D (b-aPet Dt 1)
n—oo 61’12
[ — )2 —_ )3 —_ 4)3 — 4)3
- lim |2 -a) +ap-ay + 20=D" [ bma) (bma) (b-a)
n—oo | 3 2n 6n2
b— 3
= az(b—a)+a(b—a)2+%
_ 3d’(b-a) +3a(b—a)* + (b-a)’
- 3
_ 3ba*-3a’ +3a(b? - 2ba + a*) + b® - 3b%a + 3ba* - a’
- 3
_ 3ba* -3a® +3b*a — 6ba* + 3a® + b’ - 3b%a + 3ba* - a*
- 3
b —a?
- 3

como queriamos.

(a) Determine se a fungdo f(x) =

7 ¢ integrdvel no intervalo [3, 5]. Explique seu raciocinio.

Solucao: Note que f € descontinua em 4 € [3,5]. Como esta descontinuidade ndo € do tipo

salto e f nao € limitada, temos que f ndo € integravel no intervalo [3, 5].

b
(b) Encontre as constantes a € b que maximizam o valor de f (1 - xz) dx. Explique seu
a

raciocinio.

Solucao: Podemos interpretar

b
f (1 —xz)dx

como a 4rea da regidio limitada pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grificode f(x) = 1 — x?

(Veja o grafico abaixo).
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Observe que, nessas condicdes, a maior drea serd obtida quando a = —1 e b = 1, conforme

ilustrado abaixo:

flx)=1-2?

/ : A\

(a) Enuncie as duas formas do Teorema Fundamental do Célculo. Destaque as hipdteses e os

resultados do teorema.

Solucio: 1° Teorema Fundamental do Calculo. Se f for integrdvel em [a, b] e se F for uma

primitiva de f em [a, b], entdao
b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Hipoteses: f integravel em [a, b], F uma primitiva de f, ou seja, F’(x) = f(x) em [a, b].

133



(b)

b n
Resultado: f f(x)dx = lim Z f(xi)(x; — xi—1) = F(b) — F(a).
@ n—oo =

2° Teorema Fundamental do Calculo. Se f for uma funcdo continua em [a, b], entdo a
funcao

8(x)=fxf(t)dt, a<x<b

¢€ continua em [a, b], derivavel em (a, b) e satisfaz
g'(x) = f(x).

Hipoteses: f continua em [a, b], ou seja, lim f(x) = f(xp), Vxo € [a, b].
X—X0

Resultados: A fungdo g(x) dada pela integral indefinida de f € continua em [a, b] e derivavel

em (a, b). Além disso, derivada da integral indefinida de f € a prépria f.
Explique como o Teorema fundamental do Célculo (nas duas formas), relaciona os conceitos
de derivada e integral.

Solucao: Sabemos que a derivada é dada pelo seguinte limite:

/) = fim TEOZT0 4)

cuja interpretacdo geométrica € a inclinagc@o da reta tangente e a interpretagcdo cinemadtica € a

velocidade instantanea. Agora, a integral € dada pelo limite
b n
f fOodx = lim " FG)(xi = xi-1) (25)
a i=1

cuja interpretacdo geométrica € a drea da regido limitada pelo gréfico de f, asretas x = a e

x = be o eixo x. Portanto, sdo conceitos diferentes com defini¢cdes e interpretagdes diferentes.
O Teorema Fundamental do Calculo relaciona estes dois conceitos do seguinte modo:

(i) a primeita forma do teorema diz que para calcularmos o limite (25) (que, em geral, é
complicado) basta resolver F’(x) = f(x), uma equacdo diferencial (ou seja, calcular uma

primitiva). Portanto, uma maneira de calcular uma integral € calcular uma primitiva.

(ii) a segunda forma do teorema diz que a integral indefnida de uma fun¢ao continua é uma
primitiva. Portanto, uma maneira de calcular uma primitiva de uma func¢ao continua e calcular

uma integral indefinida.
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2

1
(a) Calcule F’(x) para F(x) = f - dt.
1

1
Solucdo: Sabemos que In(x) = f n dt. Logo,
1

2

1
F(x):f ;dt:lnxz.
1

2 2
Assim, F’(x) = —;C =—.
X x
(b) Uma pessoa andando ao longo de uma doca, puxa um barco por uma corda de 12 metros. O

barco percorre um caminho conhecido como Tractrix (veja figura). A equacdo do caminho é

\ — o2
f(x)=121n(12+ 144 x)—\/144—x2.

Qual a inclina¢@o desse caminho quando x = 6?

Solucdo: A inclinagdo do caminho quando x = 6 serd dada pela derivada de f neste ponto,

isto é, f/(6). Assim, temos

6 12x 12 + V144 — 2 '+ x _
x) = .
12 + V144 — x2 & V144 — x2
Calculamos separadamente
2
=0
/ — — (12 + V144 — x2
12+ V144 - x2\ V144 — 42 ( )
x B o
1 12+ V144 — x2
= - _ LT i @7)

V144 — 52 x2
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Substituindo (27) em (26)

f'(x)

12x 1 12 + V144 — x2 x
12 + V144 — 32 <_\/144—x2_ x2 )Wm
B 12x B 2 . X
(12+ V144 - 2)V144 = x2 X V144 - X2
—12xV144 — 22 + x(12 + V144 - 2)V144 - X2 12
(12 + V144 — x2)(144 — x2) Cx
—12xV144 = x2 + 12xV144 — x2 + x(144 - x%) 12

(12 + V144 — x2)(144 — x2) X
12

X

12+V144 —x2 X
x2 = 12(12 + V144 — x2)
x(12+ V144 —x2)

2_12(12 + V144 — 62
Logo, f/(6) = =122+ % 1,7

6 (12 + V144 — 62)

Dada a fun¢do exponencial f(x) = a*.
(a) Verifique que f(u+v) = f(u) - f(v) e f2x) = (f(x))%
Solucio: De fato, sendo f(u) = a“e f(v) = a’,

fu+v)y=ad""V=d"-a" = f(u) - fv).

Analogamente,
f@2x) =a = (@)’ = (f(x)*.
(b) Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,2);

Solucao: Derivando, temos
f(x) =a“lna.

O coeficiente angular serd dado por

f/(1)=alna (28)

Como o ponto (1, 2) pertence ao grafico de f, temos

f(Hh)=a'=2a=2.

Logo, segue que (28) fica
f(1)=21n2~1,39.
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(c) Calcule a area da regido limitada pelo grifico de f, asretas x = 0e x = 1 e o eixo x.

Solucdo: Do item (b), temos que f(x) = 2%, cuja o gréifico abaixo indica a regido que devemos
obter a drea.

)

-

0 1 z

Logo, a drea serd dada por

Area

1
f 2% dx
0

2¢ 1!
In2 0
2 1

In2 In2
1

— =~ 1,44.

In2 ’

(a) Verifique que senh (# + v) = senh (u) cosh(v) + cosh(u) senh (v);

Solucdo: Tomando o segundo membro da equagdo, segue que:

senh (1) cosh(v) + cosh(u) senh (v) =

() ()5
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euty +M_W_ e—(u+v) + ety —W+W— e—(u+v)
4

2 eu+v -2 e—(u+v)
4

u+v __ e—(u+v)

2

= senh (u + v).

e

(b) Encontre o coeficiente angular daretatangente a curvay = In(cosh(x)) noponto (1, In(cosh(1));

Solucio: Derivando, temos:

’

1
= hx = tghx.
coshxSen HE

Substituindo o ponto (1, In(cosh(1)), segue que:

el —e 1 e2-1

(1) =tgh (1) = =
y (1) =tgh () el +e 1 e2+1

¢ o coeficiente angular procurado.

(c) Calcule a area da regido limitada pelo grafico de y = senh (2x), asretasx =0e x = 1 e 0 eixo

X.

Solucio: Considere o grafico abaixo:

Y

A drea serd dada por:

1
Area = f senh 2x dx.
0
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Fazendo a substituicdo u = 2x, du = 2dx,temosque x =0 =>u=0ex=1=u =2.

Logo, reescrevendo a integral, obtemos:

2
Area — f senh u du
0 2

B [coshu]2
2 o
cosh2 — cosh 0O

2
cosh2 —1

2
~ 1,38.

(a) Em que regra € baseada a técnica de integragcdo por substituicao?

Solucdo: A técnica de substitui¢do € baseada na regra da cadeia, pois se F € uma primitiva de
f e g € uma funcdo diferencidvel que podemos compor com f e F entdo, pela regra da cadeia,

d
T F(g()] = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g’ (x).

(b) Descreva a técnica de integrag@o por substitui¢ao;
Solucao:

Técnica de integracio por substituicio ou Regra da substituicao. Pela regra da cadeia
temos que F'(g(x)) + C sdo as primitivas da func¢do f(g(x))g’(x), ou seja,

ff(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C. (29)

Deste modo, podemos fazer a seguinte substituicdo: u = g(x) e obter du = g’(x) dx. Portanto,
(29) torna-se

ff(u)du:F(u)+C. (30)

Assim, na varidvel u, basta calcularmos a primitiva F' de f para resolvermos a integral (30).
Depois, usamos u = g(x) para obter a solugdo de (29).

1 1
d 1
(c) Paracalcular f x? dx é adequado substituiru = x2, x = Vu, dx = ﬁ e obter 3 f Vudu =
-1 u 1
0? Explique.

Solucao:
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(a)

(b)

Nao é adequado. Para aplicarmos a técnica da substituicdo devemos ter um integrando do

tipo f(g(x))g’(x).
1

Note que o integrando de f x% dx ndo é desta forma. Logo, ndo é adequado usarmos essa

-1
técnica, pois estaremos cometendo um erro. De fato, sabemos que

1 3
2 x|l I 1 2
dx = — = — - = — 0
f_lx *=3,=373537%00

Em que regra de derivagdo € baseada a técnica de integracdo por partes?

Solucio: E baseada na regra do produto
[f(0)g(x)]" = f/(x)g(x) + f(x)g’ (x).

Descreva a técnica de integracao por partes;

Solucido: Supondo que f e g s@o definidas e derivdveis no mesmo intervalo /, entdo pela
fomula da regra do produto temos que

[f()g()]) = f'(x) g(x) + f(x) g'(x) = f(x)g'(x) = [f()g(x)] = f'(x)g(x).

Observe que, uma primitiva de [ f(x)g(x)]’ € f(x)g(x) temos que, se f’'(x)g(x) tem uma
prmitiva em / entdo f(x)g’(x) também terd e serd dada por

ff(X)’g(X)dx=f[f(X)g(X)]'—f'(X)g(X) dx=f(x)g(X)—ff’(x)g(X) dx. (31)

Fazendo u = f(x) e v = g(x) teremos du = f’'(x) dx e dv = g’(x) dx podemos escrever (31)

fudv:uv—fvdu.

do seguinte modo:

Diga se voc€ usaria integracao por partes para calcular as integrais abaixo. Se for o caso, identi-

fique u e dv e justifique a sua decisdo.

(c) f x? e** dx;

Solucdo:

USARIA a técnica de integraciio por partes com u = x” e dv = ¢>* pois a integral f v du

da regra de integracdo por partes serd mais simples de calcular. De fato,
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fudv:uv—fvdu

5 % 262x er
fx eXdx = x"—-— — 2x dx

Usando novamente a técnica de integracdo por partes, agora com u = x € dv = e**

2 2x
fxzezx dx =

=
Q N|a
|
=
Q
[\ *)
=
IS
=

x22x e2x erd
2 _XT_fTX
2 2x 2x 2x
xX-e e e
= —x—+ S 4C
> ot T

e2x
= T(2x2 —2x+ 1)+ C.

Para a escolha u = ¢2* e dv = x? teriamos

D
fvduzgfx%zxdx.
() f2xex2dx.

Solucao:

NAO USARIA a técnica de integracio por partes, pois o integrando é da forma f(g(x))g’(x)

parau = g(x) = x> e f(u) = ¢". Logo, a técnica mais adquada é a regra da substituicio com

f2xex2dx = fex22xdx
= fe”du

u=x%edu=2xdx.

Integracao por substitui¢ao.
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2
@) f (In(x))” .

X

d
Solucao: Fazendo a substituicdo u = In(x) = du = —x, temos:
X

2 3
fdezfuzduzu—+C.
X 3

Voltando para a varidvel original, segue que

2 3
f (In(x)) dr = In”(x) L

X 3

(b) f 2x3 cos(x?) dx.

Soluciio: Fazemos a substituicio w = x> = dw = 2x dx temos
f 2x° cos(x?) dx = f x% cos(x?)2x dx = f w cos(w) dw.

Agora, por integracao por partes temos
u=w;, du=dw e dv=cos(w)dw; v =sen(w).
Assim,

fwcos(w)dw = wsenw—fsen(w)dw.

wsen (w) + cos(w) + C.

Voltando para a varidvel original, segue que

f 2x° cos(xz) dx = x*sen (xz) + cos(xz) +C.

(c) fx\/4—xdx.

Solucao: Fazendo a substituicdo u = 4 — x = du = —dx, temos:

fx\/4—xdx = —f(4—u)\/ﬁdu

= f(u3/2—4u1/2)du

2 8
= §M5/2 - §u3/2.C

Voltando para a varidvel original, segue que

2 8
fx\/4—xdx = 3(4— x)>/% - 5(4 -x)? +c.
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(d) f e@ dx.

1
Solucio: Fazemos a substituicio w = V2x = dw = T dx = dx = V2x dw = w dw temos
X

fe‘/z_xdx:fwewdw.

Agora, por integracdo por partes obtemos
u=w;, du=dw e dv=eYdw;, v=e".
Assim,
fwewdw :wew—fewdw+C:weW—ewdw.

Voltando para a varidvel original, segue que

fe@dxz\/ﬂem—em+0

(e) fcos(ln(x))dx.

1
Solucao: Fazemos a substituicdo w = In(x) = dw = —dx = dx = xdw = €" dw temos
X

fcos(ln(x)) dx = few cosw dw (32)

Agora, por integracdo por partes temos

u=¢e";, du=e"dw e dv=coswdw;, v =senw.
Assim,
few coswdw = e" senw — f e senwdw. (33)

Resolvendo a integral do segundo membro separadamente, por integragao por partes, temos

u=¢e"; du=e"dw e dv=senwdw;, v=-—cosw.
Assim,
few senwdw = —e" cosw + f e coswdw. (34)
Substituindo (34) em (33)
few coswdw = e“senw+e" cosw—few coswdw
2few coswdw = e“senw+e" cosw
w e senw + e" cosw
e’ coswdw = > .

143



Voltando para a varidvel original, segue de (32) que

"™ sen (In(x)) + ™ cos(In(x)) .
2
x[sen (In(x)) + cos(In(x))] L
3 )

C

f cos(In(x)) dx

(f) fln(x2+1)dx.

Soluciio: Fazemos a substituicdio w = x> = dw = 2x dx temos

2 _ L v 1
fln(x +1)dx—2f N7 du.

Por integracao por partes, temos

1 d
u=1In(+1); du:u_l_ldx e dv:\/—;l; v =2+u.

Assim,

I (In+1) , 1 Vu

\/ﬁln(u+1)—f Vu du (35)

u+1

Vamos calcular separadamente a integral do segundo membro. Fazendo a substituicdo z =
Vu = du = 2 7 dz tem-se

Vu f 22
= 2
f u+1 du 72 +1 d
= 2(z—arctgz)
= 2(\u - arctg Vu) (36)

Substituindo (36) em (35), segue que

lfwduz\/ﬁln(w1)—2(\/ﬁ—arctg\/ﬁ).
2)

Voltando para a varidvel original tem-se

fln(x2 +1)dx = x In(x*> + 1) — 2(x — arctg x) + C.
Integracao por partes.
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2
@) f (In(x))” .

X
Solucao: Por integracdo por partes temos

d d
w= ) du=2IxZ ¢ av=2 v =mw).
X X

Assim,

2 2
f (ln(;)) dx = (In(x)*-2 f GO 4y

X
I
2
3 f @dx _ (In(x))°
I
f @7 ()P
X 3

(b) f 27 cos(x?) dx.
Por integracao por partes temos

x4

u=cos(x?); du=-sen(x>)2xdx e dv=2x>; VZE.

Assim,

4 4
f 2x3 cos(xz) dx l cos(xz) + f x—sen (xz) 2xdx

4
f 2x3 cos(xz) dx % cos(xz) + f % cos(xz) dx.

Vamos calcular separadamente a integral do segundo membro. Fazendo w = x> podemos

escrever

1
fxs cos(xz) dx = 3 f w?sen (w) dw.

Por integracao por partes novamente

u=w? du=2wdw e dv=sen(w); v=—cos(w).

tem-se

1 2
3 f w?sen (w)dw = —% cos(w) + f w cos(w) dw.

Por integracao por partes novamente
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u=w;, du=dw e dv=cos(w); v=sen(w).

tem-se

2
% f w?sen (w) dw —W? cos(w) + wsen (w) — f sen (w) dw
2
= —W? cos(w) + wsen (w) + cos(w).

Voltando para varidvel original tem-se
4
fxs cos(xz) dx = -5 cos(xz) + x%sen (xz) + cos(xz). (38)
Substituindo (38) em (37) obtemos
f2x3 cos(xz) dx = x*sen (x2) + cos(xz) +C.

(c) fx\/4—xdx.

Solucao: Por integracdo por partes temos

2
u=x;, du=dx e dv=V4-xdx; v:—§(4—x)3/2.

Assim, , ,
fo4—xdx = —§X(4—x)3/2+5[(4—x)3/2dx+c
N 2 4
fx 4-xdy = -2x(4-x)-@-0)"C
N 2
fx e mdn = ~s@4-0"@+3x0 +C.

(d) f e\/ﬂ dx.

Solucdo: Por integrag@o por partes temos
2
u= em; du = gemx_l/zdx e dv=dx; v=x.

Assim,

1
fe@dx =xeV¥ - Efem\/ﬂdx.
Fazendo w = V2x; dx = V2x dw e podemos escrever

fe@dx:xem—fwzewdw.
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Por integracao por partes novamente

u=w? du=2wdw e dv=e"dw;, v=e".

tem-se |
femdx = xe@—i[wzew—f2wewdw]+c
fe\&_xdx = xem_%c em—fwewdw+c
fe@dx = xe@—xem+em(m—l)+c.

(e) fcos(ln(x))dx.

Solucao: Por integracdo por partes temos

dv =dx; v=nx.

u = cos(In(x)); du= _sen(lxﬂ dx

Assim,
fcos(ln(x)) dx = xcos(In(x)) + f sen (In(x)) dx.
Por integracao por partes novamente

_ cos(In(x)) i
X

u = sen (In(x)); du dv =dx; v=x.

tem-se

f cos(In(x)) dx

xcos(In(x)) + xsen (In(x)) + C

2 f cos(In(x)) dx
U

fcos(ln(x)) dx = %[cos(ln(x)) + sen (In(x))] + C.

(f) fln(x2+l)dx.

Solucdo: Por integrag@o por partes temos

2
al dx e dv=dx; v=x.

u=Inx*+1); du=-

f In(x> + 1) dx

fln(x2 +1Ddx = xIn(x®>+1)—-2(x —arctg(x)) + C.

x2 +

Assim,

2
xln(x2+1)—2fx—dx+C
1+ x2
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Enuncie a substituicao que vocé faria se fosse usar uma substituicdo trigonométrica e a
integral tivesse no integrando um radical do tipo dado abaixo, com a > 0. Explique seu raciocinio.

(a) Va? - x2.

Solucio: Note que, para a > 0, podemos escrever

2 2
X X
Va2 - x?=,la*|1-—]|=a 1—(—).
a a
Assim, comparando a expressio de dentro da raiz com a identidade trigonométrica cos> 6 =

1 — sen? @, observamos que podemos fazer a seguinte substituicio:

f:sené?(:nc:asené?. (39)
a

Para garantirmos que (39) define uma funcao injetora devemos tomar 8 no intervalo [—r /2, /2].
Observe que dx = a cos 8 df.

Portanto, neste caso, a integral torna-se

f\/az—xzdx = f\/az—azsenze(acosé)de
= azf\/l—senze cos 8 do

azfcoszé?de.
(b) Va? + x2.

Solucao: Note que, para a > 0, podemos escrever

Assim, comparando a expressio de dentro da raiz com a identidade trigonométrica sec? 6 =

1 + tg? @, observamos que podemos fazer a substituicio
Zoigheox=atgo. (40)
a

Para a substituicdo (40) definir uma func¢do injetora tomamos € no intervalo (—m/2, 7/2).
Observe que dx = a sec” 6 d6.

Portanto, neste caso, a integral torna-se

f\/a2+x2dx = f\/a2+a2tg29(asec26’)d0
= azf\/1+tg29 sec 6 db

a? f sec> 6 do de.
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(c) Vx2 a2

Solucio: Note que, para a > 0, podemos escrever

Assim, comparando a expressdo de dentro da raiz com a identidade trigonométrica tg> 6 =

sec’? 0 — 1, observamos que podemos fazer a substituicio

L = secO o x = a sech. (41)
a

Para a substituicao (41) definir uma funcao injetora tomamos 6 no intervalo [0, 7/2)U[r, 37/2).

Observe que, dx = a sec0tg 6 do.

Portanto, a integral, neste caso, torna-se
f Vx2—a%2dx = Va?sec? - a? (asech tgh)db
azf Vsec?2 0 — 1 secOHtgddo

= azfsecetgzedé’.

2
Considere a integral f 27 x%dx.
0

(a) Esboce a regido cuja a drea é dada pela integral;
Soluciio: A drea dada pela integral é a drea abaixo do gréfico da funcdo f(x) = 27 x> com x
variando de 0 a 2, como mostra a figura abaixo.
y
8

f(z) = 2nz?

Y
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(b)

(©)

Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral se o método das cascas for usado;

Soluc¢ao: O volume do s6lido obtido pela revolugao em torno do eixo y da regido sob a curva
y = f(x) de a até b, utilizando o método das cascas € dado por

b
V=27rf x f(x) dx.

Entdo, o volume do sélido dado pela integral

2
V=27rf xzdx,
0

utilizando o método das cascas, € o volume do sélido de revolucdo obtido pela rotagdo de
y = x em torno do eixo y com x € [0, 2].

Este volume € o limite do somatério dos volumes das cascas cilindricas de raio médio
r(x;) = x;, altura h(x;) = x; e espessura Ax; = x; — x;—1 com I; = [x;_1, x;] subinterva-
los de [0, 2].

Abaixo, ilustramos a regido rotacionada e um sélido de revolucao.

Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral se o método dos discos for usado;

Solucdo: O volume do sélido obtido pela revolugdo em torno do eixo x da regido sob a curva
y = f(x) de a até b, utilizando o método dos discos, é dado por

b
V= nf [f(x0)]? dx.

O volume do sélido dado pela integral

2
V:nf 2 x% dx
0

utilizando o método dos discos, € o volume do sélido de revolugdo obtido pela rotagdo de

y = V2 x em torno do eixo x com x € [0, 2].
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Este volume € o limite do somatério dos volumes dos discos de raio R(x;) = V2 X; € espessura

Ax; = x; — x;_1 com I; = [x;_1, x;] subintervalos de [0, 2].

Abaixo ilustramos regido rotacionada e um sélido de revolugdo.

Y

y=V2 =z

Y

Calcule as seguintes integrais:
T

(a) sen (36) cos(0) do,

-
Solucdo: Temos que

sen (30) cos(0) = %[sen (30 —6)+sen (30 +0)] = %[sen (26) + sen (40)].

Entao, escrevemos

fﬁ sen (36) cos(0) do % fn[sen (26) + sen (46)] do

= % [fﬂ sen (260) d6 + fﬂ sen (40) dG] 42)

Agora, vamos calcular cada integral desta dltima igualdade separadamente. Para a primeira

integral fazemos u = 260 = df = Tu’ coml=-1n>u=-2nel =n=u=2m Assim,

M _cos(2m)  cos(=27) _

" 1 [ cos(u)
sen (260) d6 = —f sen (u) du = — [ ] = "
j:n 2 -2r 2 _2r 2 2

d
Analogamente, para a segunda integral, fazendo u = 40 = df = TM, comf =-m=u=-4r

T 1 4
f sen (20) d6 = Zf sen (u) du = 0.

T 4r

0.

e =m = u=4n, temos
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Logo, substituindo estes resultados em (42), segue que:

fﬂ sen (30) cos(6) db = %(0 +0)=0

/4

a
Observe que para uma funcdo fmpar f, isto é f(—x) = —f(x), vale que f f(x)dx = 0.
—a
/4

Logo, sendo f(x) = sen (30) cos(6) uma fungdo impar, temos quef sen (36) cos(8) do = 0.

—7T
(b) f e /1 — 2% dx;
du

Solucdo: Fazendo a substituicio u = 1 — e** = du = —2¢** dx = -5 = ¢** dx, temos que:

fezxmdx = f\/_du

2 4302
= —= +C
2 3"
1
= ——w?+C

3

Voltando para a varidvel original, segue que:

1
e?*V1 — 2% dx = —5(1 32 4.

3
X
(c) f —(x2 — 02 dx

Solucdo: Fazendo a substituicdo u = x> —4 = x

X3
f<x2—4>2dx - f(x —ap
3 fu+4
du 2

1 2
—In(u) — -+ C.
2 u

d
2-y+4dedu=2xdx = 7u = x dx, temos

que:

Voltando para a varidvel original, segue que:

x3 (I 2
fmdxzilnlx —4|—x2_4+C.
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6 \/.-2 _ 9
(d) f T dx.
3 X
Solucio: Faremos a substitui¢do x = 3 secl = dx = 3 secHtg 6 df. Assim, temos que os

limites de integracdo serdo x = 3 = 3secld =3 = secd =1 => cosfd =1 =6 =0¢e¢

1
x:6=>6se<:9:3:>se00:2$0050:§:>9:g.

Entao, temos que:

f6 V9 fw \O5e?9-9
3 0

dx 3 secOHtgfdo
27 sec3

f”/3 3 (3tgh)sechtgh
0 27 sec? 0

1 (73 tg?0
—f I
3Jo sec?6

Como tg” 6 = sec? § — 1, segue que a igualdade acima fica

x3

do

do

x3

f6m lf”/3secze—l
3

dx

0 sec? 6
/3 /3 1

[P [ o
0 0 sec2 6

P /3

_ §(g_ f cos? de) 43)
0

1 + cos(20)
2

3
1
3
1

Para calcularmos a integral do dltimo membro, consideramos cosf = . Assim,

/3 /3 1 2
f cos® 0 do f M do
0 0

2

/3 do 1 /3
= f — + —f cos(26) do
o 2 2Jo

sen (20) x/3
2

L
2
% (44)

+
0
+

ol oalN

Logo, substituindo (44) em (43) segue que:

6vx2-9 l{r [x V3 T 3
L 3 \6 4 24"

x3 dng
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(a) Mostre que a drea da regido limitada pela elipse

52 yz _
a? B
coma>0eb>0€&mab.

Solucio: Para determinarmos a drea da regido limitada pela elipse calcularemos apenas a drea
que estd no primeiro quadrante e em seguida multiplicar por 4, pois a elipse € simétrica com

relacdo aos eixos, conforme a figura abaixo.

——
-

_______

Isolando y e trabalhando apenas com a parte acima do eixo das abscissas teremos

2

X
:bﬂl——.

y 22
A:4f y dx

0
a 2
A:4f b1 -5 dx.

0 a

Aplicando a seguinte substituicdo trigonométrica

Sabendo que a drea da elipse é

entao

a cos(6)
—asen (0) db

=
Il

dx

teremos
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0 2 2(0
A = 4bf \/1—&1()(—asen(0))d9
r a
2
3
= 4abf sen (0)+/1 — cos2(9) do
0
%
= 4abf senZ(H)dQ
0

71 —cos(2
= 4abf2Md9
0 2

= 2abf7(1—cos(29)) do
0

3
_ 2ab[e_sen(ZQ) ]
2 0
T sen
= 2ab|= - -0
oo[5-27
= mab

(b) Considere y = k, com k > 0, a reta que intercepta o gréfico de y = 1 — x2, ambos no primeiro
quadrante. Determine k de modo que a drea das regides sombreadas da figura abaixo, sejam
iguais.

(a, k)

Solucao: Temos as dreas Aj e Ap;

a
Alzf(l—xz)—kdx;
0
a 1
Azzf kdx+f(1—x2)dx.
0 a
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As dreas devem ser iguais (A; = Aj), entdo

N
o~
I
=
o
~—
U
=
I
bl
Il
S p)
N
bl
x
=
+
A._.
—
I
=
\S]
N
>y

3

3a—a’-3ka _ fas 2 a_a_3
3 - 3 3

3a-a*-3ka _ 3ka+2-3a+d’
3 - 3

3a—a’-3ka-1=0.

Pela intersecdo da reta y = k com a pardbola y = 1 — x?, temos k = 1 — a2, entio

3a—-a’-3a(1-a*>)-1 = 0
3a—a’-3a+3a>-1 = 0
20 = 1
\3/1
a = —.
2
Logo o valor de k sera
k = 1-ad2
2
[
B 2
3
V16
= 1-—
4
B
- =

(a) Um toro é um sélido formado pela revolucio da regido limitada pela circunferéncia x% + y> = 1
ao redor da reta x = 2.
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Determine o volume deste s6lido com formato de “rosquinha".

Solucdo: Determinaremos o volume deste sélido pelo Método das Cascas Cilindricas

b
V=f 2ntr y dx.
a

O solido € formado pela rotagdo em torno do eixo x = 2, portanto a casca possui raior = 2 —x,

logo
b
V= f 2n(2 —x)ydx.
a

Calcularemos o volume do sélido a partir a rotacdo da drea do semicirculo y = V1 — x2, que

estd acima do eixo x e em seguida multiplicaremos por 2 para obter o volume do toro, ou seja,
1
V= Zf 272 — x)V1 — x2 dx.
1

Aplicando a seguinte substitui¢do trigonométrica

cos(6)
—sen (0) dO

=
Il

dx

teremos
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0
vV = 47rf (2 — cos(0))+/1 — cos2(0)(—sen (0)) doO

= 4rx f n(2—cos(0))sen2 (0) do
0

= 4n

= 4dr

J,
),

2 sen? (0) do — fﬂ sen’ (6) cos(9) de]
0

7r1_ 7 0
#de_f £

= 47rfn(1 —cos(20)) dé
0

= 47r[9—

sen (26)
2

)

= 4n°

(b) Considere a regido do plano limitada pela elipse

x2 y2

a2+ﬁ:1

coma > 0e b > 0. Calcule o volume do s6lido formado pela revolucdo da elipse em torno do

seu semi-eixo menor. Este sélido € chamado Elipsoide.

Solucdo: Para determinar o volume deste elipsdide iremos considerar apenas a parte da elipse

no primeiro quadrante e rotaciond-la em torno do eixo y. Abaixo temos a regido acima do eixo

x (uma sec¢do do elpséide).
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Adotaremos o Método dos Discos para determinar o volume desse sdlido e em seguida

multiplicaremos por 2 para obter o volume do elipséide, ou seja,

»
V= Zf 7 x? dy.
V1

y2
Assim, x = ay/1 — = ¢
2

b
= 2nd’ y—i
3p%)|,
3
- mad(b-Z o
3b?
2b
= 21a? |2
(%)
4
= gnazb

(a) Defina curva retificdvel e fagca um breve resumo das principais ideias e dos procedimentos
usados para o desenvolvimento e obtencdo da formula de integracdo para determinar o com-
primento de arco.
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Solucdo: Dizemos que uma curva € retificavel se pode ser representada parametricamente por
um caminho retificdvel, isto €, por um conjunto finito de comprimentos de linhas poligonais

nela inscrita.

Suponhamos que uma curva C seja dada pela equagdo y = f(x), onde f € derivavel em

a<x<bh.

A porcdo AB do gréfico de f, compreendida entre os pontos: A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) é

chamado arco.

Se a curva € uma reta, para calcular o comprimento de arco s da reta, compreendida entre os
pontos (xy, f(x1)) e (x2, f(x2)), pela férmula da distanica entre dois pontos obtemos:

V2 = x)2 + (F(x2) = FO)>. (45)

Generalizando esta ideia para o grafico da fun¢do continua f, fazemos uma particio a =< x| <
-+ < X, = bdo intervalo [a, b]; denotamos os pontos no grafico de f por P; = (x;, f(x;)), 1 <

i <n.

Ligando cada par de pontos P;_; a P; por um segmento de reta, obtemos uma linha poligonal
formada pela reunido destes segmentos de reta.

Como o comprimento de cada segmento de reta € dado por (45) temos que o comprimento da

poligonal, para esta particao, € dado por

L, =

3 =50 + (P = FGxia))?. (46)

i=1

Observe que (46) € uma aproximacao do comprimento do arco da curva.

Agora, aplicando o Teorema do Valor Médio em cada subintervalo [x;_1, x;], temos que existe
¢i € (xj—1, x;) tal que

fx) = f(xiz) = f'(e)(xi = xi-1),
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paracada 1 <i < n. Logo,

L,

3@ = xi? + () (i~ xi)?

i=1

}: 1+ (f(¢))? (xi — xi1)

i=1
Zn: 1+ (f(c)*Ax;
i=1

onde Ax,- = X; — Xj—1.

Intuitivamente, temos que se o limite L4,p = lim L, existe, podemos considerar L4p uma
n—oo

aproxima¢ao do comprimento do arco. Note que, esse limite existe, pois para f’ continua

tem-se que a fungdo /1 + (f7(x))? também € continua, € logo, integravel. Assim,

n b
Lap = nlggoZ I+ (f(c)?Ax; = f 1+ (f'(x))*dx
i=1 a

e temos seguinte definicao::

Definicao 1 Seja f : [a, b] — R uma funcdo com derivada continua em [a, b]. O comprimento

de arco de f entre “a" e “b" é definido por

b
s = f A1+ (f7(x))3dx.

(b) Fios elétricos suspensos entre torres formam uma catendria (figura abaixo) que pode ser

modelada pela equacgao

X
— 20cosh (=
y = 20cos (20)’

—20 < x < 20, com x e y medidos em metros. Se a distancia entre as torres € de 40 metros,

qual deve ser o comprimento do cabo?

e S

; poste

1
'
1
v v

Solucgao: Seja y = f(x) = 20cosh (%), -20 < x < 20, a curva que modela o fio elétrico

suspenso entre duas torres que distam 40 metros uma da outra.
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(a)

O comprimento do fio serd dado por:

20
= 1 4 2 dx.
s Izo NI+ (x0)]?dx

Como

, X 1 by
#/(x) = 20 senh (%) 55 = senh (%)

e considerando a identidade

cosh? (i) =1 + senh? (i)

20 20
segue que
20 X
§ = f \/1 + senh? (—)dx
~20 20
20
X
= cosh (—) dx.
Izo 20
Fazendo u = ;—O = dx =20du,com x = -20 > u = —1 ecom x = 20 = u = 1, temos que
1
s = T 3 cosh(u) du
X \1!
- o 3
sen 20)]_,
= 20[senh(1) — senh(—1)]
~ 47.

Logo, o cabo deverd medir aproximadamente 47 metros.

Faca um breve resumo das principais ideias e dos procedimentos usados para o desenvolvimento

e obtencdo da férmula de integragcdo para determinar a drea de uma superficie de revolugao.

Solucdo: Uma superficie de revolugdo € formada quando uma curva € girada ao redor de uma

reta.

Vamos deduzir a férmula da drea de uma superficie de revolucdo usando a drea da superficie
de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, raio da base maior r; e raio da base menor r;.

Esta € a superficie de revolugao obtida pela revolucao de um segmento em torno de um eixo.
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m

T2

1

A édrea lateral, A7, do tronco de cone € dada por
Ar =n(ry +r)g = 2nrg,
1
comr = =(r; +1r2).
2
Podemos entdo calcular a drea de uma superficie gerada pela revolu¢do de uma poligonal plana

em torno de um eixo deste plano, pois a drea desta superficie € a soma das dreas laterais de
troncos de cones, isto &,

A =2nr1g1 +2nrag2 + -+ - + 20185

Para deduzirmos a drea lateral de um sélido de revolucdo qualquer em torno do eixo x, fazemos

uma aproximag¢ao da soma das dreas laterais de varios troncos de cone.

Consideremos f definida e positiva em [a, b] com derivada continua em (a, b). Seja P = {a =
X] < xp < --+ < X, = b} uma particdo de [a, b]. Consideremos a poligonal com vértices

(xi, f(x;)) e girando-a ao redor do eixo x obtemos uma aproximacgdo para a superficie.
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Note que o segmento de reta de comprimento

ALy = 3(x; = xim)? + (f(x0) = F(xi-1)?

gera um tronco de cone. Seja r; o raio médio deste cone. Pelo Teorema do valor intermediario

existe w; € [x;_1, x;] tal que r; = f(w;). Assim, a drea lateral do tronco de cone € dada por

Ai = 27Trl-AL,-

= 2mr; \/(xi —xi-)? + (f(xi) — f(xi=1)?

20 Wy (i = xie1)? + (Fx0) = Fxion))?

2
o f(Wi)\/ 13 (f (i) = f (x"‘”) =70

Xi = Xi-1

Pelo Teorema do valor médio, existe ¢; € [x;—1, x;] tal que

fxi) = f(xiz1)

Xi — Xj-1

Ai =21 f(wi){/1 + (f"(ci))? (xi — xi—1)-

Portanto, a drea da superficie de revolucdo pode ser aproximada por

Ax Y 2mf (w1 + (F(c)*Axi.
i=1

f'(ci) =

logo,

com Ax,' = X; — Xj—1
Podemos mostrar que

n b
A= nh_)rEoZ 2rf(wi)All + [f'(c)]PAx; =2n f F(x)1+ f(x)dx.
i=1 z

Assim, temos a seguinte defini¢do:

Definicao 2 Seja y = f(x) uma fungcdo com derivada continua em [a,b). A drea A da

superficie de revolugdo obtida girando o grdfico de f em torno de um dos eixos é dada por

b
A=2n f F(x) /1 + (f/(x))2 dx.
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(b) Um galpao tem 100 metros de comprimento por 40 de largura (figura abaixo). Uma secdo

transversal do seu telhado tem a forma de uma catenaria invertida

y =31 -10(*% + e7*/%0).

Calcule quantos metros quadrados tem o telhado deste galpao.

Solucdo: A fungio y = 31 — 10(e*/?° + ¢7*/20) pode ser escrita como

X
= 31 - 20cosh (—) .
y cosh {55
A édrea do telhado deste galpao é
A=cL

com c¢ € o comprimento do galpao (100 metros) e L € o comprimento de curva da catendria
invertida com x variando de —20 até 20 (ou com x variando de O até 20 e o resultado
multiplicado por 2 para obter o comprimento total). Abaixo temos a catendria invertida e

queremos determinar seu comprimento de curva.

11 f(z) = 31 — 20 cosh (2%)

—20 0 20 =@
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O comprimento de curva da catendria ivertida é dado por

A area do telhado sera

40 (senh (1) — senh (0))
40 senh (1)
47 m.

S

=cL
A =100-47
A = 4700 m2.
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